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VORREDE. 


Ums  Werk,  welches  liiermit  an  die  Oeffentliclikeit  tritt,  setzt 
sich  zum  Ziele,  den  Leser  in  die  Lehre  von  den  elliptischen 
Functionen  und  ihre  Anwendungen,  besonders  auf  Algebra  und 
Zahlentheorie,  einzuführen.  Es  setzt  zwar  einige  Hebung  und 
Schulung  in  der  liöheren  Mathematik,  nicht  aber  Kenntnisse  in 
den  elliptischen  Functionen  voraus.  Es  ist  mein  Bestreben  ge- 
wesen, die  Theorie  vollständig  und  leicht  verständlich,  wenn  auch 
in  knapper  Form  zu  entwickeln  und  dem  Leser  mitzutheilen, 
was  für  den  Gebrauch  der  elliptischen  Functionen  nach  irgend 
einer  Richtung  hin  als  wesentlich  erschien.  Wo  Hülfsmittel  aus 
anderen  Gebieten  der  Mathematik  noth wendig  sind,  war  ich 
bemüht,  diese  dem  Leser  möglichst  bequem  an  die  Hand  zu 
geben,  und,  wo  es  erforderlich  war,  besonders  im  dritten  Theil, 
auf  bekannte  und  leicht  zugängliche  Lehrbücher  zu  verweisen. 
Ln  Uebrigen  sind  Literaturangaben  nur  hin  und  wieder  und 
ohne  Anspruch  auf  Vollständigkeit  gegeben. 

Um  den  in  Aussicht  genommenen  Umfang  des  Werkes  nicht 
zu  überschreiten  und  doch  die  Hauptaufgabe  nicht  zu  kurz 
kommen  zu  lassen,  konnte  den  Anwendungen  der  elliptischen 
Functionen  auf  Geometrie  und  Meclianik  nur  ein  kleiner  Platz 
eingeräumt  werden;  nur  zwei  Beispiele  zur  Belebung  des  Vor- 
trages sind  gegeben.  Diese  Beschränkung  konnte  um  so  eher 
eintreten,  da  in  dem  zweiten  Bande  von  Halphen's  „Traite  des 
fonctions  elliptirpies"  diese  Anwendungen  in  ausführlichster  Weise 
behandelt   sind.     Auch   zu   diesem  Werke   wird,  wie   wir  hoffen, 
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trotz  der  Verschiedenheit  der  Darstellung  der  Leser  durch  das 
vorliegende  Werk  das  Verstandniss  geebnet  finden. 

Der  in  Aussicht  gestellte  dritte  Band  von  Halphen's  Werk 
sollte  ein  ähnliches  Ziel  verfolgen  wie  unser  Buch,  und  als  ich 
die  Ausarbeitung  unternahm,  freute  ich  mich  eines  solchen  Mit- 
streiters. Tief  ergriffen  hat  mich  über  der  Arbeit  die  Nachricht 
von  dem  vorzeitigen  Tode  des  trefflichen  Mannes,  der  uns  in 
den  beiden  ersten  Bänden  seines  leider  unvollendeten  Werkes 
ein  edles  Denkmal  seines  Geistes  und  seiner  Arbeitskraft  hinter- 
lassen hat. 

Der  leichteren  Uebersicht  wegen  ist  unser  Werk  in  drei 
Theile  getheilt,  die  in  Rücksicht  auf  die  hauptsächlich  zur  An- 
wendung kommenden  Hülfsmittel  als  analytischer,  algebraischer 
und  zahlentheoretischer  Theil  bezeichnet  sind,  ohne  dass  damit 
eine  scharfe  Trennung  ausgedrückt  sein  soll.  Der  verschiedene 
Standpunkt  der  drei  Theile  Hesse  sich  auch  so  charakterisireu, 
dass  im  ersten  Theil  die  elliptischen  Functionen  als  Functionen 
von  zwei  Veränderlichen,  des  Arguments  und  des  Moduls,  be- 
trachtet werden;  der  zweite  Theil  ist  wesentlich  solchen  Func- 
tionen gewidmet,  welche  nur  von  einer  Variablen,  dem  Modul, 
abhängen,  während  im  dritten  Theil  die  algebraischen  Zahlen 
betrachtet  werden,  die  man  erhält,  wenn  der  Modul  einen  be- 
sonderen ausgezeichneten  Zahlenwerth  hat. 

Der  Gegenstand,  welchen  der  dritte  Tlieil  behandelt,  gehört 
zu  denen,  welche  noch  nicht  zum  Gemeingut  weiterer  mathe- 
matischer Kreise  geworden  sind,  und  wir  hoffen,  dass  unsere 
Arbeit  zur  Verbreitung  und  Belebung  der  Theilnahme  an  diesem 
weiten  und  schönen  Gebiet  beitragen  möge.  Diese  Betrachtungen 
knüpfen  an  die  von  Abel  bereits  gekannte  sogenannte  complexe 
Miiltiplication  der  elliptischen  Functionen  an.  Die  Sätze,  die  Abel 
darüber  in  fragmentarischer  Form  und  andeutungsweise  hinter- 
lassen hat,  waren  lange  Zeit  wenig  bekannt  und  wenig  ver- 
standen. Die  Arbeiten  von  Her  mite  und  Joul)ert  haben  das 
Interesse  und  das  Verstandniss  für  diese  Fragen  gefördert.  Am 
meisten  aber  verdankt  die  Theorie  der  complexen  Multiplication 
den  Forschungen  von  Krön  eck  er,  welche  nicht  nur  die  Sätze 
von  Abel   vollständig  bewiesen,   sondern   auch   die   tieferen  Be- 
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zieliiiiigeii  dieser  Lehre  zur  Algebra  und  Zablentlieorie  aufgedeckt 
liaben.  Die  Kroiiecker'scben  Arbeiten  sind  auch  für  unseren 
dritten  Tbeil  von  maassgebendem  Einfluss  gewesen. 

Während  meiner  langjährigen  Beschäftigung  mit  den  elli[)- 
tischen  Functionen  in  eigenen  Arbeiten  und  in  Lehrvorträgen 
habe  ich  die  meisten  Gegenstände,  die  den  Inhalt  des  vorliegen- 
den Werkes  bilden,  in  mündlichem  und  schriftlichem  Verkehr  mit 
meinem  Freunde  Dedekind  oft  und  eingehend  besprochen.  Seiner 
Anregung  und  Belehrung  verdanke  ich  manchen  Fortschritt  und 
manchen  neuen  Gesichtspunkt.  Besonders  ist  Dedekind's 
Theorie  der  algebraischen  Zahlen,  wie  sie  in  der  dritten  Auflage 
von  Dirichlet's  Vorlesungen  über  Zahlentheorie  dargestellt  ist, 
mir  ein  werthvolles  Hülfsmittel  geworden.  Auch  bei  der  Cor- 
rectur  des  Druckes  stand  mir  Dedekind's  unermüdliche  Hülfe 
zur  Seite,  die  mir  von  grossem  Nutzen  gewesen  ist. 

Es  blei])t  mir  noch  übrig,  der  Verlagsbuchhandlung  für  die 
Ausstattung  des  Werkes  und  für  die  Bereitwilligkeit,  mit  der 
meinen  Wünschen  entj]jeiren.i]^ekommen  ist,  meinen  Dank  aus- 
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zusprechen. 

Marburg,  im  November  1890. 


H.  Weber 
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Erster   Abschnitt. 
Die  elliptischen  Integrale. 


§.  1.     Definition  der  elliptischen  Integrale. 

Wenn  in  einer  systematischen  Darstellung  der  Integralrech- 
nung die  Entwickelung  bis  zu  dem  Punkte  gelangt  ist,  wo 
algebraische  Integrale,  welche  die  Quadratwurzel  aus  einer  Func- 
tion ersten  oder  zweiten  Grades  enthalten,  auf  Integrale  ratio- 
naler Functionen  zurückgeführt  werden,  so  tritt  an  dieser  Stelle 
dem  Lernenden  eine  Schranke  entgegen,  die  er  mit  den  ihm  bis 
dahin  zu  Gebote  stehenden  Hülfsmitteln  nicht  zu  übersteigen  im 
Stande  ist.  Das  Streben  nach  einer  Erweiterung  der  Hülfsmittel, 
um  auch  noch  die  nächste  Classe  von  Integralen  der  Forschung 
zugänglich  zu  machen,  ist,  wie  es  historisch  der  Anlass  gewesen 
zu  einem  eingehenderen  Studium  der  elliptischen  Integrale  und 
zur  Einführung  der  elliptischen  Functionen,  auch  der  natur- 
gemässeste  und  verständlichste  Ausgangspunkt  für  den,  der  in 
die  Theorie  dieser  Functionen  zuerst  eingeführt  werden  soll. 
Es  soll  daher  auch  unsere  nächste  Aufgabe  sein,  uns  mit  den 
elliptischen  Integralen  und  ihren  wichtigsten  Eigenschaften  be- 
kannt zu  machen. 

Die  Definition  eines  elliptischen  Integrals,  von  der  wir  aus- 
gehen wollen,  ist  die  folgende.  Es  bedeute  f(x)  eine  ganze 
rationale  Function  dritten  oder  vierten  Grades  ohne  quadratischen 
Theiler 

(0  f(^)  =  «0  ^*  +  4%  x^  -\~  6  a.2  (jc^  -\-  4:  a^,  x  -\-  a^, 

worin  üq  und  %  nicht  beide  zugleich  verschwinden,  und  0(x,  y) 
eine  beliebige  ganze  oder  gebrochene  rationale  Function  der 
beiden  Argumente  x^  y.     Dann  ist 

fO{x,]/Ji^))dx 


4  Erster  Abschnitt.  [§.  1.] 

das    allgemeinste    von    uns    hier    zu   betrachtende    elliptische 

Integral,  und  

0(x,  Vf(x})  dx 

heisst  das  elliptische  Differential.  Es  lässt  sich  nun  aber 
dies  allgemeine  Integral  auf  wesentlich  einfachere  zurückführen. 
Zunächst  lässt  sich  O  in  die  Form  setzen: 


A  +  B  ]/f{x) 

C+Dl//(x)' 
worin  A^  -B,  C,  D  ganze  rationale   Functionen   von   x  sind,   und 
indem  man   diesen   Bruch   mit  C  —  D  V f  (x)    erweitert,  in   die 
Form 

V  f{x) 
worin    '!*"  {x)  und  O  (^x)  ganze   oder  gebrochene   rationale  Func- 
tionen von  X  sind.     Wir  lassen  nun  das  Integral 

fW{x)dx, 
welches    auf   Logarithmen    und    algebraische    Functionen    führt, 
ausser  Betracht,  und  befassen  uns  nur  noch  mit  dem  elliptischen 
Integral 

r0(x)dx 

^^^  J     Vf{x) 

oder  dem  entsprechenden  elliptischen  Differential 

(3)  <^(^)   r^- 

Es  ist  für  viele  Zwecke  vortheilhaft,  dies  Differential  in  der 
homogenen  Form  zu  betrachten;  zu  diesem  Ende  setzen  wir  für 
X  das  Verhältniss  zweier  Variablen  x\ij  und  demnach  für  dx 

ydx  —  xdy 
iß 
Ist  dann 

f{x,  y)  =  aox^  +  4:aiX'^y  -\-  ßa^x^y^  +  4:a^xiß  -f  a^y^ 

und   ^(x,y)  eine  homogene   Function   Oter  Ordnung,    so  erhält 
unser  elliptisches  Differential  die  Gestalt 

/i\  ^/       ^  ydx  —  xdy    ' 

(4)  ^(x,y)\  K 

Die  Aufgabe,   die  uns   nun   zunächst  beschäftigen    Avird,    ist 
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eine  doppelte:    Es   soll    durch   Einführung  neuer  Veränderlicher 

das  Differential 

,^.  y  dx  —  X  dii 

in  ein  anderes  von  derselben  Form  transformirt  werden,  worin 
aber  die  Function  unter  dem  Quadratwurzelzeichen  möglichst 
vereinfacht  und  besonders  von  einer  möglichst  kleinen  Zahl  von 
Parametern  abhängig  gemacht  wird  (§.  3,  §.  4).  Es  soll  zweitens 
das  allgemeine  Differential  (3)  oder  (4)  in  andere  ähnliche  zer- 
legt werden ,  in  welchen  die  Function  Q  {x)  oder  0  (^,  y)  mög- 
lichst einfach  ist  (§.  8). 

Die  Function  f{x)  oder  f(x^y)  wird  bisweilen  in  ihre  linea- 
ren P'actoren  aufgelöst  vorausgesetzt,  wo  wir  dann  setzen  werden: 

f(x)  =  ao  (x  —  a)  {x-  ß)  (x—y)  (x  —  Ö) 

f(x,  y)  =  {xy^  —  yx^)  (xy^  —  yx^)   (xy^  —  y  x^)   (xy^  —  yx^). 
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Um  die  Lage  eines  veränderlichen  Punktes  X  auf  einer 
gegebenen  geraden  Linie  zu  bestimmen,  nimmt  man  am  einfach- 
sten auf  der  Geraden  einen  festen  Punkt  Ä  an,  und  misst  die 
Entfernung  (J.,  X)  der  Punkte  Ä  und  X,  welche  man  positiv 
nennt,  wenn  X  auf  der  einen,  etwa  der  rechten  Seite  von  Ä 
liegt,  und  negativ  im  entgegengesetzten  Falle.  Statt  dessen  ist 
es  oft  vorzuziehen,  wie  es  in  der  analytischen  Geometrie  in 
neuerer  Zeit  vielfach  und  mit  bestem  Erfolg  geschieht,  auf  un- 
serer Geraden  zwei  feste  Punkte  Ä^  B  anzunehmen,  und  mit 
^,  y  die  mit  zwei  beliebigen  constanten  Factoren  multiplicirten, 
oder  in  zwei  verschiedenen  Maasseinheiten  gemessenen  Abstände 
des  Punktes  X  von  A  und  B  zu  bezeichnen,  so  dass  zwischen 
x^  y  eine  lineare  Relation  von  der  Form 

ax  -^  h  y  ^=  l 
besteht,  deren  geometrische  Bedeutung  ist: 

(A,  X)  -  (K,  X)  =  {A,  B), 
und  die  dazu  verwandt  werden  kann,  einen  nicht  homogenen  Aus- 
druck in  x^  y  in  einen   homogenen   zu  verwandeln.     Von  dieser 
Bestimmungsweise    des   Punktes    X  kommt    man    zu    der  zuerst 
erwähnten   gewöhnlichen  zurück,    wenn   man    den   Punkt  B  ins 
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Unendliche  rücken  und  die  ihm  entsprechende  Maassconstante 
gleichzeitig  unendlich  ahnehmen  lässt,  so  dass  y  sich  einem  con- 
stanten  Werthe  nähert  und  =  1  gesetzt  werden  kann.  Die 
Grössen  x^  y  wollen  wir  die  Coordinaten  des  Punktes  X  nennen. 
Wenn  wir  nun  statt  des  Paares  A^  B  ein  anderes  Punkte- 
paar A\  B'  auf  der  Geraden  annehmen,  und  mit  |,  ri  die  Coordi- 
naten desselben  X,  bezogen  auf  die  Punkte  A\  B'  bezeichnen,  so 
ist,  wie  eine  sehr  einfache  geometrische  Betrachtung  zeigt,  die 
wir  dem  Leser  überlassen, 

x  =  a^  +  ßri 

^^  y  =  ?^  +  Sv, 

worin  a,  /3,  y,  8  Constanten  sind,  welche  bei  gehöriger  Wahl  der 
Punkte  J.',  B'  jedes  beliebige  Werthsystem  erhalten  können,  dessen 
Determinante 

(2)  r  =  ad  —  ßy 

von  Null  verschieden  ist.  Sind  1,  2  zwei  Punkte  mit  den  Coor- 
dinaten ^1,  2/r,  ^^2,  2/21  so  ist 

(3)  Xi  1/2  —^22/1=  ^(li  V2  —  li  Vi) 

eine  Grösse,  welche  von  dem  Abstände  (1,  2)  der  beiden  Punkte 
nur  durch  einen  constanten  Factor  verschieden  ist;  hiernach  ist, 
wenn  1,  2,  3,  4  irgend  vier  Punkte  sind 

^1  ^3  —  ^3  yi  .  ^2  2/3  —  ^3  y2  ^  li  ^3  —  I3  Vi  .  I2  v-i  —  I3  % 

=  (llii .  (A3. 

(1,  4)  •  (2,  4) 

eine  von  der  Wahl  des  Coordinatensystems  gänzlich  unabhängige 
Grösse,  und  sie  ist  die  einfachste  Grösse  dieser  Art,  welche 
zugleich  der  Bedingung  genügt,  nur  von  dem  Verhältniss  der 
Coordinaten  sämmtlicher  darin  vorkommender  Punkte  abzuhän- 
gen. In  der  Geometrie  ist  dieser  Ausdruck  unter  dem  Namen 
des  Doppelverhältnisses  des  Punktepaares  1,  2  zum  Punktepaar 
3,  4  wohl  bekannt. 

Homogene  Functionen  der  Coordinaten  eines  oder  mehrerer 
Punkte,  welche  beim  Uebergang  zu  einem  anderen  Coordinaten- 
system  ungeändert  bleiben  oder  eine  Potenz  von  r  als  Facto^ 
annehmen,  heissen  Covarianten. 
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Die  einfachste  Covariante,  die  sich  bilden  lässt,  ist  die  De- 
terminante 

^1 2/2  —  ^2  !/i, 
die  in  der  Folge  zur  Abkürzung  mit 

(^1  2/2) 
bezeichnet  sein  soll.    Dahin  gehört  auch  das  Differential 

xdy  —  ydx  =  (xdy)  =  x^d~ 

X 

und  daher  auch  das  elliptische  Differential 

..,    xdy  —  ydx  1  ^drj  —  rjd^ 

"  ^  y  (m)  i^y^)  {xy^)  {xiM)  ~'r  V  (I  ,?i)  (I  Vi)  (I  «3)  (1 14) ' 
worin  1,  2,  3,  4  beliebig  gegebene  Punkte,  x,  y  ein  veränderlicher 
Punkt.  Hierin  ist  das  Vorzeichen  der  einen  Quadratwurzel  durch 
das  der  anderen  bestimmt  aus  der  Gleichung 

V(xtj,)  (xy,)  (xy,)  {xy,)  =  r^  V(Mm)  (^^2)  (t  %)  (^Vi)- 
Machen  wir  zur  Vereinfachung  des  elliptischen  Differentials 
die  lineare  Substitution 

^  =  (1^1),     2/   =(1^2),     ^   =   (ll^2), 

SO  wird 

Xi  =:  0,      X.2  =  —'i 

Vi  =r,      2/2  =  0, 
Setzt  man  noch 

(2)  .       ^  =  ^ , 

(3)  x2=^L^, 

SO  ergiebt  sich   die  Transformation   des   elliptischen  Differentials 
in  die  Normalform: 


2^3   =  (I3  11%       Xi  ■- 

=  04  %) 

2/3  =  (I3  n^),    2/4  = 

=   (|4%)- 

(4) 


adrj  -rjd^)  V(|i7?,)fei?4) d_ 


V  (I  ^1)  a  ^2) « ^3)  ö  ^4)      v^  (1  -  ^)  (1  -  '^^^) 
(ii  ^4)  (I2  %) 


(5)  Z2  =: 

(6)  ^    = 


(^1  Vd  (§2  »?4) 
(S2  ^3)  (I  ^1) 
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Auf  der  linken  Seite  der  beiden  letzten  Formeln  stehen 
Doppelverlulltnisse,  und  daher  dürfen  die  Covarianten  (^it]h) 
durch  die  Entfernungen  (^,  h)  der  beiden  Punkte  /,  h  ersetzt 
werden,  wenn  gleichzeitig  (|  rji)  durch  die  Entfernung  (x^  i)  des 
Punktes  X  von  i  ersetzt  wird.  Das  Gleiche  ist  auch  auf  der 
linken  Seite  der  Formel  (4)  gestattet,  wenn  für  das  Differential 
{^dr])  das  Differential  dx  der  Entfernung  des  Punktes  X  von 
einem  festen  Punkte  gesetzt  wird. 

Danach  lassen  sich  die  Formeln  (5),  (6)  in  noch  übersicht- 
licherer Weise  schreiben,  und  wir  fügen  drei  weitere  Formeln 
hinzu,  die  aus  der  Gleichheit  von  Doppelverhältnissen  oder  mit 
Hülfe  der  Eigenschaft  der  Covarianten  aus  (2)  und  (3)  sofort 
abzuleiten  sind.  Zu  bemerken  ist,  dass  die  in  diesen  Ausdrücken 
vorkommenden  Symbole  {iji)  nach  Belieben  Entfernungen  von 
Punkten  oder  die  bei  irgend  einer  Coordinatenbestimmung  aus  den 
Coordinaten  dieser  Punkte  gebildeten  Determinanten  |i  t^/i — ^hVii 
bedeuten  können. 

^'>  -(1,3)  (2,4)'  '  -(1,3)  (2,4)' 

(1,3)  {x,'l) 
(2,3)(ä:,1)' 

^^^  ^~'-~  (2,3)  (x,l)' 

1       ,,.._a.2)(x.4) 
--  (2,4)  (x,l)' 
und  die  Formel  (4)  lautet  in  derselben  Bezeichnung 
(9)  (?^  1/(1,3)  (2,4)         ^  dz  ^ 

V(^,  1)  {x,  2)  (x,  3)  {x,  4)         ys  (1  —  ^)  (1  —  x2  z) 
Diese   Form    des    elliptischen    Differentials   nennen    wir    die 
Legendre'sche  Normalform.    Die  Grösse  %  heisst  der  Modul 
des  elliptischen  Differentials,  Vi  —  x2,  was  auch  mit  v!  bezeichnet 
wird,  das  Complement  des  Moduls. 

Da  die  vier  Punkte  1,  2,  3,  4  sich  auf  24  verschiedene  Arten 
anordnen  lassen,  und  jeder  solchen  Anordnung  eine  lineare  Trans- 
formation auf  die  Normalform  entspricht,  so  giebt  es  24  solcher 
Transformationen;  unter  diesen  sind  vier,  nämlich 

(1,2,3,4),  (2,  1,4,3),  (3,4,  1,2),  (4,3,2,  1), 
welche  dasselbe  Modulquadrat  yC^  ergeben,  während  die  übrigen  in 
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Gruppen  von  je  vieren  zerfallen,  welche  je  dasselbe  Modulquadrat 
geben.  Man  erhält  so  bei  allen  diesen  Transformationen  sechs 
verschiedene  Modulquadrate,  die,  wenn  )t2  das  erste  ist,  folgen- 
den Ausdruck  haben : 

l  1  x-'-l  ;c-^ 

V-ä  I  V-i • 

Ebenso  besteht  zwischen  der  Variablen  s  einer  beliebigen  dieser 
Transformationen  und  der  ersten  ein  linearer  Zusammenhang. 

Man  übersieht  am  leichtesten  diese  Transformationen,  wenn 
man  annimmt,  dass  das  zu  transformirende  Integral  bereits  die 
Normalform  hat.  Die  auf  diese  Weise  entstehenden  24  linearen 
Transformationen  aus  der  Normalform  in  die  Normal  form  heissen 
die  Fundamentaltransformationen.  Wir  betrachten  hier 
drei  unter  ihnen  als  Beispiele,  aus  denen,  wie  wir  später  sehen 
werden,  die  übrigen  leicht  hergeleitet  werden  können. 

Es  sei  also 

{x,  1)  {x,  2)  {x,  3)  {x,  4)  =  X  ij  (x  —  y)  {x  —  l^  ij). 
Die  Nullpunkte  der  vier  Factoren  x^y^  ^^  —  y->  x  —  k^y  bezeichnen 
wir  durch  die  Verhältnisse  ihrer  Coordinaten  oo,  0,  1,  1:A2,  und 
ordnen  diesen  die  Punkte  1,  2,  3,  4  in  den  Formeln  (7),  (8),  (9) 
in  folgender  Weise  zu: 


0,     1 


12 


1)  3,  2,  1,  4 

2)  1,  2,  4,  3 

3)  4,  3,  2,  1 
Setzt  man  noch 


^ 


so  ergeben  die  Formeln  (7),  (8),  (9)   in  diesen   drei   Fällen  die 
folgenden  Resultate : 

1)      yj^k'^,  ^  =  rE^' 

2)  '       K^=   ^,      ^  =  /lU, 

1  —  ^ 

3)  X2  =:     yl2,         ^  == 


während  das  Differential 


i-kn 


V/^(l— ^)(1->C2^) 


^ 
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in  den  drei  Fällen  in 

idt  A^J dt 

vs(i-^)  (i-A2^j'  Yi{\-t){\-i^2^y  1/^(1-0 (1-A2J) 

transformirt  wird.  Die  Abhängigkeit  der  Vorzeichen  dieser 
Quadratwurzeln  ergiebt  sich  aus  den  Umformungen  selbst,  wenn 
für  ÜB  '.  dt,  der  Werth  eingesetzt  wird. 

Die  hier  betrachteten  Umformungen  sind  in  ihrem  analy- 
tischen Charakter  keineswegs  von  der  Voraussetzung  bedingt, 
dass  die  Punkte  1,  2,  3,  4  reelle  Punkte  seien.  Wenn  wir 
aber  diese  Annahme  machen,  so  sind  noch  einige  Bemerkungen 
hinzuzufügen. 

Folgen  sich  die  Punkte  1,  2,  3,  4  in  dieser  Reihenfolge  auf 
der  sie  tragenden  geraden  Linie  auf  einander,  etwa  von  links 
nach  rechts,  so  werden  z^  und  x'^  beide  positiv  und  folglich  auch, 
da  ihre  Summe  gleich  Eins  ist,  echt  gebrochen.  Dieselbe  Eigen- 
schaft kommt  acht  unter  den  24  Fundamentaltransformationen  zu, 
nämlich  denjenigen,  welche  x2  ungeändert  lassen  oder  z2  mit 
z'2  vertauschen.  Die  Werthreihe  von  0  bis  1  der  Variablen  ^ 
entspricht  in  diesen  8  Transformationen  den  Intervallen  (2,  3), 
(3,  4),  (4,  1),  (1,  2)  und  (3,  2),  (2,  1),  (1,  4),  (4,  3)  (wobei  der 
Uebergang  von  4  zu  1  oder  von  1  zu  4  durch  das  Unendliche 
stattfindet),  wie  man  aus  den  Zählern  in  den  beiden  ersten  For- 
meln (8)  erkennt. 

Durch  eine  quadratische  Transformation  lassen  sich  auf  den 
Fall  der  reellen  Punkte  auch  die  beiden  Fälle  zurückführen,  in 
welchen  zwei  der  vier  Punkte,  etwa  1,  2,  reell  sind,  während  3,  4 
ein  conjugirt  imaginäres  Paar  bilden,  oder  wo  1,  2  und  3,  4 
zwei  conjugirt  imaginäre  Paare  bilden.  In  diesen  beiden  Fällen 
existirt  bekanntlich  ein  reelles  zu  den  Punktepaaren  1,  2  und 
3, 4  gleichzeitig  harmonisches  Punktepaar,  und  wenn  wir  dies  Paar 
zu  Grundpunkten  A,  B  machen,  so  erhalten  die  vier  Punkte 
die  Coordinaten 

im  ersten  der  erwähnten  Fälle  ist  2/3,  im  zweiten  2/1  und  2/3  rein 
imaginär,  also  sind  die  Quadrate  stets  reell.  Demnach  wird  das 
elliptische  Differential  (1) 

-,                           X  dy  — 11  dx 
du  = y      ^  _^ 

Vix-'  yl  —  y''  x'l)  (^2  y:i  _  ^2  x|^^ 
welches  durch  die  Substitution 
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_  y^ 

in  die  Form  übergeht: 

-,  dz 

du  = 


'^  V^  (Vi  —  ^i  ^)  {yl  —  ^!  ^) ' 

und    hier   stehen   unter   dem   Wurzelzeichen    drei   reelle   lineare 
Factor en. 


§.  4.     Die  Weierstrass'sche  Normalform. 

Eine  zweite  Normalform  des  elliptischen  Differentials,  welche 
besonders  in  den  Weierstrass' sehen  Untersuchungen  über 
elliptische  Functionen  eine  wichtige  Rolle  spielt,  und  daher  die 
Weierstrass'sche  Normalform  heissen  soll,  ist  die  folgende: 

Die  Coefficienten  g^,  g^  in  dieser  Form  werden  die  In- 
varianten genannt  und  die  Verbindung  derselben  J  =  g^  —  Tl  gl 
die  Discriminante  des  elliptischen  Differentials.  Wir  haben 
nun  zu  untersuchen,  wie  die  allgemeine  Form  in  diese  besondere 
zu  transformiren  ist.  Eine  Umformung,  welche  dies  leistet,  ist 
in  unserer  allgemeinen  Formel  (1)  des  vorigen  Paragraphen  ent- 
halten.    Setzen  wir  dort 

x^ia-\-  riß 

y  =  ini—  nh 

(3)  r  =  (^^,+  ßn, 

(4)  ^  =  -, 

^  ^  y 

so  erhält  die  linke  Seite  von  jener  Formel  die  Gestalt 

—  dz 


y —  r  {sy^  —  x^)  (zijs—x^)  {sy^  —  x^) 
worin 

2/2  =  (^2  ^1),  2/3  =  (I3  ni\  2/4  ^  (I4  ^l)- 

Bestimmt  man   daher  die  Substitutionscoefficienten  cc,  ß  aus  den 
Gleichungen 


^ 
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(6)  2/2  2/3  ^4  =  —  4n 

und  definirt  ^21  5'^  durch 

/^x  2/2    ^3    ^4    +  !/3    ^4    ^2    +   2/4    ^'2    .^^    =  92    r 

X-i   a?3   X^    =  ^3   ^, 

SO  ergiebt  die  Formel  (1)  §.  3 

idri  —  rjd^  dz 


vavi){^%){^%)  (i^4j    1/  4^^^  -  ^2  ^  -  ^3 

Um  die  Legendre'sclie  Normalform   in  die  Wei erstras s'- 
sclie  zu  transformiren,  setzt  man  in  (8) 

^1    =   0,       ^1    =    1,       |2==0,       ^;=%,       |4   =   5«'^4, 

und 

V2  ns  Vi  =  —  ^'^ 

worin  ^   willkürlich  bleibt.     Dadurch   erhält  die  linke  Seite  von 
(8)  die  Gestalt 

d^ 

^  VS(l-0(l-5c29' 
und  die  Gleichungen  (5),  (6),  (7)  ergeben 

1+X2- 
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(9) 

^'    =  I6^  (^  +  "'""^  ^"^  ~  ''"'^' 

/1I2 

"256  ' 

und  es  liefert  also  die  aus  (2)  folgende  Substitution 

die  Umformung 

d^  lids 

Bei  den  bisherigen    Umformungen    des  elliptischen  Differen- 
tials ist  stets   die  Voraussetzung   gewesen,   dass    die   unter   dem 
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Wurzelzeichen  stehende  Function  in  lineare  Factoren  zerlegt  sei; 
bei  der  linearen  Reduction  auf  die  Weierstrass'sche  Normal- 
form würde  die  Kenntniss  eines  Linearfactors  dieser  Function 
genügen.  Man  kann  aber  auch  ganz  ohne  eine  solche  Zerlegung 
durch  eine  rationale,  allerdings  nicht  lineare  Substitution  ein 
elliptisches  Differential  auf  die  Weierstrass'sche  Normalform 
transformiren,  wie  jejzt  noch  gezeigt  werden  soll.     Ist 

(12)  f(x,y)  =r  üqX*  -j-  iüiX-'ij  -\-  6  a2  x'^  y^  -\-  ia^xy^-  +  ^4?/* 
eine  homogene  Form  vierten  Grades,  so  heissen  die  beiden  Func- 
tionen der  Coefficienten 

(13)  ^2  =  0^0  «4  —  4  ai  «3  +  3  a| 

(14)  g^  z=  Uq  a2  a^  -\-  2  «i  «2  ^^a  —  <^o  (^3  —  (^i  ^4  —  ^2 

die  erste  und  zweite  Invariante  und  die  Verbindung  derselben 

(15)  ^  =  gl -21  gl 

die  Discriminante  der  biquadratischen  Form. 

Ausserdem  sind  noch  die  beiden  Covarianten 

^^  iu\dx''dy''        \dxdy)  \' 

m^  f-    i    ^l/il_  ?/^\ 

^  ^  ~~    8     \dx  dy         dy  dxj 

vom  vierten  und  sechsten  Grade  in  den  Variablen  x,  y  in  Betracht 
zu  ziehen,  zwischen  welchen  die  identische  Relation  stattfindet: 
(18)  P  =  -  ^h^  +  92hp-  g,p. 

Nun  ist  nach  dem  Grundsatze  über  homogene  Functionen 

•^        öx        ^    cy  -^  '        -^        ex  dy     ^ 

ih  =  ^-  X  +  ^--  y  ,      dh  ^=  —-  dx  -\-  y^  dy 
dx        ^    dy  "^  dx  '8?/ 

und  daraus  nach  (17) 

fdh  —  hdf=  2(xdy  —  ydx)t 
und  nach  (18) 

2(xdy  —  ydx) f  dh  ~  h  df 


yjixj)  Vf  (-  4/^3  +  g^nf^  -  g,f^) 

Führt  man  also  die  Variable  z  ein  durch  die  Gleichung 

(19)  ,=._^ 

/(•»>2/) 
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SO  erhält  man  -, 

(20)  '^{^äy  —  ydx)  ^  _  dz 

worin  der  Zusammenhang  in  dem  Vorzeichen  der  beiden  Quadrat- 
wurzeln bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 

Es  liegt  nahe,  diese  Transformation  auf  ein  Differential  an- 
zuwenden, welches  bereits  die  Normalform  hat.  Dies  geschieht, 
indem  man 

f  {x,  y)  =  ix^y  —  g^  xy^  -g^  tß 
setzt,  also  «o ,  cli->  cLi^  cl-^ ?  <^4  durch  0 ,  1 ,  0,  —  V*  ^2 ?  —  ^3  ersetzt, 
wodurch   die   Formeln   (13),  (14)   in    Identitäten    übergehen.     Es 
wird  ferner 

h  =  -x^-^x'^y^-2g,xy^-^y^--=-(x^+^y^y-2g,xy\ 
t=::2x^  —  ^g,x^y^+  10  g,x^y^-^g,'x^y^ 


+  ^5'2ö'3^r  4-(^f|— ^1)2/^ 


Wendet  man   nun   die   Formeln   (19),  (20),  (21)   an,   indem 
man  x,  y  durch  ^,  1,  und  z  durch  z'  ersetzt,  so  folgt : 
2  dz  dz' 


']/4rZ'^  —  gc,z  —  g^  ]/  4  z'^  — g^  z' —  g, 


z  = 


4:Z'^  —  g2Z  —  gi 


y4 


92^  —gz 


2  ^«-|^2  ^'  +  10  g,  z^^-^glz^  +  \92  9,  ^  +  f|-.^3' 
(y  4.z-^—g^z-g,y 


*)  Ueber  die  Invarianten  und  Covarianten  der  binären  quadratischen 
Formen  vergl.  man  Clebsch,  Theorie  der  binären  algebraischen  Formen 
(Leipzig  1872),  §.40  u.  42.  Die  hier  mit  g^,  g^,  //,  t  bezeichneten  Formen 
bezeichnet  Clebsch  mit  VqZ,  %j,  ^2^,  T.  Die  Transformation  des 
elliptischen  Differentials,  die  von  Hermite  herrührt  Grelle' s  Journal, 
Bd.  52)  findet  sich  in  §.  G2  des  genannten  Werkes. 
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Es  ist  also  hierdurch  das  elliptische  Differential  vermittelst 
einer  rationalen  Substitution  in  ein  mit  2  multiplicirtes  Diffe- 
rential von  derselben  Form  transformirt. 


§.  5.     Das  Jacobi'sche  Transformationsprincip. 

Die  bisher  betrachteten  Umformungen  des  elliptischen  Diffe- 
rentials sind  specielle  Fälle  der  allgemeinen  Jacobi'schen  Trans- 
formation, deren  Grundlagen  wir  hier  in  der  Kürze  darlegen 
müssen. 

Als  Verallgemeinerung  der  in  §.  3  benutzten  linearen  Sub- 
stitution setze  man  für  ^,  y  zwei  ganze  homogene  Functionen 
ohne  gemeinsamen  Theiler  gleichen  aber  beliebigen  Grades  n 
zweier  neuer  Variablen  |,  r], 

(1)  x=ü{i,n),y^V{in)- 

Aus  den  Gleichungen 

folgt  sodann 

(2)  UdV—Vdü=--Hi^  dn-V  ^1). 

wenn  H  die  Functionaldeterminante 

bedeutet. 

Danach  geht  das  elliptische  Differential 
X  dy — y dx 
Vf  {00,  y) 

in  das  folgende  über: 

(5)  ^tdrj-ndj^ 

Vf{U,V) 

Damit  nun  dies  Differential  wieder  die  Form  eines  ellipti- 
schen erhält,  ist  erforderlich,  dass  von  der  Function  /  (C/,  F), 
deren  Grad  der  4nte  ist,  sich  ein  quadratischer  Factor  T^  vom 
Grade  4w  —  4  absondern  lasse,  also,  wenn  9(|,i?)  eine  Function 
vierten  Grades  bedeutet,  dass 

(6)  f(U,V)  =  T^cp(^,ri) 
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werde,  wodurch,  wenn  ^ 

(V)  1=^ 

gesetzt  wird,  das  Differential  (5)  in 

übergeht.  Es  lässt  sich  nun  nachweisen,  dass,  sobald  die  Bedin- 
gung (6)  erfüllt  ist,  II  durch  T  theilbar,  und  also,  da  der  Grad 
beider  Functionen  derselbe  ist,  M  eine  Constante  wird,  welche 
der  Multiplicator  der  Transformation  heisst. 

Bemerken  wir  nämlich,  dass,  dsi  f(x,y)  keinen  quadratischen 
Factor  enthält,  die  beiden  Functionen 

dx'    dy 
keinen   gemeinschaftlichen    Theiler    haben,    und    dass    in    Folge 
dessen,  weil   U  und   V  theilerfremd  sind,  auch 

du'  d  V 

keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  (in  Beziehung  auf  | ,  ri)  haben, 
so  lassen  sich  zwei  Functionen  «,  ß  von  |,  ?^  so  bestimmen,  dass 

zu  einer  beliebig  gegebenen  Function  T  theilerfremd  ist.  Man 
kann  z.  B.  a  theilerfremd  zu  T  und  ß  durch  die  in  -—-j  nicht 
aufgehenden  Theiler  von  T  theilbar,  dagegen  durch  die  gemein- 
schaftlichen Theiler  von   T  und  -—-j  untheilbar  annehmen.  Wenn 

o  U 

wir  nun  die  Gleichung  (6),  die  wir  als  erfüllt  voraussetzen, 
nach  I,  7]  differentiiren,  so  folgt: 

dU  di  '^  cV  d^~ 

und  daraus  durch  Auflösung  in  Bezug  auf  ^^,    ^•. 


hU 


%  +  ^l^)-^'^ 
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worin  X,  Y,  Z  ganze  homogene  Functionen  von  |,  ri  sind.  Aus 
der  letzten  Gleichung  aber  schliesst  man,  dass  TI  durch  T  theil- 
bar  sein  muss. 

Demnach  ist  unser  ganzes  Problem  enthalten  in  der  Glei- 
chung (6),  welche  nichts  Anderes  besagt,  als  dass  die  Function 
4>^ten  Grades, /(£/",  F),  2  n  —  2  quadratische  Factoren  enthalten 
soll.  Zur  Befriedigung  der  hieraus  folgenden  2 »?  —  2  Bedingun- 
gen hat  man  die  2  >i  -j-  2  in  ü,  F  enthaltenen  Coefficienten  zur 
Verfügung,  so  dass  von  diesen  vier  unbestimmt  bleiben,  was  vor- 
her zu  sehen  war,  da  für  |,  y\  beliebige  homogene  lineare  Func- 
tionen von  I,  'r\  eingeführt  werden  können.  Man  kann  diese 
vier  überzähligen  Constanten  dazu  verwenden,  um  das  Differential 
(8)  in  eine  Normalform  zu  bringen.  Da  aber  die  Bedingungs- 
gleichungen für  die  Coefficienten  von  f7,  F  nicht  linear  sind,  so 
giebt  es  für  einen  gegebenen  Transformationsgrad  mehrere 
Transformationen. 

Wir  werden  diesem  Transformationsproblem  später  von  einer 
ganz  anderen  Seite  her  wieder  begegnen  und  weit  tiefer  darauf 
eingehen  müssen.  Die  einfachen  algebraischen  Principien  des- 
selben sind  an  dieser  Stelle  nur  deshalb  dargelegt,  um  später 
auf  die  Identität  sehr  verschiedenartig  erscheinender  Probleme 
hinweisen  zu  können.  Es  soll  daher  auf  die  Einzelheiten  des 
algebraischen  Problems  hier  nicht  näher  eingegangen  werden, 
dagegen  wollen  wir  durch  zwei  Beispiele  das  Gesagte  veran- 
schaulichen. 


§.  6.     Die  Transformation  zweiten  Grades. 

Indem  wir  die  Legendre'sche  Normalform  anwenden,  setzen 
wir 

f{x,y)  =  xy{x  —  y){x  —  V-y) 

(p(^,ri)  =:  ^r}(^  —  n)  (I  —  %2  rO 

und  es  seien   f/,  V  vom  zweiten  Grade. 

Die  Gleichung  (6)  wird  jetzt,  da  T  vom  zweiten  Grade  ist 
VV{U-f){U-X^V) 

^  =  (a^  +  bny  {a'^  +  h'ri)nn  (I - ^)  {^-^'n) 

und  es  müssen  zwei  der   vier   Factoren   zweiten  Grades   auf  der 
linken    Seite   dieser  Gleichung   Quadrate   sein.      Die  grosse  Zahl 

W^eber,  elliptische  Functionen.  2 
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der  hierin  liegenden  Möglichkeiten  wollen  wir  dadurch  noch 
beschränken,  dass  wir  voraussetzen,  rj  und  y  sollen  gleichzeitig 
verschwinden,  also  V  durch  rj  theilbar  sein.  Dies  giebt  (von 
einem  constanten  Factor  abgesehen)  für  V  die  folgenden  drei 
Möglichkeiten : 

1)      V=tri  2)      r^ri(^-rj)  3)      V=rj  (^ -tc'^tj). 

Jeder  dieser  drei  Fälle  umfasst  nun  wieder  drei  Unterfälle,  indem 
von  den  drei  übrigen  Factoren  U,  ü —  F,  ü — A^F  irgend  zwei  als 
Quadrate  angenommen  werden  können.  Von  diesen  letzteren 
drei  Fällen  gehen  zwei  in  einander  über  durch  Vertauschung 
von  F,  P  mit   F:  A2,  1 :  P. 

Wir   wollen   zwei    für   die   Folge    besonders   wichtige    unter 
diesen  Transformationen  vollständig  durchführen. 


1.    Die  Gauss'sche  Transformation. 

Wenn  nun  noch    U  —  A^  F  ein  Quadrat  sein  soll,  so  ist 

zu  setzen,  und  es  wird 

^7_  A2F=(a|  -  brif. 

Dsi  U  —  V  sodann  durch  ^  —  rj  und  durch  ^  —  k^y]  theilbar 
sein  muss,  so  ergeben  sich,  wenn  man  ^  =  rj,  ^  :=  ic'^ rj  setzt, 
aus   U  =  F  die  Bedingungen 

a-)-6=l,         a3t2-^ö  =  ix, 

woraus,  wenn  das  obere  Zeichen  genommen  wird 

1  ,  %  ,  _     2  V^x 

A  — 


1  +  %'  1+x'  1  +  x' 

(1  +  ^)^       ' 


y_  I"  -  >t'  »i^      „ _  1^  —  «^ n' 

(1  +  ^p    '  (1  +  ;c)ä  ' 
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Setzt  man  also  wieder 

SO  haben  wir  das  Resultat,  dass  durch  die  Substitution 


die  Transformation 

(3)  '^'  =  (^+^)(n 

geleistet  wird. 

2.    Die  Landen'sche  Transformation. 

Die  Bedingungen,  dass   U —   F,      U —  X'^  V  Quadrate  sind, 

lauten 

4  a  ^  (%2  +  a)2,     4  a  A2  =  (x2  4-  a  A2)2, 
woraus 

A(x2  -^  a)  =  x2  4-  ca2, 

oder  durch  A  —  1  dividirt 

aX  =  Z-; 

dies  in  eine  der  obigen  Gleichungen  eingesetzt,  giebt 

4  A  =  x2  (1  -f  A)2, 

und    durch    Auflösung    dieser    quadratischen    Gleichung,    wenn 
%'  =  Vi  —  %2  gesetzt  ist: 

U  ^  X2  V  =  [^  -  (l  -  :c')r,]-\ 

H=(l+  h')^  [I  -  (1  +  "')  vi  U  -  (1  -  "')  »/l-  ■ 

also  durch  die  Substitution 


(4) 


(i  +  x'/e(i  -g)    ^  _  1^ 


1   —  X--'  g  "  1  +  «" 

2* 
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die  Umformung    ' 

^'^     Vz{\  -z){\  -i^'z)    ys(i  -  e)(i  -^n) 

§.  7.     Die  Transformation  dritten  Grades. 

Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Transformation 
dritten  Grades.     Die  Gleichung 

(1)       UV(U—  V)  (U-  A2F)  =  T-^in  (I  -  rj)a  —  yc^'v) 

fordert,  dass  jeder  der  vier  Factoren  dritten  Grades  U^  F,  U —  F, 
U  —  X^V  durch  einen  der  Linearfactoren  |,  ^,  |  —  ^,  |  —  ^'^  r] 
theilbar  sei,  und  dass  der  Quotient  ein  Quadrat  sei.  Wir  setzen 
also 

(2)  u  =  I  (a  I  +  h  ny\      v  =  n{(n  +  y  riy 

und  verlangen  noch,  dass 

die  Quadrate  linearer  Functionen  werden. 

Von  den  beiden  letzten  Forderungen  folgt  die  eine  aus  der 
anderen,  wenn  wir  [/,  V  so  einrichten,  dass,  von  constantcn  Fac- 
toren abgesehen,  IJ  und  V  in  einander  übergehen  durch  die 
Vertausuclmng  von  ^,  t]  mit   x2i^,  |,     Durch   diese  Vertauschung 

geht  aber 

J(a|  +  Z>t?)2,  ri{cn  +  h'riy 

über  in 

x2 1^  (^>  I  +  a  %2  ny\  K^''  I  +  a  x2 1^)2, 

und  unsere  Forderung  ist  erfüllt,  wenn 

(4)  .^  =  'A 

ist.     Wenn  dann 

ist,  so  geht  durch  diese  Vertauschung 

,^^  U-V   .      h''^  U  -  A2  V  ^ 

(6)  -r in    —  -— — - 

^  ^  —  rj  ci-    t,  —  x2  ty 

über.  Nachdem  dies  festgesetzt,  ist  nur  noch  die  Bedingung  zu 
erfüllen,  dass  die  erste  der  beiden  Grössen  (3)  das  Quadrat  einer 
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linearen  Function,  die  wir  mit  (cc- ^  —  ß^  rj)  bezeichnen,  werde, 
also 

(7)  u-  v^(i-ri)(c^H-  ß'ny 

oder 

U  -  |(a-^|  -  ß^rjy  =   V  -  7?(a'^|  -  ß^ri)\ 

und  da  U  durch  |,  F  durch  r]  theilbar  ist,  so  muss  diese  Func- 
tion durch  I  r]  theilbar  sein ;  setzen  wir  sie  =  |  »^  (m  |  -j-  n  ^), 
so  ergiebt  sich  aus  (2) 

(a|  +  briY  =  (a^  —  ß^  rj^  +  t?(m|  +  n  rj) 
(a'l  +  b'rjy  =  (an  -  ß'vy  +  I  (m|  +  nri). 
Die  Vergleichung  der  Coeftlcienten  ergiebt 

a  =  «S     6  =  -  ^^  +2^^,        b-'  =ß*  +  n, 

und  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  jeder  Reihe: 
m2  =  4 «2 (7^ «2  -|-  m/32) 
^2  :=3  4/32(na2  -|-  m/32). 

Wenn  man  also 

m  =  ha^    n  =  hß 
setzt,  so  wird 

h  =  iaß  (oc+  ß). 

Hiernach  lassen  sich  a,  6,  a\  h'  durch  die  beiden  Grössen 
a,  ^  ausdrücken  in  der  Weise: 

a.=:«2,     h  =  ß^^  +  2aß, 

a  =  «2  -|-  2a/3,     ?*'  =:  ^2 
und  danach  aus  (4),  (5) 

ro^  v^  -  ^  /^  +  2^      ^  _  ^  /^  +  2o^ 

^^^  «^^    «  +  2/3  '    X  ^/3  «  +  2/^' 

oder  durch  Multiplication  und  Division  dieser  beiden  Gleichungen: 

^     ^  «    w  +  2  /3  '     A         oc4 

Durch  Elimination  von  ß  :  a  erhält  man  eine  Gleichung 
zwischen  x,  A,  welche  die  Modulargleichung  heisst,  deren  Grad 
die  Anzald  der  verschiedenen  Transformationen  dritten  Grades 
angiebt.     Sie  nimmt  die  einfachste  Gestalt  an,  wenn  man  setzt:. 

(11)  ^K-^U,      fJ=^V. 
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Dann  werden  die  Gleichungen  (10) 

also  durch  Einsetzen   des  Werthes   von  ß  :  a  in   die   erste   Glei- 
chung und  Beseitigung  des  Factors  u^: 

(12)  ^4  _  ^4  _|_  2u^v^  —  2uv  =  0, 

eine  Gleichung  vom  vierten  Grade. 
Man  erhält  ferner 

T=  I  (a|  +  hrj)  {a'i  +  V  n)  {^  ^  -  ß' n)  (ßH  -  ^' ^^  n) 

woraus  man  leicht  nach  (8)  findet 

(13)  If        ^  " 


a'        a  +  2ß        V  -^  2u^ 

Setzt  man  den  hieraus  sich  ergebenden  Ausdruck 

2u^M 

in  die  Gleichung  (12)  ein,  so  ergiebt  sich  für  M  eine  Gleichung 
vierten  Grades,  die  Multiplicatorgleichung,  welche  die 
Modulargleichung  ersetzen  kann.  Man  erhält  aber  diese  Glei- 
chung einfacher  auf  folgendem  Wege.     Nach  (13)  ist 

-L_l-2^       1     ,    o  _  2(/J  +  2^) 
also  nach  (9) : 

und  folglich  nach  (13) 

¥=(i-0"(i+»)' 

oder  geordnet 

Drücken  wir  alle  unsere  Formeln  durch  t*,  v  aus,  so  ist  also  das 
Ergebniss  dieser  Betrachtung  das  folgende: 
Durch  die  Substitution 
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^  [^2   _|_    (^6   _|_    2v^<3J^J2 

wird  die  Transformation  bewirkt 


falls  zwischen  u,  v  die  Modulargleichiing  (12)  besteht. 

§.  8.     Die  drei  Gattungen  elliptischer  Integrale. 

Wir   haben   oben  (§.  1)  gesehen,   dass  wir  jedes   elliptische 
^ral  nach  Absonderung  des  Inte<^ 
tion  in  der  P'orm  annehmen  können: 

ä)  [^ 


Integral  nach  Absonderung  des  Integrals  einer  rationalen  Func- 


cp  (x^y)  X  dy  —  y  dx 


worin  g),  i^  ganze  rationale  und  homogene  Functionen  gleichen 
Grades,  aber  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler  sind,  während 
f{oc^y)  eine  ganze  rationale  homogene  Function  vierten  Gra- 
des ohne  quadratischen  Theiler  bedeutet.  Dies  Integral  lässt  sich 
nun  in  eine  Reihe  von  einfacheren  Integralen  zerlegen.  Zu  die- 
sem Ende  machen  wir  von  der  Formel  Gebrauch,  welche  gültig 
ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  O  eine  beliebige  homogene 
Function  vom  — 2ten  Grade  ist,  und  die  sich  aus  dem  Funda- 
mentalsatz über  homogene  Functionen 

dx    ^    -^  dy  ^        dx    ^    -^   dy 

leicht  ableiten  lässt: 
/o^        7/^i/-77 ^^         1/a/a^         dfdO\xdy  —  ydx 

Es  seien  |,  r}  zwei  beliebige  lineare  Functionen  von  ^,  y: 
^  =  ax  +  ßy,        rj  =  yx  +  dy, 
deren  Determinante 

r  =  «6  —  ßy 
von  Null  verschieden  ist,  und  es  werde 

gesetzt,  worin  A  ein  beliebiger  Exponent.     Dann  ergiebt  (2) 
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m  d (i'- « -- - ^ VJT^))  -  r (^8/  80  _  e/  g^\  xdji-^d,, 

(3)  d\,^  ,1      vn^,v))- i\^^s^     8^  gi;  Yj(^) 

worin 

A,|/  +  (A  +  2)||  =  4A/+2||| 

=  4(A  +  2)/-2^|^ 

gesetzt  werden  kann.  Diese  Function  ist  also  dann  und  nur 
dann  durch  |  oder  durch  tj  theilbar,  wenn  J  oder  rj  ein  Theiler 
von  /  ist,  oder  wenn  A  =  0  oder  =r  —  2  ist,  während  sie  nie- 
mals, wenigstens  für  ein  ganzzahliges  A  durch  |2  oder  rj'^  theilbar 
ist.  Sollte  sie  nämlich  durch  ^-  theilbar  sein,  so  müsste  auch 
.ihre  Ableitung  nach  | 

(4A+2)|/  +  2|g 

durch  I  theilbar  sein ,   was ,  da  /  und  -^    keinen    gemeinsamen 

Theiler  haben,  unmöglich  ist. 

Es  sei  nun  |  ein  Factor  von  der  im  Integral  (1)  vor- 
kommenden Function  i/^,  und  zwar 

(4)  ^  =  |"^t^i, 

so  dass  i/?i  nicht  mehr  durch  |  theilbar  ist.  Ist  zunächst  ^>i  =  1, 
so  kann  man  eine  lineare  homogene  Function  q^  und  eine  homo- 
gene Function  (^^  vom  Grade  von  t/^j  so  bestimmen,  dass 

Man  hat  nämlich 

und  hat  nur  q^  so  zu  wählen,  dass  die  rechte  Seite  dieser  Glei- 
chung durch  J  theilbar  wird,  wobei  eine  Constante  willkürlich 
bleibt.  Dadurch  ist  das  Integral  (1)  in  zwei  andere  von  der- 
selben Form  zerlegt,  in  deren  einem  9),  t^  linear  sind,  in  deren 
zweitem  der  Grad  dieser  Functionen  um  1  erniedrigt  ist. 

Denselben  Zweck  erreichen  wir  für  jeden  Wcrth  von  m 
durch  Hinzufügung  einer  algebraischen  Function  auf  Grund  der 
Gleichung  (3).  Wir  bezeichnen  mit  q^  cp^  ganze  homogene  Func- 
tionen  von  ^,  2/,  deren   erste  linear  ist,  deren   zweite   einen  um 
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1  niedrigeren  Grad  hat  als  i/;,  mit  Ä  eine  Constante,  und  bestim- 
men diese  Grössen,  so  dass 

..V  (p  ydx  —  xdy /     ^^      j_q\ydx  —  xdy 

Ist  dies  gelungen,  so  ist  der  angegebene  Zweck  offenbar 
erreicht.  Ueber  die  Function  rj  und  den  Exponenten  A  haben 
wir  die  Verfügung  noch  offen.  Mit  Hülfe  von  (3)  leitet  man  aber 
aus  der  Gleichung  (.5)  die  folgende  ab: 

r^^cp^  =  rjcp  —  q  |»^  i^^ 

^^'^  +  Ä  ^-+^^-1  ^-^-^  ^^  (a  ^  M  +  (A  +  2)  I  |/) 

und  man  hat  nun  über  q,  A^  A,  t]  so  zu  verfügen,  dass  die  rechte 
Seite  eine  durch  |,  ri  theilbare  ganze  Function  wird;  dann  erhält 
man  durch  Ausführung  der  Division  die  Function  cp^. 

Wenn  nun  zunächst/  durch  |  nicht  theilbar  ist,  so  nehme 
man  X  =  — w^  -|-  1.  Ist  w^3,  so  bleibt  r]  beliebig,  man  kann 
q  z=  0  setzen  und  r]  fortheben,  und  A  ist  dann  so  zu  bestimmen, 
dass  die  ganze  Function 

cp  -  A  r'-'  i^i  \i:>n  -  l)  ,;  |/  +  {m  -  3)  ^  |^] 

durch  I  theilbar  wird,  was  immer  möglich  ist. 

Ist  dagegen  m  =  2,  so  muss  man  für  iq  einen  der  Linear- 
theiler  von  /  wählen.     Darauf  ist  q  so  zu  bestimmen,  dass 


3S^  +  ^.r'(.  1^-^11), 


welches  in  Folge  der  gemachten  Voraussetzung  eine  ganze  Func- 
tion ist,  durch  ri  theilbar  wird.  Dieä  ist  immer  möglich,  und 
zwar  so,  dass  q  den  Factor  A  erhält  und  überdies  einer  seiner 
Coefficienten  willkürlich  bleibt.  Darauf  lässt  sich  A  noch  so 
bestimmen,  dass 


^  —  qt'n~^^i 


^^-^\n¥-n-^Vi) 


durch  I  theilbar  wird. 

Ist  zweitens  |  ein  Theiler  von  /,  so  nehme  man  A  =  —  m\ 
es  kann  dann  7]  beliebig  angenommen  und  q^=  0  gesetzt  werden, 
so  dass  (6)  durch  ^^  theilbar  wird,  und  es  muss  in 
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I  (p,  =  (jp  -  ^  |-^  r-^  1^1  (m  n  1^  +  {m  -  2)  I  ^) 

^    so    bestimmt   werden,   dass    die   rechte    Seite    durch   |    theil- 
bar  wird: 

Indem  man  nun  die  in  (5)  enthaltene  Reduction  wiederholt 
anwendet,  erkennt  man,  dass  sich  das  elliptische  Integral  (1) 
stets  darstellen  Lässt  als  ein  Aggregat  von  algebraischen  Func- 
tionen und  Integralen  von  einer  der  beiden  Formen 


(7)  f 

(8)  • 


X  dy  —  y  dx 

V  f{x,y)~ 


/ax-\-by     xdy  —  ydx 
^+Jy      Vf(x,y)  ' 


Die  erste  Form  (7)  sind  die  Integrale  erster  Gattung. 
Indem  man  (8)  durch  eine  lineare  Verbindung  von  (7)  und  (8) 
ersetzt,  kann  man  in  (8)  den  Constanten  a,  b  beliebige  Werthe 
ertheilen. 

Die  Integrale  (8)  sind  noch  zu  unterscheiden,  je  nachdem 
der  Nenner  ax  -{-  ßy  ein  Theiler  von  /  (x^y)  ist  oder  nicht. 
Die  ersteren,  deren  vier  wesentlich  verschiedene  sich  ergeben, 
wenn  für  ax  -{-  ßy  jeder  der  Linearfactoren  von  /  (x^y)  gesetzt 
wird,  sind  die  Integrale  zweiter  Gattung.  Ist  aber  ax  -\-  ßy 
nicht  in  f(x^y)  enthalten,  so  ist  (8)  ein  Integral  dritter 
Gattung. 

Die  vier  Integrale  zweiter  Gattung  lassen  sich  aber  durch 
Vermittelung  algebraischer  Functionen  auf  ein  einziges  zurück- 
führen. Um  dies  nachzuweisen,  seien  |i,  ^2?  I31  I4  die  vier  Linear- 
factoren von  /,  so  dass 

/  =   li    ^2    I3  54i 

und  es  sei 

dx  dy         dy   dx 
Drücken  wir  1^,  I4  durch  |i,  I2  aus,  so  mag  sich  ergeben 

Machen  wir  dann  in  der  Formel  (2)  die  Annahme 

so   folgt,   indem   wir   die    Differentiation    nach   ^,  y   durcli    eine 
Differentiation  nach  |i ,  I2  ersetzen : 
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wodurch  die  beiden  Integrale  zweiter  Gattung 

^i  X  dy  —  y  dx.  r  ^2  ^  dy  —  y  dx 


rk  ^dy  —  ydx  r|2 

J   "^2      y f{x,y)    '         J    li 


V/(^,2/) 

auf  einander  zurückgeführt  sind. 

Um  also  die  sämmtlichen  zu  einer  Irrationalität  V/  ge- 
hörigen elliptischen  Integrale  zusammenzusetzen,  genügen  drei 
Integrale  der  Formen  (7),  (8),  von  welchen  das  dritte  von  einem 
veränderlichen  Parameter  abhängig  ist. 

Wenden  wir  diese  Ergebnisse  auf  die  Legendre'sche  Normal- 
form an,  so  kann  man,  indem  man  über  die  Constanten  a,  h  in 
(8)  noch  verfügt,  für  diese  drei  Integrale  die  folgenden  wählen: 
r  dz  r         {\  —  yi^z)'dz 

J    Vz(l-z)  (i-KHy         J    y ß{\-s){\-%^z)' 


I 


d  z 


{z  —  a)  V^(l— ^)(1  — %'^^) 


Für  die  Weierstrass'sche  Normalform   würden  die  folgen- 
den Integrale  denselben  Dienst  leisten: 

/dz  r  z  d  z 

y  4rz-^  -  g^z—g-i'        J    ]/  4.  z'^  — g^^z —  g-^ 
d  z 


I 


(z  —  a)V  4:  z''  —g^^  —  g-i 


§.  9.     Das  Additionstheorem. 

Wir  verlassen  nun  die  Darstellung  in  homogenen  Variablen, 
in  welchen  die  folgenden  Betrachtungen  an  Uebersichtlichkeit 
verlieren  würden,  und  nehmen  das  elliptische  Differential  in  der 
Form  an 

dx 

worin  f{x)   eine   ganze  rationale    Function   dritten  oder   vierten 
Grades  von  x  ist. 

Das  von  Euler  entdeckte  Additionstheorem  der  ellipti- 
schen   Integrale    besteht    in    dem    Satze,     der     für     die    ganze 
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weitere  Theorie  von  der  fundamentalsten  Bedeutung  ist,  dass, 
wenn  von  den  drei  Werthpaaren 

^1,  V/ (%) ;   ^2,  M f  (^2) ;   ^3,  V/(^3) 

zwei  als  gegeben  vorausgesetzt  werden,  man  auf  algebrai- 
schem Wege  das  dritte  so  bestimmen  kann,  dass  die  Diffe- 
rentialgleichung 

^  ^  V7(^)  ^  V7(^  "^  V/te) 

befriedigt  ist.  Es  ist  dies  ein  specieller  Fall  des  grossen  Abel'- 
schen  Theorems  und  soll  auch  in  dieser  Weise  hier  aufgefasst 
und  abgeleitet  werden*).  Dem  Beweise  schicken  wir  folgenden 
elementaren  algebraischen  Satz  voraus: 

Ist  F{x)  eine  ganze  rationale  Function  wten  Grades 
ohne  mehrfache  Factoren,  T\x)  ihre  Derivirte,  ferner 
^1,  x^,...  Xn  die  Wurzeln  der  Gleichung  F{x)  =  0  und 
cp  {x)  eine  ganze  Function  von  x^  deren  Grad  höchstens 
=  n  —  2,  so  ist 

^  ^  F'{x,)    ^  F'{x,)  '^"'  F'  (^,0  ~    • 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der 
Zerlegung  des  rationalen  Bruches 

xq){x) 
-Fix)- 
in  Partialbrüche 

00l(p(Xi) I  X2  (p  (^2)  ,  ^n  (P  (oOn) 

F'  {X,)    {X   —   X,)  "^  F'  {X.2)    {X   —   X^)^  F'  {Xn)   (X   —   Xn)  ' 

wenn  darin  x  =  0  gesetzt  wird. 

Es  bedeuten  nun  P,  Q  ganze  Functionen  von  x  von  den 
Graden  m  und  m  —  2  und  wir  fragen  nach  den  Werthen  von 
x^  V'f(x)^  für  welche  die  Function 


(3)  P+  Q  Vf(x) 

verschwindet.     Solcher  Werthpaare  giebt  es  2  w,  und  zwar  findet 

man  die  Werthe  von  x  als  Wurzeln  der  Gleichung  2*>iten  Grades 


*)  Dies  weitumfassende  Theorem  findet  sich  in  grossartiger  Einfachheit 
abgeleitet  in  einem  kaum  zwei  Seiten  umfassenden  Aufsatze  im  4.  Bande 
von  Cr  eile's  Journal  „Demonstration  d'une  proprietc  generale  d'une  cer- 
taine  classe  de  fonctions  transcendentes";  Oeuvres  completes  de  N.  H.  Abel. 
Nouvelle  edition  T.  I.  p.  515. 


[§.  9.J  Das  Additionstheorem.  29 

(4)  F(cc)  =  P^-  Q^f(x)  =  0 
und  die  zugehörigen  Werthe  V  f(x)  aus 

(5)  P+Q  VT(x)  =  0. 

Wir  nehmen  nun  an,  die  Coefficienten  in  den  Functionen 
P,  Q  seien  veränderlich,  entweder  unabhängige  Veränderliche, 
oder  in  irgend  einer  Weise  von  anderen  Veränderlichen  ab- 
hängig. Es  werden  dann  auch  die  durch  (4),  (5)  bestimmten 
Werthe  x  und  Vf(x)  Functionen  dieser  Veränderlichen,  und 
(5)  lässt  sich  differentiiren. 

Bezeichnen  wir  mit  d  die  Differentiation  nach  den  in  den 
Coefficienten  von  P,  Q  vorkommenden  Veränderlichen,  wobei  x 
als  constant  gilt,  mit  dx  das  entsprechende  Differential  von  x, 
wenn  x  durch  (4)  oder  (5)  als  Function  dieser  Coefficienten  be- 
stimmt ist,  so  ergiebt  die  Differentiation  von  (4) 

2Pd^P  ~  2QdQ  fix)  +  F'(x)dx  =  0, 
woraus  mit  Benutzung  von  (5) 

QdF-  FSQ  _  _dx_ 
^'  i"W  '~2Vf(x)' 

und  da  der  Zähler  auf  der  linken  Seite  vom  Grade  2  m  —  2, 
F(x)  vom  Grade  2  m  ist,  so  lässt  sich  die  Formel  (2)  anwenden, 
und  es  folgt 

(7)  X^  -£f=  ^  0, 
^    Vf{x) 

wenn  die  Summe  auf  sämmtliche  W^urzeln  der  Gleichung  (5) 
erstreckt  ist. 

Wir  wenden  dieses  Theorem  auf  den  einfachsten  Fall,  näm- 
lich m  =  2^  an  und  erhalten  dann  folgenden  Satz: 

Wenn 

(8)  Xi,Vf(x,)]     ^2,  V/(^2);     ^3,V/(:3?3);     x,,Vf(x,) 
vier  Werthepaare  sind,  für  welche  irgend  eine  Function 
der  Form  

(9)  a  +  hx  i-  cx^  +  Vf(x) 
verschwindet,  so  sind  diese  Werthepaare  nicht  gänzlich 
von  einander  unabhängig,   sondern    es  besteht  zwischen 
ihnen  die  Differentialgleichung 

(10)  ^^1       I        dx2__    ,        d^^_    _i_  _^^  —  0 

Vfixyvf(xyvf(xyvfixo 
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Die  Abhängigkeit  dieser  vier  Werthepaare,  also  eine  Inte- 
gration der  Differentialgleichung  (10).  kann  aber  auch  in  alge- 
braischer Weise  ausgedrückt  werden,  indem  man  die  Function 
(9)  für  X  =  Xi^  X.2,  x-^,  x^  gleich  Null  setzt  und  dann  a,  h^  c 
eliminirt.     Man  erhält  so  die  Determinantengleichung 

1,  X,,  xl  V/(;ri) 

1,  X.,,  xi  y  fix^) 

1,  ^:^,  xl,  y  f  ix,) 

1,  x^.xi,  y  f  {x^) 


(H) 


0. 


Aus  dieser  Gleichung  kann  man  x^  und   k/(^])   rational 

durch  ^2,  V/(^2);  ^3,  V/(^;0;  ^4i  y f  (p^\)  ausdrücken;  denn 
x^  ist  die  Wurzel  einer  biquadratischen  Gleichung,  deren  drei 
andere  Wurzeln  x^^  ^•.,  x^  sind,  und  deren  Coefficienten  rational 

von  x^,  V7T^2);  ^3,  y f{^z)\  ^4,  y fip^d  abhängen,  und  V f{x^) 
ist  mittels  (11)  rational  durch  ^i  darstellbar.  Setzt  man  x^  einer 
beliebigen  Constanten  gleich,  so  geht  die  Differentialgleichung 
(10)  in  (1)  über  und  (11)  ergiebt  ein  Integral  derselben. 

Wir  wenden  dies  Theorem  zunächst  an  auf  die  Legen dre'- 
sche  Normalform  und  setzen  also 

f{pc)  ^=1  X  {\   —  x)  {\  —  'iC-x). 

Nehmen  wdr  in  (11)  ^^  =  0  an,  so  reducirt  sich  diese  Glei- 
chung durch  Division  mit   1/  x^  x^  x-^  auf: 

(12) 


V.«i,    Xi  Vxi,    V(l   —  Xi)    (1    —   TC-'^Xi) 

V^2i    ^2   V^,    V(l    —   X2)    (1  ^^^2) 

V^,   X,  V^,     V(l    —^3)    (1    -   K^X,) 


0, 


oder  wenn  wir  die  Determinante  nach  den  Elementen  der  ersten 
Horizontalreihe  entwickeln 


(13)  Vx,(a  +-hx,)  +  cV(l  —  Xi)  (1  —  k^' x,)  =  0, 

worin  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 

a=  .Ta  Vx^  V(l—x-^){l—K^x,^)  —  x-^  y~x.^  MiX—x.^  (1— x--^^2)i 

(i4j  z>==_  V^  V(i— ./.3)(i-x^xv,)+    V^  y iy-x^)  {\—%-'- x^\ 

C^=  —    {X2  —  X^)    Yx^    Vxy 

Wenn  wir  (IB)  rational  machen,    so    erhalten   wir  die  cubi- 
sche  Gleichung 
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X  (a  -\-  hxy  —  c^{l  —  x)  {\  —  x^x)  =  0, 

deren  drei  Wurzeln  Xi,  x^,  x.^  sind.     Es  ist  demnach  identisch 

(15)  mx—  x,){x  —  x^){x—  x,)r=xXa^l)xy  —  C'' {\  ~X){\  —  K'^ x), 

und  indem  wir  in  dieser  identischen  Gleichung  r^  =  0,    1,  1  :  x^ 
setzen,  so  folgt: 


Vxy  x.2  x-^  =  —  Y 


(16)  V(i_^,)(i_^^)(i_^3)  =.  Hl« 


b 


1/(1  —X'X,)  (1— X2.T2)  (l-K^X,)  =  H_^. 

Zur  Bestimmung  .der  Vorzeichen  in  diesen  Gleichungen  er- 
halten wir  noch  aus  (13),  wenn  wir  Xi  durch  X2  und  Xo  ersetzen 
und  die  Ergehnisse  multipliciren : 


Xi  x^  x-i  (a  +  h  x^)  {a  -f-  b  x^)  (a  +  b  x-,)  =  —  c'^  Vf{x^)  Vfipc^)  V/(^p,) 
und  (15)  ergiebt  für  x  ■=  —  a\b 

(a  -f-  b  x^)  (a-\-b  x^  {a  -|-  ^  %)  ==  r  (^  +  «)  Q^  +  ^^  «)• 

Benutzt  man  noch  das  Quadrat  der  ersten  Gleichung  (16), 
so  folgt  hieraus 

(17)         yjiK)  VTW)  ]/J(x;)  =  -^^{b  +  a)  (b  +  x^a), 

so  dass  die  Vorzeichen  in  (16)  so  gewählt  sind,  dass  das  Product 
der  linken  Seiten  den  durch  die  Differentialgleichung  (1)  gefor- 
derten Werth  von  Vf(x^)  ergiebt.  Eine  weitere  Bestimmung  der 
Vorzeichen  ist  in  (16)  der  Natur  der  Sache  nach  nicht  möglich, 
und  diese  Gleichungen  dienen  zur  eindeutigen  Definition  von 
Vxi,  Vi  —  Xi,  Vl—oc'^Xi,  wenn  die  Vx.2^  Vi— ^^2,  \/l— x^a^a, 
Vx->,  1/1 — ,^3,  Vi — x-^x.  als  gegeben  vorausgesetzt  werden. 

Um  die  Gleichungen  (16)  in  die  gebräuchliche  Form  zu  brin- 
gen, machen  wir  zunächst  in  (14)  den  Zähler  von  b  rational  und 
erhalten 

j^ (X.2—X<^)   (1  —Tt^-X^Xo,) 

V'^2    V{y—X;)   {l  —  K'^X.,)  4-    VX^,    V(l  —X.2)  (l—K^'X^)  ' 

ferner : 
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-  V  (\-7C^  X,)  (l-K^  X,)  {  1/^2(1-5^^^2)  Vl^  -  Vx,{l-7i^X,)Vl^2]' 

wodurch    die   Gleichungen    (16)    leicht    in    die    Form    gebracht 
Averden : 


Vx,= 


Vx,  V(l-X,)(l  -K^X,)  +  Vx,   y(l-X,)(l-%^X,) 


(17)  Vl-x, 


1  —  yc'^X2X.^ 

Vi-x,Vi- 

-X.,—VX2  X.,  y{\—X''X2)(l  —  %''X,) 

l—yJx^x^                                 ' 

Vl-K^X,Vl- 

-%''X-,—'ii^']/x.:,X.,V{\—X.2){\—X.,) 

X-2  ^3 


und  unsere  Betrachtung  lehrt,  dass,  wenn  Xi  und  die  Wurzeln 
]/xi^  Vi  — ^1,  l/l — 5«'^^i  durch  diese  Gleichungen  als  Functio- 
nen von  ^2)  ^3  bestimmt  werden,  die  Differentialgleichung  (1) 
identisch  befriedigt  ist. 


Um  auch  für  die  Weierstrass'sche  Normalform   das  Addi- 
tionstheorem  in  möglichst  einfacher   Gestalt   zu   erhalten,  setze 

man 

f{x)  =  4.x-^  —  g^x  —  g.,, 

und  lasse  in  der  Gleichung  (11)  (nach  Division  mit  x^)  x^  un- 
endlich gross  werden.  Es  ergiebt  sich  alsdann  das  Integral  der 
Differentialgleichung  (1) 

=  0 


in  der  Form 

\,x,,  Vfix,) 

dXi 

7(^3) 

(18J 

\,x,,   V/(x,) 

=  0, 

oder 

1,X3,    VfiX-s) 

(19) 

«^ 

-hxi  -\-  cVf(xi 

)  =  o, 

wenn 
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a^x^y  f  {X.,)  —  x^  Vf  {x^) 
(20)  h=        V7(^-        VTi^) 

C   X-^    —"-  X2' 

Es  werden  dann  x^,  x^,  x^  die  Wurzeln  der  cubischen  Glei- 
chung 

{a  -\-hxy  —  c'^f{x)  r=  0, 

und  wenn  man  hierin  den  Coefficienten  von  x^^  getheilt  durch 
den  von  x^  gleich  der  negativen  Summe  der  Wurzeln  setzt,  so 
erhält  man 

(21)        .,  +  ..  +  ..==l(V7M^|Sy, 

und  aus  (19) 

-^  ^  ^      4  V       ^2—^3       /       ^  2  -r  3;       ^2  _  ^3 

^3  i//(^2)    —   X^    V/(^3) 
.'X'2   X-^ 


§.  10.     Ursprung  der  elliptischen  Functionen. 

Wenn  in  dem  elliptischen  Differential  erster  Gattung  in  der 
Legendre'schen  Normalform 

1  ds 


die  Substitution 


z  =  sm2^ 


gemacht  und  sodann  die  Integration   von   (jp  =  0   an  ausgeführt 
wird,  so  entsteht  das  elliptische  Integral  erster  Gattung 


j 


d  w 

^  =  u. 


Kl  —  Jt2  sin2flp 
0  ^ 

Jacobi  nennt  die  obere  Grenze  9?  dieses  Integrals  die  Ani' 

plitude  desselben  und  schreibt 

(p  z=  simu. 

Die  trigonometrischen  Functionen  dieses  Bogens 


sin  9,  cos  (p^  V  l  —  x2  gin2  ^  =ir  z/qp 
sind  es  nun,   welche,  als  Functionen   von   u   betrachtet,   ellip- 
tische Functionen  genannt  und  von  Jacobi  mit 

Weber,  elliptische  Functionen.  3 
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sinam  w,     cosam  ?i,     z/  am  ^, 
oder,  nach  Gud ermann,  kürzer  mit 

snw,  cnw,  dn  w 
bezeichnet  werden.  Die  von  Gauss,  Abel,  Jacobi  begründete 
Theorie  dieser  Functionen  zählt  zu  den  bedeutsamsten  und  frucht- 
barsten Fortschritten  der  neueren  Mathematik.  Diese  Functio- 
nen stehen  zu  den  elliptischen  Integralen  in  einer  analogen 
Beziehung,  wie  die  trigonometrischen  Functionen  zu  den  Kreis- 
functionen,  und  sind  in  mancher  Hinsicht  eine  directe  Verall- 
gemeinerung der  trigonometrischen  Functionen.  Unter  den 
Eigenschaften  dieser  P'unctionen  ist  wohl  die  merkwürdigste  die 
der  doppelten  Periodicität,  eine  Eigenschaft,  welche  in  dem 
Gebiete  der  elementaren  Functionen  nirgends  vorkommt,  und  so 
am  deutlichsten  zeigte,  dass  man  es  hier  mit  einer  ganz  neuen 
Functionenart  zu  thun  habe.  Die  aus  der  doppelten  Periodicität 
abgeleiteten  Folgerungen  sind  es  zugleich,  welche,  wie  die  Er- 
fahrung gezeigt  hat,  weitaus  am  schnellsten  mit  befriedigender 
Strenge  in  das  Innere  der  Theorie  einführen,  so  dass  hier  der 
zweckmässigste  Ausgangspunkt  für  eine  methodische  Entwicke- 
lung  zu  suchen  ist.  Unsere  nächsten  Betrachtungen  werden  daher 
den  doppelt  periodischen  Functionen  im  Allgemeinen  gewidmet 
sein. 


Zweiter  Abschnitt. 
Theta-Functionen. 


g.  11.     Voraussetzungen  aus  der  Functionentheorie. 

Der  Begriff  der  doppelt  periodischen  Functionen  kann  nur 
dann  richtig  aufgefasst  werden,  wenn  man  dieselben  als  Func- 
tionen eines  complexen  Arguments  u  ^=  v  -^  iw  betrachtet,  worin 
i  wie  gewöhnlich  die  Bedeutung  von  V  —  1  hat.  Die  Variabio 
u  gilt  uns  als  unabhängige  und  unbeschränkt  veränderliche 
Grösse,  welche  nach  dem  Vorgang  von  Gauss  durch  die  Punkte 
einer  Ebene  in  der  Weise  geometrisch  veranschaulicht  wird, 
dass  der  Punkt,  dessen  Coordinaten  in  einem  rechtwinkligen  Sy- 
stem V,  w  sind,  als  Träger  des  Werthes  u  =  v  -\-  iiv  an- 
gesehen und  kurz  als  der  Punkt  u  bezeichnet  wird. 

Wir  betrachten  hier  solche  Functionen  (p  (u)  des  complexen 
Arguments  w,  welche  Weierstrass  eindeutige  analytische 
Functionen  nennt,  die  durch  folgende  Eigenschaften  charakteri- 
sirt  sind. 

1.  In  jedem  endlichen  Flächenstück  liegt  eine  endliche 
Anzahl  von  Punkten,  in  welchen  die  Function  (p  (u)  nicht  stetig 
ist,  und  die  daher  Un Stetigkeitspunkte  genannt  werden. 

2.  Ist  Uq  ein  nicht  zu  den  ünstetigkeitspunkten  gehöriger 
Punkt,  so  ist  die  Function  entwickelbar  in  eine  nach  ganzen  auf- 
steigenden positiven  Potenzen  von  u  —  Uq  fortschreitende  Reihe, 
welche  convergent  ist  in  einem  Kreise,  der  den  Punkt  Uq  zum 
Mittelpunkte  hat  und  bis  zum  nächstgelegenen  Unstetigkeitspunkte 
reicht.  Man  sagt,  die  Function  habe  in  der  Umgebung  des 
Punktes  Uq  den  Charakter  einer  ganzen   Function. 

3.  Ist  Uq  ein  Unstetigkeitspunkt,  so  giebt  es  eine  ganze 
positive  Zahl  w,  so  dass  (u — Mo)''*9^  W  in  dem  Punkte  Uo  endlich 

3* 
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und  stetig  bleibt  und  daher  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 
u  —  Uq  entwickelbar  ist.  Der  Unstetigkeitspunkt  wird  in  diesem 
Falle  von  der  wten  Ordnung  genannt.  Es  ergiebt  sich 
daraus  eine  Entwickelung  von  cp  (u)  nach  steigenden  Potenzen 
von  u  —  Mo,  welche  mit  (ti  — Wo)~*"  anfängt  und  in  einem  um  %) 
beschriebenen  Kreise,  der  bis  zum  nächstgelegenen  Unstetigkeits- 
punkte  reicht,  convergirt.  Der  Coefticient  von  (u  —  Wo)"^  in  dieser 
Entwickelung  lieisst  das  Residuum  dieser  Function  für  den 
Punkt  Uq. 

4.     Der  Cauchy'sche  Satz.     Das  Integral 


^f^in)du, 


in  positivem  Sinne  über  die  Begrenzung  eines  endlichen  Flächen- 
stücks erstreckt,  welches  auf  der  Randlinie  keine  Unstetigkeits- 
punkte  enthält,  ist  gleich  der  Summe  der  Residuen  für  die  im 
Inneren  des  Flächen stücks  liegenden  Unstetigkeitspunkte.  Als 
positive  Integrationsrichtung  ist  dabei  diejenige  anzusehen, 
welche  gegen  das  Innere  des  Flächenstücks  so  liegt,  wie  die 
t;-Axe  zur  tv-kxe^  so  dass  bei  der  üblichen  Bestimmungsweise 
dieser  Axen  beim  positiven  Durchlaufen  des  Randes  das  Innere 
der  Fläche  zur  Linken  bleibt. 

5.  Die  Function 

^  dlog  (p{u)  ^  _J_  d  (f  {u) 
^  -^  du  (p  (ti)     d u 

hat  nur  Unstetigkeitspunkte  erster  Ordnung,  und  wenn  in  einem 
Punkte  Uq  das  Product  (u  — Ut^)-"^  (p  (u)  endlich  und  von  Null 
verschieden  ist,  so  ist  m  das  Residuum  von  i}  (ti)  für  diesen  Punkt. 
Ist  m  positiv,  so  heisst  Uq  ein  Nullpunkt  mter  Ordnung  von  (p(u). 
Hiernach  ist  eine  unmittelbare  Folgerung  des  C au chy' sehen 
Theorems : 

6.  Das  Integral 


^^Jdlog>p(u) 


ausgedehnt  in  positiver  Richtung  über  die  Begrenzung  eines 
Flächenstücks,  ist  gleich  der  Anzahl  der  Nullpunkte,  vermindert 
um  die  Anzahl  der  Unstetigkeitspunkte,  welche  in  diesem 
Flächenstück  liegen,  wobei  Nullpunkte  und  Unstetigkeitspunkte 
mter  Ordnung  wie  w  solche  Punkte  erster  Ordnung  zu  zählen  sind. 
In  gleichem  Sinne  ergiebt  sich 
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7.  Das  Integral 

J-.Judhj<p{u) 

ist  gleich  der  Summe  der  Wertlie  von  ^^,  für  welche  (p{u)  ver- 
schwindet, vermindert  um  die  Summe  der  Werthe  von  it,  in 
welchen  (p  (u)  unendlich  wird. 

8.  Eine  Function,  welche  im  Endlichen  gar  keine  Unstetig- 
keitspunkte  besitzt,  heisst  eine  ganze  Function.  Eine  ganze 
Function,  welche  auch  im  Unendlichen  endlich  bleibt, 
ist  eine  Constante. 

9.  Als  Corollar  hieraus  ergiebt  sich,  dass  eine  einwerthige 
Function,  welche  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Unendlichkeits- 
punkten endlicher  Ordnung  hat,  eine  rationale  Function 
sein  muss. 


§.  12.    Das  Periodenparallelogramm. 

Eine  Function  q)  (tt)  von  m,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass 
für  ein  constantes  w  und  für  jeden  Werth  von  u 

Cp   (U  -\-    C3)^=(p  (U) 

ist,  heisst  periodisch  und  a  heisst  die  Periode. 

Der  Gegenstand  unserer  Untersuchung  sind  Functionen  cp(u) 
mit  zwei  Perioden  Wj,  «2,  von  denen  wir  ein-  für  allemal  voraus- 
setzen wollen ,  dass  ihr  Verhältniss  Wg :  «i  nicht  reell  und  dass 
der  imaginäre  Theil  dieses  Verhältnisses  positiv  sei. 

Jede  Combination  niicoi  -\-  ^2(02  ist,  wenn  m^,  Wa  ganze 
Zahlen  sind,  gleichfalls  eine  Periode. 

Wir  nehmen  in  der  Ebene  u  einen  beliebigen  Punkt  Uq  an 
und  bezeichnen  die  vier  Punkte 

Uo,  Uq    -|-    «1,  Uq    -\-    CJj^    -\-    CO2,  Uq    -\-    032] 

verbinden  wir  diese  vier  Punkte  der  Reihe  nach  durch  gerade 
Linien,  indem  wir  vom  letzten  zum  ersten  zurückkehren,  so  er- 
halten wir  ein  Parallelogramm,  welches  das  Perioden paral- 
lelogramm  genannt  wird.  Es  können  die  geradlinigen  Seiten 
des  Periodenparallelogramms  auch  durch  krummb'nige  Züge 
ersetzt  werden,  wenn  nur  die  gegenüberliegenden  durch  Parallel- 
verschiebung  zur  Deckung  gelangen  und  die  einzelnen  Züge 
keine  Schleifen  bilden. 


38 
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Durch  Aneinanderreihen  solcher  congruenter  Periodenparal- 
lelogramme lässt  sich  die  ganze  w-Ebene  einfach  und  lückenlos 
überdecken.  Entsprechende  Punkte  zweier  verschiedener  dieser 
Parallelogramme  sind  die  Repräsentanten  von  t*-Werthen,  die 
sich  um  ganzzahlige  Vielfache  der  Perioden  unterscheiden  und 
die  nach  dem  Modul  («j,  02)  congruent  oder,  wenn  kein 
Zweifel  möglich  ist,  kurzweg  congruent  genannt  werden.  Das 
Zeichen  der  Congruenz  ist  nach  Gauss 

u  ^  u'  (mod  «1 ,  «2), 
und   besagt,    dass   u'   die   Form  u  -\-  m^  ft?i  -f  ^2^2    hat,   wenn 

Wi,  m2  ganze  Zahlen  sind. 

Fig.  1. 


Uo+2cu^+2a)a 


So  stellt  die  Figur  1   vier  an  einander  gelagerte  Perioden- 
parallelogramme dar;  die  Punkte  Wj,  %,  %,  %  sind  congruent: 

^^2   =  Wi    -|-   «1  ,       %   =  -^ii    -|-   «1    -f-  (02,       %  ==  t^i   -|-   0)2, 


und 


U21  %,  W4  bilden   ebenfalls   die  Ecken  eines  Perioden- 


parallelogramms. 

Die  doppelt  periodische  Function  (p  {u)  hat  in  allen 
congruenten  Punkten  denselben  Werth,  so  dass  der  ganze 
Werthvorrath  dieser  Function  in  einem  Periodenparallelogramm 
sich  erschöpft,  wenn  von  zwei  gegenüberliegenden  Seiten  nur  die 
eine  mit  zum  Parallelogramm  gerechnet  wird. 

Wir  ziehen  aus  unseren  allgemeinen  Voraussetzungen  die 
Folgerung : 

Es  existirt  (ausser  der  Constanten)  keine  doppelt  perio- 
dische Function,  welche  im  Periodenparallelogramm 
frei  von  Unstetigkeitspunkten  ist;  denn  eine  solche  Func- 
tion wäre  in  der  ganzen  w- Ebene  endlich  und  müsste  also  nach 
§.  11,  8  eine  Constante  sein. 
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§.  13.     Die   Functionen  T. 

Da  nach  dem  zuletzt  ausgesprochenen  Satz  keine  ganzen 
doppelt  periodischen  Functionen  existiren,  so  suchen  wir  solche 
als  Quotienten  zweier  ganzer  Functionen  darzustellen, 
welche  nicht  doppelt  periodisch  sein  können,  sondern  bei  der 
Vermehrung  des  Arguments  um  die  Perioden  gewisse  Factoren 
annehmen. 

Um  eine  möglichst  einfache  Annahme  zu  niachen,  setzen 
wir  voraus,  dass  diese  Factoren  Exponentialfunctionen  sind  mit 
in  u  linearen  Exponenten. 

Wir  bezeichnen  hiernach  als  T-Function,  T{u)^  eine 
ganze  Function  von  tt,  welche  die  folgenden  beiden 
Gleichungen  erfüllt: 

worin  ^i,  «2,  &i,  &2  constante,  d.  h.  von  u  unabhängige 
Grössen  sind. 

Die  beiden  Exponentialfactoren 

ß—7tilai(2u  +  Ml)  4-  ii]  ß~7ti[a.i{2u  -f  w^)  -j-  h.^ 

die  wir  gleich  in  einer  für  die  Folge  zweckmässigen  Form  an- 
genommen haben,  sollen  die  Periodicitäts factoren  der  T-Func- 
tion  genannt  werden. 

1.  Man  erkennt  sofort,  indem  man  in  der  ersten  Gleichung 

(1)  u  in  t*  -f-  «2,  in  der  zweiten  u  in  u  -\-  (o^  verwandelt  und 
beide  Werthe  von  T  (u  -|-  ^i  +  ^2)  einander  gleich  setzt,  dass 
die  Gleichungen  (1)  nur  unter  der  Bedingung  mit  einander  ver- 
träglich sind,  dass 

(2)  «2  ^i  —  aiG)2  ^=  in 

eine  ganze  Zahl  ist.  Diese  Zahl  wird  die  Ordnung  der  durch 
(1)  definirten  Function  T(u)  genannt. 

2.  Wenn  die  Function  T{u)  für  irgend  einen  Werth  von  ii 
verschwindet,  so  verschwindet  sie  auch  für  alle  congruenten 
Werthe,  und  man  kennt  alle  Nullpunkte  von  T(u)  überhaupt, 
wenn  man  die  in  einem  Periodenparallelogramm  gelegenen  kennt. 
Die  Anzahl  dieser  Punkte  ergiebt  sich  aber  nach  §.  11,  6 


=  ^fdlo<jT(.u), 
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das  Integral  in  positivem  Sinne  über  die  Begrenzung  des  Perioden- 
parallelogramms erstreckt.  Dies  Integral  lässt  sich  aber  so 
darstellen : 

Mo    +    f^l 

"2^  J  dUog  T(u)  —  log  T(u  +  o^] 

«0 

Mo    +    «2 

und  ergiebt  sich  nach  (1) 

=  «2  ^1  —  eil  ^2  =  w- 

Die  Ordnung  einer  T-Function  ist  also  gleich  der 
Anzahl  der  im  Inneren  eines  Periodenparallelogramms 
gelegenen  Nullpunkte  und  kann  daher  niemals  negativ 
sein. 

3.  Nach  dem  Theorem  7.  in  §.  11  ist  das  in  gleichem 
Sinne  verstandene  Integral  über  die  Begrenzung  des  Perioden- 
parallelogramms 

(3)  ~  fudlogTiu) 

gleich  der  Summe  2^i**  der  Werthe  tt  ==  ti*,  für  welche  T{u) 
verschwindet.  Dies  Integral  lässt  sich  aber  wieder  zerlegen  in 
die  beiden  Bestandtheile : 

Mo    +    Wi 

- — -  I  [ucllog  T{u)  —  (u  -j-  co2)dlog  T(u  -{-  «2)] 

Mo 

I/o   +    '"S 

—  -^^J  [udlogT(u)  —  (t*  -f  co^)dlogT{u  -\-  co^)\ 

Mo 

und  dies  ist  nach  (1)  ^ 

<^2    /  (^  -\-  ^2)  du  —  tti   I  (u  -\-  Wj)  du 

Mo  «0 

rto    +    Wj  Mo    +    (i>2 

mq  Mo 

Jetzt  lassen  sich  die  Integrationen  ausführen  und  es  ist 
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fd  log  T(u)  =  log  T(uo  +  »0  —  log  T(u,) 

Mo 

^  —  7t  i  [ai  (2  Uq  -\-  cji)  -\-  hl  -\-  2  Ni] 
•   fd  log  T(u)  =  log  T  {u,  +  «,)  -  ?or/  T^io) 

Mo 

=  —  ni  [«2(21^0  +  «2)  +  h.2  +  2JV2], 
wenn  iVi,  N^  unbestimmte  ganze  Zahlen  sind.     Ferner  ist 

Wo  +   ^1 
{U  +  «2)  (^  tt  =  G3i   (Mo  +  Ö2)  +  TS-  «f 


/ 


«0 

«0  +  ^i 

1  (u  -\-  (Ol)  du  =  »2  (wo  +  «1)  +  2"«'^' 

Mo 

wonach  unser  Integral  congruent  wird  mit 

2;^*  =  -  wi  (m  —  62)  +  ^  «2  (w«  +  ^)' 

Es  ist  also  die  Summe  der  w-Werthe,  für  welche 
eine  T-Function  mter  Ordnung  innerhalb  eines  Perioden- 
parallelogramms verschwindet,  congruent  mit 

-2  («1  +  «2)  +  -^  (^1  «2  —  h  «1). 

4.  Die  einfachsten  T- Functionen  sind  die  von  der  nullten 
Ordnung.  Wenn  T(u)  ==  T^(u)  eine  solche  Function  ist,  so 
muss  nach  (2) 

«2  «1  —  «1  «2  =  0, 
oder 

(4)  «j  =  A  Wj ,         «2  =  A  a?2 , 

worin  A  ein  constanter  Factor  ist,  ebenso  nach  3,  da  hier  gar 
keine  Punkte  u"^  vorhanden  sind,  also  das  Integral  (3)  den  Werth 
Null  hat, 

~   (bl  G92  —  &2  «1) 

congruent  Null  oder 

(5)  öl  =  ^  «1  +  2  Wi ,         &2  --=  i^  «2  -f  2  9^2  , 

wenn  ^  ein  unbestimmter  Factor,  w^,  712  ganze  Zahlen  sind. 
Daraus  folgt,  dass  die  Function 

e^i{^u'^  +  ^tu)  2^0  (j^-^ 
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die  beiden  Perioden  oji,  «2  hat,  und  da  sie  überdies  eine  ganze 
Function  ist,  so  muss  sie  constant  sein,  also: 

Die  einzige  T -  Function  nuUter  Ordnung  ist,  wenn 
C^  l^  H  beliebige  Constanten  sind: 

Hieraus  folgt  noch: 

Zwei  T-Functionen  mit  denselben  Perioden  und  den 
gleichen  Nullpunkten  unterscheiden  sich  nur  durch 
einen  Factor  von  der  Form  (G). 


§.  14.     Die  Charaktere  der  T-Function. 

Nach  3.,  §.  13  hängt  die  Beziehung,  welche  zwischen  den 
Nullpunkten  einer  T-Function  stattfindet,  wesentlich  von  der 
Grösse 


1   n 

C  =  -^   {Ol  «2 


&2  «i)  -f-  n.2  »1  —  Wi  «2 


ab,  worin  Ui ,  ^2  beliebige  ganze  Zahlen  sind.   P]s  lassen  sich  diese 
Zahlen  so  bestimmen,   dass  c  durch  einen  in  einem  beliebig  ge- 


Fig.  2. 


-iOl 


gebenen  Periodenparallelogramm 
gelegenen  Punkt  dargestellt  wird. 
Wählt  man  ein  geradliniges 
Parallelogramm  mit  der  Ecke  0, 
wie  es  Fig.  2  zeigt,  so  kann 
man  c,  und  zwar  nur  auf  eine 
Weise,  in  die  Form  setzen: 

9i  »2  —  92  «1 


2 
worin  ^i,  g2    reelle   Zahlen   zwischen  0  und  2,  mit  Einschluss 
von  0  und  Ausschluss  von  2,  sind. 

Den  Punkt  c  und  alle  mit  ihm  nach  dem  Modul  («j,  Ö2) 
congruenten  Punkte  nennen  wir  die  charakteristischen 
Punkte  der  T-Function  und  das  Zahlenpaar  (^1,^2)  ^i^  Cha- 
rakteristik derselben.  Werden  in  einer  Charakteristik  die 
Zahlen  ^] ,  g^  um  gerade  Zahlen  geändert,  so  soll  die  Charak- 
teristik für  ungeändert  gelten.  Danach  wollen  wir  noch  unter 
der  Summe  zweier  Charakteristiken  (^1,^2)  (^Z?  ^2'j  die 
Charakteristik  (g^  -\-  gi'y  g^  +  92)  verstehen. 
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Ist  die  Charakteristik  (g^ ,  ^2)  gegeben,  so  ist 

62  =  fi  «2  +  2  »^2  +  ^2 , 

worin  ^   eine  beliebige  Grösse  ist.     Werden   ^  und    die    ganzen 

Zahlen  w^,  ^3  geändert,  so  bleibt  die  Charakteristik   ungeändert. 

Ist   c   der   charakteristische  Punkt   einer    T- Function   wter 

Ordnung,  so  ist  die  Summe   der  0- Punkte  dieser   Function  con- 

gruent  mit  c  oder  mit  c  -{-  -  («j  -)-  Wg),  je  nachdem  m  gerade 

oder  ungerade  ist. 

Es  ist  also  auch  andererseits  durch  die  Summe  der  Null- 
punkte der  T- Function  mter  Ordnung  der  charakteristische  Punkt 
bestimmt. 

Ist  T  (u)  eine  T- Function  mter  Ordnung  mit  dem  cha- 
rakteristischen Punkte  c,  so  ist,  wenn  v  eine  beliebige  Constante 
ist,  T(u  -{-  v)  eine  T- Function  gleicher  Ordnung  mit  dem  cha- 
rakteristischen Punkte 

c'  =  c  —  vm. 
Hiernach  lassen    sich,   wenn  m^O  ist,  die  verschie- 
denen Charakteristiken  durch  Hinzufügung   einer   addi- 
tiven  Constanten   zum   Argument   auf  einander  zurück- 
führen. 


§.  15.     Relationen    zwischen   verwandten    T-Functionen. 

Zwei  T-Functionen  von  den  gleichen  Perioden,  derselben 
Ordnung  und  derselben  Charakteristik  wollen  wir  verwandt 
nennen.  Ist  T' (u)  eine  mit  T  (u)  verwandte  T- Function  und 
haben  «/,  «2'»  ^i'i  W  dieselbe  Bedeutung  für  T',  wie  «i,  «3^  ^n  ^2 
für  T,  so  ist  in  Folge  der  vorausgesetzten  Verwandtschaft 
(§.  13,  14): 

«/ ==  ai  +  Aoji,        Z^i' =  ^1  +  2>^l  4- iiiwi, 
a^'  =  %  +  ^  «21        W  =  ^2  +  2  ^2  +  i^  «2, 
worin  A,  ^  beliebige  Grössen,  li^,  712  ganze  Zahlen. 
Daher  ist 

e-^»(^- «'  +  ."«)  T(u) 

eine    T- Function,   welche    dieselben   Perioditätsfactoren   hat  wie 
T' {u\  und  daher  der  Satz: 


1 
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1.  Verwandte  T-Functionen  können  durch  Hinzu- 
fügung von  Factoren  der  Form: 

(To -Functionen)    in    solche    verwandelt    werden, 
welche  dieselben  Periodicitätsfactoren  haben. 

Ferner  folgt  unmittelbar  aus  §.  13,  3. 

2.  Wenn  verwandte  T-Functionen  wter  Ordnung 
m  —  1  gemeinsame  Nullpunkte  im  Perioden- 
Parallelogramm  haben,  so  haben  sie  auch  den 
/riten  gemeinsam; 

und  hieraus: 

3.  Zwischen  höchstens  m -\-  \  verwandten  T-Func- 
tionen  mter  Ordnung  T,  Ti,  .  .  .  T^^  besteht  eine 
identische  Gleichung  von  der  Form 

Denn  besteht  diese  Relation  nicht  bereits  für  L  =  0,  so  kann 
man  von  den  in  jLj,  Lg,  .  .  .  L^  verfügbaren  Constanten  zunächst 
Aj,  A2  ...  A^,  fti,  ff2  •  •  •  f*m  so  bestimmen,  dass  die  sämmtlichen 
Producte  LiT^,  L^T^  .  .  .,  Lm T^i  dieselben  Periodicitätsfactoren 
erhalten,  und  dann  die  Ci,  Ca  .  .  .  C^  so,  dass  m  —  1  und 
folglich  alle  Nullpunkte  der  Function  Li  Ti  -\-  L2  T2  -\-  -- •  L^T^ 
mit  den  Nullpunkten  der  Function  T  zusammen  fallen.  Daraus 
aber  folgt  nach  §.  13,  4,  dass  das  Verhältniss  von  Li  Ti  -\- 
L2  T2  -\-  " '  Lni  Tm  ZU  T  gleich  einer  T«- Function  — L  ist,  was 
zu  beweisen  ist. 

4.  Die  Quotienten  verwandter  T-Functionen  kön- 
nen durch  Hinzufügung  eines  Factors  L  in  dop- 
pelt periodische  Functionen  verwandelt  werden. 

5.  Multiplicirt  man  zwei  (verwandte  oder  nicht  verwandte) 
T-Functionen  T,  T  mit  den  gleichen  Perioden,  so  ent- 
steht eine  neue  T- Function,  deren  Periodicitätsfactoren 
die  Producte  der  entsprechenden  Periodicitätsfactoren 
von  Tund  T'  sind.  Die  Ordnung  der  neuen  T-Func- 
tion  ist  also  gleich  der  Summe  der  Ordnungen 
der  beiden  Factoren,  und  die  Charakteristik  ist 
•die  Summe  der  Charakteristiken  der  beiden  Fac- 
toren. 
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6.  Setzen  wir  die.  Existenz  einer  T-Function  erster 
Ordnung  t(u)^  voraus,  so  lässt  sich  daraus  jede 
jT-Function  mter  Ordnung  ableiten. 

Es  sei  nämlich  c  der  charakteristische  Punkt  you  t(u)  und 
Ui ,  U.2  ^  .  .  .  %n  beliebig  gegebene  Werthe.  Es  verschwindet  dann 
die  Function 

t  (u  —  Ui  -f-  -  («1  +  092)  +  c    =  ti(u\  i  =  1, 2, . . .  m 

in  dem  Punkte  Ui  und  allen  mit  %  congruenten  Punkten,  aber 
in  keinem  anderen.     Nach  §.  14   ist  der  charakteristische   Punkt 

von  ti{u)  congruent  mit  Ui  -f-  -  («j  -f-  «2)    und  nach  5.   ist  das 

Product 

T{u)  =  ^1  {li)  ^2  (w)  .  .  .  tm  (u) 

eine  T- Function  mter  Ordnung  mit  den  beliebig  gegebenen 
Nullpunkten  %,  1/3,  .  .  .  u^^  deren  charakteristischer  Punkt,  wie 
es  nach  §.14  sein  muss,  durch 

—   («1   -\-   CO2)  +  ^1   +  Ih    +   •   •   •   iim 

bestimmt  ist. 

7.  Hieraus  lässt  sich  leicht  beweisen,  dass  jede 
doppelt  periodische  Function,  welche  in  einem 
Periodenparallelogramm  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  Unstetigkeitspunkten  hat,  als  Quotient 
zweier   T-Functionen   darstellbar  ist. 

Es  sei  nämlich  (p{u)  eine  doppelt  periodische  Function  mit 
den  Perioden  cj^ ,  02  und  den  Unstetigkeitspunkten  Wi ,  U2^  ...  u^ , 
welche  auch  theilweise  in  Unstetigkeitspunkte  höherer  Ordnung 
zusammenfallen  können. 

Bestimmt  man  nach  6.  eine  P'unction  T  (u)  mit  den  Null- 
punkten %,  U2,  .  .  .  Um^  so  ist: 

T(u)  (p  (u)  =  T,  (u) 
eine  T- Function  mter  Ordnung,  und 

Die  Functionen  T(^f),  T^{u)  sind  verwandt,  da  sie  dieselben 
Periodicitätsfactoren  und  also  auch  dieselbe  Charakteristik  haben. 
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Die  Nullpunkte  von  T^  (w)  sind  zugleich  die  Nullpunkte  von 
tpiu)  und  die  Summe  dieser  Nullwertlie  ist  also  congruent  mit 
der  Summe  der  Unstetigkeitswerthe. 

Ist  nun  C  ein  beliebiger  constanter  Werth,  so  hat  die 
Function 

cp  {u)  —  C 

dieselben  Unstetigkeitspunkte  wie  cp  (w)  und  hat  also  ebenso  viele 
Nullpunkte. 

Nennen  wir  daher  (p(u)^  wenn  sie  m  Unstetigkeitspunkte 
hat,  eine  doppelt  periodische  Function  mter  Ordnung,  so 
können  wir  das  hiermit  Bewiesene  in  folgende  Sätze  zusammen- 
fassen : 

8.  Eine  doppelt  periodische  Function  mter  Ord- 
nung nimmt  jeden  beliebigen  Werth  C  in  m 
Punkten  des  Periodenparallelogramms  an;  die 
Summe  der  Werthe  des  Arguments,  für  welche 
(p(u)  =  C  wird,  ist  einer  constanten,  d.  h.  von  G 
unabhängigen  Grösse  congruent.  Doppelt  perio- 
dische Functionen  erster  Ordnung  existiren 
nicht. 


§.  16.     T- Functionen   erster  Ordnung. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  die  T- Functionen  erster  Ord- 
nung, die  wir  mit  t{u)  bezeichnen,  und  aus  welchen  sich  die 
übrigen  T- Functionen,  wie  wir  gesehen  haben,  ableiten  lassen, 
näher  zu  bestimmen. 

Aus  3  des  vorigen  Paragraphen  folgt,  dass  zwei  ^-Functio- 
nen derselben  Charakteristik  sich' Hur  durch  einen  Factor  von 
der  Form 

von  einander  unterscheiden,  und  wir  wollen  nun   durch  eine  Er- 
weiterung der  Definition  diesen  Factor  noch  näher  bestimmen. 

Dies  soll,  was  nach  §.  14,  15,  (1),  (2)  ohne  Beschränkung  der 
Allgemeinheit  möglich  ist,  so  geschehen,  dass  in  den  Periodicitäts- 
factoren 

ai  =0,    b,  =  g^,    ^2  =  92 
wird,  wenn  f«7i,  g^)  die  Charakteristik  ist;  wegen  der  Relation 

«2   «1    —    %    C92   =    1 
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ist  dann 

1 

und  die  Bedingungen  für  diese  t  -  Function  lauten  alsdann 
(§•  13,  1): 

(  V  .  2  M  +  Wo 

—  TT» 

t  (u  -}-  C02)  =  e  '"'    e-  ""id^  (w), 

und  hierdurch  ist  die  Function  t(u)  bis  auf  einen  von  u  unab- 
hängigen Factor  bestimmt.  Um  diesen  Factor  noch  näher  zu 
bestimmen,  fassen  wir  die  Abhängigkeit  der  Function  t  auch 
von  Wj,  «2  ins  Auge  und  bezeichnen  sie,  indem  wir  ^1,  g2  als 
gegebene  von  w^,  «2  unabhängige  Zahlen  betrachten,  mit 
t(ii,  «1,  (02).  Es  zeigt  sich  dann,  dass,  wenn  h  ein  willkür- 
licher Factor  ist, 

t  (hti^  hoj^^  hco.2) 

gleichfalls  den  Bedingungen  (1)  genügt,  und  dass  demnach 

von  if  unabhängig  ist. 

Die  Function  /(wj,  «2)  kann  aber  immer  in  die  Form  ge- 
setzt werden: 

man  hat  nur,  wenn  t{u)  für  u  ■=  0  nicht  verschwindet: 

9?(a3i,  «2)  =  t  (0,  «1,  092) 
und  w^enn  ^(0)  =  0  ist,  etwa 

9?(wi,  «2)  =  «if  (0,  «1,  053) 
zu  setzen,  wenn  t'  die  Differentiation  nach  ti  bezeichnet.     Indem 
man  also  jetzt 

(3)  t{u,G)^,G)i) 

(p  («1 ,  «2) 
wieder  mit  t(u^  wi ,  «2)  bezeichnet,   kann  man  den  Bedingungen 
(1)  noch  die  hinzufügen,  dass  für  ein  beliebiges  h 

(4)  t  (w,  cji ,  C0.2)  =  t  (h  Uyhco^^  h  «2). 

Die  Function  t  hängt  also  jetzt  nur  noch  von  zwei  Ver- 
änderlichen, nämlich  den  Verhältnissen  u.coi'.co^^  ab.  Wir  setzen 
in  (4) 


■I 
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,    1  U     G9.2 

und  erhalten 

(5)  t («,  o,,,co,)  =  t(^,l,^)  =  9 (V, ö), 

worin  d-  ein  neues  Functionszeichen  ist. 

Hierdurch  ist  also  eine  neue  Function  d'(v)  definirt  von 
nur  zwei  Variablen  v,  «,  deren  erstere  unbeschränkt  veränderlich 
ist,  während  o  nach  der  im  §.12  gemachten  Voraussetzung 
einen  positiven  imaginären  Bestandtheil  hat. 


§.  17.     Die  '8'-Function. 

Die  Function  d'{v)  ist  eine  ganze  Function  von  v,  welche 
den  Bedingungen  genügt: 

d'(v  -f  1)  ==  e-^^'ö'i  d-(v) 

und  ist  dadurch  bis  auf  einen  von  v  unabhängigen 
Factor  bestimmt.  Sie  ist  also  unter  den  f- Functionen  als 
Specialfall  enthalten,  während  andererseits  die  allgemeine 
f- Function  durch  die  '9- -Function  ausgedrückt  werden  kann  in 
der  Weise: 

worin  C^  X,  ^  beliebige  constante  oder  von  Wj ,  «^  abhängige 
Grössen  sind. 

Die  Function  ^  ist  noch  von  den  in  der  Charakteristik  vor- 
kommenden Zahlen  g^,  g^  abhängig,  und  wenn  eine  Bezeichnung 
dieser  Abhängigkeit  erforderlich  ist,  so  soll  für  ^{v^  co): 

gesetzt  werden. 

Entsprechend  den  T- Functionen  höherer  Ordnung  werden 
wir  auch  0  -  Functionen  mter  Ordnung  einführen  und  verstehen 
darunter  eine  ganze  Function  von  v^  welche  den  Bedingungen 
genügt: 
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Auch  hierbei  kann  die  Charakteristik  g^ ,  ^2  in  die  Bezeich- 
nung mit  aufgenommen  werden: 

Diese  Functionen  sind  als  specielle  Fälle  unter  den  T- Func- 
tionen enthalten,  und  man  kann  allgemeine  T- Functionen  in 
der  Weise  bilden: 

(3)  Ce-^^^^^^'  +  z^«)  0^— ,    ^V 

Es  ergiebt  sich  also  aus  §.  15,  3  der  Fundamentalsatz 
für  die  0  -  Functionen,  den  wir  folgendermaassen  aussprechen: 

Nennen  wir  0- Functionen  gleicher  Ordnung  und  gleicher 
Charakteristik  verwandt,  und  bezeichnen  wir  ferner  ein  System 
von  Functionen  als  linear  abhängig  oder  unabhängig,  je 
nachdem  eine  homogene  lineare  Relation  mit  constanten  (nicht 
sämmtlich  verschwindenden)  Coefficienten  zwischen  diesen  Func- 
tionen besteht  oder  nicht  besteht,  so  gilt  der  Satz: 

m -\- 1  verwandte  0-Functionen  mter  Ordnung  sind 
immer  linear  abhängig; 
oder : 

.  Aus  m  linear  unabhängigen  verwandten  ©-Functio- 
nen mter  Ordnung  lässt  sich  jede  andere  verwandte 
©-Function  linear  (mit  constanten  Coefficienten) 
zusammensetzen. 

Dieser  Satz  ist  für  unsere  folgenden  Betrachtungen  von  der 
fundamentalsten  Bedeutung;  es  ergiebt  sich  daraus  nach  §.  15,  3, 
dass  jede  T- Function  mter  Ordnung  sich  mit  Anwendung  der 
Formel  (3)  aus  m  linear  unabhängigen  6)  -  Functionen  zusammen- 
setzen lässt. 

Nach  dem  Satz  3,  §.  13  ist  die  Summe  der  m  Argument- 
werthe,  für  welche  die  Function  &gi,  g^  (v)  im  Periodenparallelo- 
gramm verschwindet,  nach  dem  Modul  (1,  co)  congruent  mit 

Die  bis  jetzt  gegebene  Definition  der  Function  d-  lässt 
einen  Factor,  welcher  eine  Function  von  co  sein  kann,  unbestimmt. 
Wir  können  aber  noch  eine  Bestimmung  hinzufügen,  durch  welche 
sich  dieser  Factor  ergiebt. 

Weber,  elliptische  Functionen,  4 
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Wenn  man  die  Definitionsgleichungen  (1)  zweimal  nach  v 
und  einmal  nach  co  differentiirt,  indem  man  gi^  g^  als  constant 
ansieht,  so  ergiebt  sich  nach  einfacher  Rechnung,  dass  die 
Function 

-^^- '-    —    4:7Ct    ^ -^ 

selbst  den  Bedingungen  (1)  genügt  und  also  die  Form 

hat,  worin  q)  (cd)  in  Bezug  auf  v  constant,  also  eine  Function 
von  ftj  allein  ist.     Wenn  man  also  jetzt 

—  -— -.    /  (p  (o))  d  w 

gleich  einem  neuen  %'  setzt,  so  ergiebt  sich  für  dieses  die  partielle 
Differentialgleichung 

^  ^  dv^  d(o 

und  durch  (1)  und  (4)  ist  jetzt  die  Function  ^  bis  auf 
einen  von  v  und  o,  also  nur  noch  von  g^^  g^  abhängigen 
Factor  definirt. 


§.  18.    Die  Theta-Functionen  verschiedener    Charak- 
teristiken.    Haupt  Charakteristiken. 

Wir  wollen  jetzt,  ehe  wir  zur  Bestimmung  des  noch  übrigen 
von  V  und  «  unabhängigen  Factors  in  den  -O'-Functionen  gehen, 
die  verschiedenen  Charakteristiken  auf  einander  zurückführen, 
was  nach  §.  14  immer  möglich  ist.  Bezeichnet  man  mit  0-  {v) 
die  zur  Charakteristik  (0,  0)  gehörige  '9'-Function,  so  ist 

0  {v,  «)  =  e-^^^i^  ^(v  —  ^ll.^^lll\ 

eine  den  Bedingungen  (1)  §.17  genügende  Function.    Es  ist  aber 
nun  mit  Rücksicht  auf  die  Differentialgleichung  (4): 


so  dass,  wenn  wir 


d^O  .       .cO  /„     o  ^  y 


-'•|^=/^'^ 


(5)  ^,.,<,M  =  c—  -—  ^  "  .  -  ^(„  _.?i^^ 


[§.  18.]  Hauptcharakteristiken.  51 

setzen,  die  Differentialgleichung  (4)  durch  alle  diese 
P'unctionen  befriedigt  wird.  Hierdurch  also  sind  die  Func- 
tionen ^g^^g,^  bis  auf  einen  allen  gemeinschaftlichen  numerischen 
Factor  bestimmt. 

Aus  der  Formel   (5)  lässt  sich  eine    allgemeinere  ableiten, 

indem   man  v  durch  v  —  — — - — —  ersetzt.     Man  erhält  so 
(6)  ^"'■H'' 2— j 

TTiw       »„     ,  .     r  .  ,        Tti     I    ,  ,        t 

^  ^9l  +  9^,92  +  9^  \^J' 

Aus  (6)  ergiebt  sich  noch,  mit  Benutzung  von  (1),  wenn 
man  g'i  =  2^  g2  =  0,  oder  ^i  =  0 ,  g'i  =  2  setzt : 

(rj)  ^9i  +  2,9A^)    =    ^,9^"^)^ 

SO  dass  durch  (6)  zugleich  die  Periodicität  der  Functionen 
^9i,9i('^)  vollständig  ausgedrückt  ist;  die  Formel  (6)  ist  gültig 
für  ganz  beliebige,  selbst  complexe  Werthe  von  ^j,  ^2- 

Wenn  man  in  den  Definitionsformeln  der  '9' -Functionen 
[§.  17,  (1)]  V  durch  — f— 1 ,  und  durch  —v—cj^  ferner  ^j,  g2  durch 
—^11  —92  ersetzt,  so  zeigt  sich,  dass  d'_g^^_g^(-v)  denselben  Be- 
dingungen genügt,  wie  ^gi,g^(v)  und  dass  sonach 

bis  auf  einen  constanten  Factor  identisch  sind;  es  ist  also  ins- 
besondere, wie  aus  v  =  0  hervorgeht: 

und  danach  ergiebt  die  Formel  (5),  wenn  man  v,  g^^  g^  durch 
—'^1  —911  —92  ersetzt: 

(8)  »,„,Av)  =  »-9.-sA-^)- 

Sind  die  Elemente  ^1,  ^2  ganze  Zahlen,  so  heisst  (g^,  g^)  eine 
Hauptcharakteristik.  Es  giebt  deren  vier  wesentlich  ver- 
schiedene, nämlich: 

(0,0),  (0,1),  (1,0),  (1,1), 

und  demnach  auch  vier  wesentlich  verschiedene  Haupt --O-- Func- 
tionen : 

(9)  ^00  W,  ^01 W,  '^io(^),^ii(^), 

von  denen  die  erste  auch  mit  -O"  (v)  bezeichnet  wird. 

4* 
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In  der  Folge  werden  unter  Charakteristiken  und 
O-'Functionen  nur  noch  Hauptcharakteristiken  und 
Hauptfunctionen  verstanden. 

Die  Formel  (6),  auf  dies  Functionensystem  angewandt,  er- 
giebt  die  folgende,  häufig  angewandte  Tabelle: 


(10) 


^%i  (^)  =  -^00    {^^  +  -2^ 

^,,(^)=^'^'"^  ^00(^  +  1) 

^,,  {v)  =  —  te  '  '^00  [v  +  — ^j 

^00  (v)  =  -^01    (^  +   2) 

!ii^  +  ^iv  ^    /     ,    i4-«\ 
^11  W  =  -  ^10  (^  +  I) 

■0,    (^)=:Z6    ^  ^10    (^+     --2-) 


-^00 


'^10  (v)  =  '^n   (^   +  l) 

ill^  +  TTtu  ^      /      ,     l4-ca\ 

Nach  (7),  (8)  ist 

.         ■  '^00  i-v)  =  'O'oo  («^),         '»%!   H)  =  -^01   W, 

^    ^  ^01  (-^)  =  -^10  W,        '^11  (-^)  =  -  ^11  W, 


I 
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d.   b.     es    sind   -O-qo  (^) ,    '^01(^)1   ^io(f^)    gerade     Functionen, 
^n{v)  ist  eine  ungerade  Function. 

Nach    §.    17    verschwinden   die   vier  Functionen    (9),   bezie- 
hungsweise für  die  folgenden  Werthe  des  Arguments 

1    -\-  CO        G)        J^ 

"2 


•)      o  '      01^' 


also  für  gewisse  halbe  Perioden.  Von  Wichtigkeit  sind  die 
Werthe,  welche  die  sämmtlichen  Functionen  (9)  für  diese  Argu- 
mentwerthe  annehmen ,  und  diese  lassen  sich  mittelst  der  obigen 
Tabelle  auf  die  drei 

^oo(0)=-^oo,     ^oi(0)  =  ^oi,     ^loW^-^io 
zurückführen.     Man  erhält   so  das  folgende  System  von   16  For- 
meln: 

■^00  (0)  =  -^00  -^01  (0)  =  -^01 

^00  f  2")  =  '^01  -^01  (-2)  =  '^00 


(12) 


"^00  y-^j       =  e     4  -e-io  -9-01  f -^-j 


=  0 


mixi 


e     4     ^10 


^10  (0)  =  ^10  ^11  (0)  =  0 


/(D\  _7tü»  /ßjx  _        ntui 


■=  e     ~  d-r, 


Die  Quadrate  der  Functionen  (9) 

(13)  ^0^0  (^),  %(^),  ^?o(^),  ^A(^) 

sind  ©00 'F^iictionen  zweiter  Ordnung,  und  folglich  bestehen 
zwischen  denselben  zwei  lineare  Relationen.  Nehmen  wir  diese 
Relationen  in  der  Form  an: 

so  kann  man  die  Coefficienten  auf  Grund  der  Tabelle  (12)  leicht 
bestimmen,   wenn  man  v  ^=  0  und  v  =  -^  setzt.     Man  erhält  so 
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n .,  K\  K  W  =  *.^o  «-«'i  W  -  «-,?»  */i  W 

^    ^  ^ö'i  K  («)  =  %  *«^  W  -  *'o  ^iiCt-), 

und  daraus  noch,  indem  man  ^  =  —  setzt: 

(15)  %  =  *„^  +  »u. 

Durch  zwei  beliebige  von  den  Quadraten  (13)  können  alle 
Functionen  0o  o  cler  zweiten  Ordnung  linear  dargestellt  werden ; 
aber  auch  die  übrigen  ©-Functionen  zweiter  Ordnung  lassen  sich 
durch  die  Functionen  ^g^,g.^  zusammensetzen,  denn  man  erhält 
für  jede  Charakteristik  zwei  linear  unabhängige  Producte,  von 
denen  das  eine  eine  gerade,  das  andere  eine  ungerade  Function 
ist,  nämlich : 

-^00  W  -^01  W  5     ^10  {'v)  '^11  (^')  Charakteristik  (0,1) 

(16)  ^oo(v)  ^io(v),     ^oiW^iiW  n  (1,0) 

^10  W   ^01  W,      -^00  (^)   ^11  (t^)  „  (1,1) 

Nach  demselben  Princip  lassen  sich  nun  0-Functionen  belie- 
biger Ordnung  und  beliebiger  Charakteristik  aus  den  Functionen 
%•  zusammensetzen.  Um  dies  nachzuweisen,  bezeichnen  wir  mit 
©0,  01  irgend  zwei  der  '^--Quadrate  (13)  und  mit  i^^"^  (0o,  ®i)  eii^e 
ganze  rationale  und  homogene  Function  nter  Ordnung  der 
beiden  Argumente  ©o,  ©i-  Man  erhält  hiernach  für  die  (9-Func- 
tionen  mter  Ordnung  0^''^\v)  folgende  Ausdrücke: 

m  gerade  gerade  Functionen 

0(-)  (v)  =  F^^^  (00,  ©i) 
0ff  (v)  =   ^00  (V)  ^%i  (v)   f(^~0  (00,  00 

0W  W   -=    ^00  (V)    ^10    (v)    F^^'^    (00,    0i) 
0irn)   (^-j    ^    ^^^   (^)     ^^^    (^)    ^tCt-O    (0^,    0J 

(17)  ungerade  Functionen 

0(n.)   (^)    _    ^^^    (^)   ^^^    (^^   ^^^    (^)   ^^^    (^)  JpCV)    (0^^    0^) 

6)(-)  (v)  =  .J,o  (v)  ^11  (v)  f(^~')  (00,  00 
0(-)  (V)  ==  ^01  W  ^11  (^0  F^^~'^  (00,  00 

0W  W  =  ^00  (^)   ^11  (v)  f(?"')  (00.  0i) 


[§.  19.]  Das  Additionstheorem.  55 

m  ungerade  gerade  Functionen 

@M  (v)  =  »,,  (v)  JF^^')  (®„,  ©0 


/w  — 3\ 

0(.H)  (^^)  ^  ^^^  (^)  ^^^  (^)  ^^^^^)  ir'.  2  ;  (0^^  0j 


®ff  W  =  ^10  W^^    '    ^  (00,   0i) 

0(.H)      ^^^     ^       ^^^    (^)     ^^^      (^)     ^^^   ^^)      jr 

(18)  ungerade  Functionen 

®W  («)  =  ^01  («'■)  «-io  (^)  *a  W  -f  ^  '  ^  (®«.  ®0 

©(-)  (i;)  =  ^00  (v)  ^%o  (v)  ^n  (v)  F  ^  '  ^  (©o,  0i) 

@M  (^;)  =  ^00  (V)  ^01  W  ^11  W  F^  2  ^^  (00,   <5)0 

0M  (^3  _  ^^^  (^-^  F  (^)  (00,   00. 

Dass  in  dieser  Form  alle  0- Functionen  darstellbar  sind, 
ergiebt  sich  auf  Grund  von  §.17  aus  folgenden  drei  Erwägungen. 

1.  Zwischen  geraden  und  ungeraden  Functionen  kann  keine 
lineare  Abhängigkeit  bestehen,  wenn  nicht  schon  zwischen  den 
geraden  Functionen  für  sich  oder  den  ungeraden  für  sich  eine 
lineare  Abhängigkeit  besteht. 

2.  Da  zwei  der  '9--Quadrate  (13)  nicht  in  constantem  Ver- 
hältniss  stehen,  so  besteht  auch  keine  Gleichung  von  der  Form 
F^"^  (00,  00  =  0. 

3.  Die  Gesammtzahl  der  Constanten,  welche  nach  (17),  (18) 
in  den  zu  einer  und  derselben  Charakteristik  gehörenden  gera- 
den und  ungeraden  Functionen  auftreten,  ist  genau  gleich  der 
Ordnung  m. 

§.  19.     Das  Additionstheorem. 
Sind  u,  V  zwei  Veränderliche,  so  gehören  die  Producte 

ZU  den  0- Functionen  zweiter  Ordnung,  mit  der  Charakteristik 

(gi  +  y'u  92  +  92) , 

und  zwar  für  jede  der  beiden  Variablen  u^  v\  sie  sind  also  als 
Functionen   von  v  linear   darstellbar  durch   die  Functionen  (13) 
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und  (16)  in  §.  18,  so  dass  die  Variable  u  in  den  Coefficienten  vor- 
kommt. Diese  Darstellung  ist,  wenn  die  Charakteristik  (0,  0)  ist, 
auf  mehrfache  Art  möglich,  da  man  zwei  beliebige  der  Functionen 
(13)  wählen  kann,  in  den  anderen  Fällen  nur  auf  eine  Art.  Man 
erhält  so  16  Formeln,  von  welchen  aber  6  durch  blosse  Ver- 
tauschung von^  mit  — v  aus  den  anderen  herzuleiten  sind,  so 
dass  nur  10  wesentlich  verschiedene  bleiben.  Man  leitet  diese 
Formeln  sehr  leicht  ab,  indem  man  dieselben  zunächst  mit  un- 
bestimmten Coefficienten  ansetzt  und  diese  dann  dadurch  bestimmt, 
dass  man  für  v  solche  specielle  Werthe  setzt,  für  welche  je  eine 
der  Functionen  d'(v)  verschwindet.     So  ist  z.  B.: 

^00  {u  +  V)  ^00  (u-v)  =  Ä  ^,\  (v)  +  B  %^l^  {V), 
und  wenn  man   i;  r=  0  und  v  =     "^      setzt,  so  erhält  man  mit 
Benutzung  der  Formeln  des  §.  18 : 

also 

(1)  ^l  ^00  {^  +  ^)  ^00  (u-v)  =  ^,  in)  ^,  {v)  +  ^l^  {n)  %l,  {v\ 
und  wenn  man  hierin  u  durch 

,1  ,       CO  ,1+0 

ersetzt,  so  bildet  man  drei  weitere  Relationen,  die  man  auf  dem- 
selben Wege  wie  (1)  auch  direct  hätte  ableiten  können: 

(2)  ^,\  %,^{u  +  V)  ^01  dn - ^)  =  %  (M)  ^l^  iy)  -  ^h  W  ^i'i  (^) 

(3)  &,\  ^10  (u  +  v)  .%o  (u  -v)  =  ^^0  W  ^^ü  (^)  -  ^n  W  ^i'i  W 

(4)  &,\  ^n(u  +  v)  ^,  1  {u  -v)  =  ^,\  {u)  ^,\  (v)  -  ^,\  (u)  ^,\  (v). 

Diese  vier  Gleichungen  können,  wie  schon  erwähnt,  durch 
Anwendung  der  Formeln  (14)  des  vorigen  Paragraphen  in  mannig- 
facher Weise  umgeformt  werden.  Die  folgenden  6  Formeln 
haben  nur  eine  Form.  Fs  ist,  um  wieder  mit  einem  beliebigen 
Beispiel  zu  beginnen: 

'^00  (^  +  V)  0-11  {U-V)  =  Ä  ^01  (V)  ^10  (V)  +  B  ^00  W  ^11  (^), 

und  wenn  man  v  =  0  setzt: 

daraus  erhält  man  B  durch  Vertauschung  von  u  mit  v.  So 
sind  die  drei  folgenden  Formeln  abgeleitet: 
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(5)  0-oi^io^oü(^  +  ^j'^ii(**  — '^) 
=  ^00  W  ^11  W  ^01  (v)  ^10  (v)  -  ^01  (^0  ^10  (^0  ^00  C^)  ^11  (v), 

(6)  ^00  ^01  '^10  (^  +  ^)  '^11  {^^  —  v) 

=  '^10  W  ^11  W  ^00  W  ^01  W   -   ^00  (W)  ^01  W  ^10  (^)  ^11  (^), 

(7)  -O-oü  -^10  ^01  («*  +  ^)  '^11  (^  -  ^) 

=   ^01  (W)  '^11  (^0  -^00  (^)  ^10  (^)    —    -^00  W  ^10  W  ^ül  (V)  '^11  W, 

welche  sich  unmittelbar  verificiren  lassen,  indem  man  erst  u^ 
dann  v  =  0  setzt.  Hieraus  folgen  die  drei  anderen  durch  Ver- 
mehrung von  u  um 

1_     «     2 

.  2'     2'     2 

(8)  ^oi^io^oi(w  +  ^)^io(^-^) 

=   ^01  (^0  ^10  W  ^01  (V)  ^%0  (V)   +   ^00  (^0  ^11  (U)  ^00  (v)  ^11  (^), 

(9)  ^00  ^01  ^00  (^*  +  v)  ^01  (^*  -  '^) 
=  ^00  W  ^01  W  ^00  (^)  ^01  W  -  ^10  (^)  ^11  W  ^10  (v)  ^n  (^), 

(10)  ^00  ^10  ^00  (U  +  V)  '^10  (^  —  ^) 
=   ^ÜO  W  ^10  W  ^00  (V)  ^10  (^)   +   ^01  M  ^11  W  ^01  (V)  ^11  W. 

Es  lassen  sich  diese  Formeln,  deren  Gesammtheit  mit  dem 
Namen  des  Additionstheorems  bezeichnet  wird,  in  mannigfacher 
Weise  verallgemeinern,  wovon  das  Folgende  als  Beispiel  dienen 
möge. 

Sind  M,  V  zwei  Variable,  so  sind  die  vier  Producte 

-^00  (^)  ^00  (^  +  '^\  '^01  W  -^01  (^  +  '^h 

als  Functionen  von  u  betrachtet,  verwandte  T- Functionen  zweiter 
Ordnung  mit  den  gleichen  Periodicitätsfactoren,  so  dass  je  drei 
derselben  linear  abhängig  sind.     Es  ist  also 

Ä  ^00  («0  ^00.  {u  +  v)+B  ^10  (w)  ^10  (^^  +  v)  +  C^n  (u)  ^n  (^  +^  ) 
woraus  für  i^  =  0,    w  =  — : 

2i 


und  daraus: 


^^00  ^00  (^)  +  ^  ^10  '^10  W  ==  0 
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(11)  O-io  -^10  (V)  d-00  W  ^00  (^*  +  ^)    —   '^00  ^00  (^)  ^10  (^0  ^10  (u  +  v) 

-  ^01  '9-01  W  ^11  W  ^11  iu  +  v)  =  0. 
Ebenso  sind  nun  auch,  wenn  tv  eine  dritte  Variable  ist,  die 
in  der  Form 

^^1 ,  9.  (W  +  ^)   ^91 ,9A^+  H       ^9i ,  9.  W  K  ,9A^  +  ^  +  ^^) 

enthaltenen  Producte,  als  Functionen  von  u  betrachtet,  verwandte 
T- Functionen  zweiter  Ordnung  mit  den  gleichen  Periodicitäts- 
factoren,  so  dass  zwischen  je  dreien  unter  ihnen  eine  lineare 
Abhängigkeit  besteht.  Die  Coefficienten  bestimmt  man  wie  oben 
durch  specielle  Werthe  von  u.     So  folgt  das  Formelsystem: 

(12)  '0-00  -^00  (^  +  w)  -O-oo  (u  +  v)  'O'oo  (u-^w) 
—  d-QQ  (u)  'ö'oo  (v)  '^00  (w)  ^QQ  (ii  -i-v  -^  w) 
~  '^11  (w)  ^11  (v)  -ö-n  (w)  '^11  (m  +  ?;  +  w). 

(13)  '9-01  '^01  (^  +  w)  ^01  (u  +  v)  ^01  (w  +  w) 

=  ^01  («*)  -^01  (^)  ^01  M  ^01  (U  +  V  +  w) 
+  ^11  W  '^11  (^)  '9-11  (tv)  ^n  (^^  +  ^  +  ^). 

(14)  ^10  '^10  (v  +  w)  '^10  (^t  +  ^)  ^10  (^^  +  ^) 
=  'O'lO  (U)  d-^oiv)  '^10  (^)  -^10  (u  +  v+  iv) 
+  ^11  (^)  ^11  (v)  ^n  (^)  ^11  (U  +  V  +  W). 

§.  20.     Die  Derivirten  der  'O'-Functionen. 

Wir  bezeichnen  im  Folgenden  durch  %i,g^('v)^  ^91,9^'^)  ^^® 
nach  V  genommenen  Derivirten  der  Function  ^gi,g.^{v)  und  mit 
^'91,9-2^  ^9i,9i  ^i®  Werthe  dieser  Function  für  v  =  0^  so  dass 
-^oi,  '^10,  '^00  verschwinden,  weil  d'Q^(v)^  -^10(^)1  ^oq(v)  gerade 
Functionen  von  v  sind.     Ebenso  verschwindet  O-ii. 

Die  sechs  Functionen 

K,9.  W  ^'9'i,9'.  W    —    ^9'u9'.   W  Ki,9M 

sind,  wie  aus  den  Fundamentalgleichungen  §.  17,  (1)  hervorgeht, 
0- -  Functionen  zweiter  Ordnung  mit  der  Charakteristik 

(9i  +  9u    92  +92% 
und  zugleich  entweder  gerade  oder  ungerade  Functionen,  wonach 
sich  dieselben   nach  §.  18   sofort   durch  -O-- Functionen    darstellen 
lassen.    Ein  constanter  Factor  wird  durch  einen  speciellen  Werth 
von  V  (v  =:  0)  bestimmt.     So  ist 


[§.  20.]  Die  Derivirten  der  t*^  -  Functionen.  59 

(1)  d-'n  (v)  ^01  (v)  -  ^0^  (v)  ^11  (v)  =  Ä^,,  (v)  ^00  {v). 

(2)  •  ^_|li.^.. 


"^10  '^00 

Dieser  Ausdruck  für  Ä  lässt  sich  aber  noch  vereinfachen. 
Differentiiren  wir  (1)  zweimal  nach  v  und  setzen  dann  v  =  0^ 
so  folgt 

^'li.  -^01  —  %  -^11  =  ^('^10  "^00  +  't^io  '^00)5 
und  wenn  man  für  Ä  den  Werth  (2)  einführt: 
/OA  ^n  '^01       1      ^10       I      '^00 

(^)  ^      =       S—      -f-       q—      -P       q—  • 

-iTii  'ü'qi  'iTiQ  iJoQ 

Nun   genügen    aber    [nach    §.  17,  (4)]    die    vier   Functionen 
^'n ,  '^01 1  '^10  ^  "^00  dß^  Differentialgleichung 

(4)  ^"  =  ^"-|J. 

wonach  (3)  sich  schreiben  lässt: 

d  log  d^'n  d  log  '^qo  '^10  -^oi 


da  du)  ' 

oder  durch  Integration: 

^'\l  =   C  '^00  '^10  «^Ol  1 

worin  c  von  o  unabhängig  ist.  Durch  §.  17,  18  waren  die 
-^-Functionen  bestimmt  bis  auf  einen  von  v^  co  unabhängigen, 
allen  gemeinschaftlichen  Factor,  üeber  diesen  Factor  soll 
nun  so  verfügt  werden,  dass  die  Constante  c  den  Werth 
7t  erhält,  also  die  Formel  besteht: 

(5)  &u  =  JJ^ -^00 '^10 -^01 , 

und  dadurch  sind  jetzt  die  -^--Functionen  bis  auf  das 
gemeinschaftliche  Vorzeichen  4:  vollständig  definirt. 
Durch  Anwendung  von  (5)  lässt  sich  der  Formel  (1)  die  Gestalt 
geben: 

(6)  -^n  (v)  ^01  (v)  -  '^01  (v)  ^1 ,  (v j  =  :r  ffl,  O-^o  (v)  ^00  H 
und  ebenso  erhält  man: 

(7)  ^n  (v)  ^00  (v)  -  -^00  (v)  ^11  (v)  =       %  ^o'o  '^10  (^^)  'Ö'oi  {v\ 

(8)  ^i  1  {v)  ^10  iv)  —  ^;o  iv)  ^n  iv)  =      n  ^f ,  -^oi  (v)  ^00  {v\ 

(9)  ^lo  {v)  '^01  {v)  -  ^ii  {v)  ^10  (t^)  =  —  :r  {>o'o  ^00  {v)  ^11  {v\ 

(10)  .^io  iv)  ^01  (^;)  -  ^ii  {v)  ^00  W  -=  -  ^  ^'^fo  ^10  {v)  o-u  W, 

(1 1)  ^00  {v)  ^10  (^^)  -  ^io  W  ^00  (^)  =       n  ^l^  ^01 W  ^11  {v). 
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Differentiiren  wir  die  Gleichungen  (9),  (10),  (11)  nach  v  und 
setzen  ^  =  0,  so  erhalten  wir  mittelst  (4)  und  (5)  die  Relationen 

(13)  4  ^4  log  g  =  .-.^t. 

(14)  4.i-loy^=in»t,. 


da      "^  '9', 


00 


Wenn  man  die  Fundamentalformeln  für  die  -O-- Functionen 
zweimal  logarithmisch  differentiirt ,  so  erkennt  man,  dass  die 
Functionen 

^'  r«)  '^''y(^)  =  r  {V)  *  {V)  -  *'  iv)  9'  (V) 

0- Functionen  zweiter  Ordnung  mit  der  Charakteristik  (0,0)  sind, 
und  man  kann  sie  daher  durch  die  Functionen  ^^(v)  linear  aus- 
drücken.    Auf  diese  Weise  ergiebt  sich 

(1 5)  ^5„  »l,  (v)  '^''''^^;°^''^  =  *„„  9'öo  Olo  (V)  +  Kl  9h  (v), 

(16)  *§,  91,  (v)  ^'''^^^f^''^  =  9„,  9-^,  91,  (v)  -  91",  *■;,  (v), 

(1 7)  *-ä„ 91, (v)  "^'^"ly^"^  =  9,, *;■„ 91, (v)  - 9'& 9h (v% 

( 1 8)  *§„ 9h  (v)  '^'^"^^y^''^  =  9„,  *ö„ *?,  (V)  -  9'A *S„  (v). 

Hieraus  lassen  sicli  noch  weitere  Relationen  herleiten  durch 
fortgesetzte  Difierentiation.  Wir  führen  noch  eine  dieser  For- 
meln an,  die  sich  ergiebt,  wenn  man  (15)  noch  zweimal  nach  v 
differentiirt  und  dann  v  =  0  setzt.  Drückt  man  die  Differen- 
tiationen nach  V  durch  solche  nach  cj  aus  mittelst  der  partiellen 
Differentialgleichung  der  -O-,  so  folgt 

d^Iogd-oo 


da^ 
oder 

d    /  1     d&ln\  :r2  ^lo.'/^oi 


ri9)  A  fA_  ^Jk\ 

^     ^  dco  V'9'^oo    da  J 


4       %'\ 


00 
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§.  21.     Darstellung  der  '^--Functionen   durch  unendliche 

Producte. 

Die  Theorie  der  -O- -  Functionen  ist  nun  so  weit  gefördert, 
dass  sich  ihre  Darstellung  sehr  leicht  ergiebt.  Damit  wird  dann 
die  Existenz  dieser  Functionen  nachgewiesen  und  die  bisherigen 
Betrachtungen  erhalten  erst  ihren  sicheren  Boden.  Zwei  Wege 
zu  diesem  Ziele  stehen  uns  offen.  Der  erste  geht  aus  von  den 
uns  schon  bekannten  Nullpunkten  der  -O"  -  Functionen ,  und  setzt 
daraus  unendliche  Producte  zusammen. 

Die  Function  -O-qo  (^)  verschwindet  nach  §.  18,  wenn 

2  t;  r=  (2i;  —  1)  cd  +  (2  ^  —  1) 
ist,  worin  v,  ft  ganze  Zahlen  sind,  oder  wenn 

ß±2niv  ___  gTTicx)  (2  V  — 1) 

worin   wir    nun   v   auf    positive    Zahlen    beschränken    können. 
Setzen  wir  also  zur  Abkürzung 

SO  ist  q  eine  Grösse,   deren  absoluter   Werth  ein    echter    Bruch 
ist.    Das  convergente  unendliche  Product 

P(V)  =    TT    (1   -^  ^2v-i   ß2niv^^    (1    _|_  g2v-lf,-2niv^ 

verschwindet  also  in  allen  und  nur  in  den  Punkten,  in  welchen 
i%o  (^)  verschwindet,  und  es  ist  überdies 

P(v  +  1)  =  P(v) 
so  dass  also  nach  §.17 

(1)  ^o,(v)   =    §   TT  (1   -f   ^2r-l  f.2niv^^     (1    _|_   g2v-l   ^-^^^^ 

1,00 

worin   Q  ein  von  v  unabhängiger  Factor  ist.    Nach  den  Formeln 
des  §.  18  erhält  man  hieraus,  indem  man  v  durch 

1  ,      W  ,      1    -f-   G9 

^+2'    '^  +  2'     ^  +  -2 
ersetzt 
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(2)  ^,^(v)=Qn{l—  (/2'-i  e^Ttiv^  (1  _  q2v-i  p-^^^ 

1,00 

1  V 

(3)  'O'io  (^)  =  ö  ^4   (e^^''^  -]-  e-^«'")  /J  ( 1  +  ^2  V  ß2  Ttiv^^  ( 1  4-  ^2  .•  e-27r«, j^ 

1.00 

1  r 

(4j      'O'ii  (i;)  =  —  i  (>  ^^4  (ß^^'^  ~  ß-^^'t^)  12(1— q^  *'  eS/r/v)  (l  _  ^2  v  ^-2  7r^•,;^^ 

1,00 

Setzt  man   in    diesen  Formeln   v  =  0^   in    der  letzten   nach 
einmaliger  Differentiation,  so  folgt 

^00=  Q  na  +  q^^-y 

1,00 
^01=  ^11(1  -g^^-^)^ 


(5)  ^'°° 


1      V 


^io=2§gI/7(l+^2v)2 


1,00 

1      V 


^n  =  27r§gl77(l  -  g2v)2. 
1,00 

Hiernach  lässt  sich  mittelst  (5)  §.  20: 

'^11  =  ^ '^00 '^01 '^10 
der  Factor  Q  bestimmen.     Man  erhält  zunächst 

J^  (l-g2v-1^2(l^^2v-y    (1^   ^2.)2 

^  -  ^  (1   _  q2y  ' 

oder,  indem  man  das  noch   unbestimmte  Vorzeichen  von   Q  jetzt 
bestimmt: 

>  n  (72^) 

^  ""1^  (1  +  <m  (1  +  a''-')  (1  -  f'-') ' 

Im  Nenner   kann  man  für   77  (1  -|-  q^')  (1  -|-  ^^v  -1)  setzen 

77  (1  -j-  q^)  und   der  Zähler  77  (1  —  q^^)  lässt  sich   zerlegen  in 

77  (1  -  gO  (1  +  r)  ==  /I  (1  -  2^0  (1  -  f'-')  (1  +  r). 
Dadurch  ergiebt  sich  endlich 

(6)  Q  =  n(l-g^'). 

Damit    ist   dann    also    auch    das    noch    unbestimmte 
Vorzeichen  der  '^'-Functionen  bestimmt. 

Führen   wir   den  Ausdruck   (6)   in   die   letzte   Gleichung   (.0) 

ein,  so  ergiebt  sich 

2 
d-'u  =  2  7tq^  n  (l  —  q^')\ 


und  wenn  wir  also 


I 
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(7)  ri{^)  =  'f'n(l-q^^) 
setzen,  so  wird 

(8)  d-u  =  2  7t  ri  (09)3. 
Indem  wir  Q  mit  Hülfe  der  Relation 


aus  (5)  eliminiren,  setzen  wir 

-^00  =  n  («)/(«)S 

(9)  ^01  =^(«)/lW^ 
^10  =  ^  («)/2(«)^ 

worin  die  Functionen  /(co)^  /i(w), /2(a5)  folgendermaassen  defi- 
nirt  sind : 

(10)  /i  (w)  =         q-t  n  (1-  -  ./'-'), 

1,00 

.     /,(«)  =  y2qr2  n  (i  +  q'^y 

1,00 

Die  Functionen  rj  (cj)  ^  f  (cj) ^  f^  (co)^  f^  (co)  werden  in  unseren 
späteren  Betrachtungen  eine  wichtige  Rolle  spielen.  Aus  §.18 
(15)  ergiebt  sich  nach  (9)  die  Relation 

(11)  f  (coy  =  f,  {o,y  +  f,  i^y, 

und  aus  §.  20  (5)  nach  (8) 

(12)  /(»)/,(")/.(«)-  Vä. 


§.  22.     Darstellung  d'er   'O'-Functionen    durch  unendliche 

Reihen. 

Der  zweite  Weg,  um  zur  Darstellung  der  'O'-Functionen  zu 
gelangen*,  besteht  darin ,  dass  man  eine  den  Fundamental- 
gleichungen genügende  convergente  unendliche  Reihe  zu  bilden 
sucht. 

Bemerken  wir  zunächst,  dass  wegen  der  Bedingung 

^00   (^  +   1)    -=    ^00   (v) 

die  Function  d-^Q  (v)  als  eindeutige  Function  von  gS/riv  angesehen 
werden  kann,  und  setzen  demgemäss 
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-^00  (v)  =    ^    Ar  e?^i^\ 

OD,    C 

SO  ergiebt  die  Differentialgleichung  §.17  (4) 

cv^  6  CO 

für  Av  die  Bedingung 

4^    =    ^  ^  1^'  Ay  ,      Ar    =    Cr  e^^'"'^'    ==    Cr  f^  , 

worin  Cr  eine  numerische  Constante  ist.     Es  wird  also 

<^oo  W  =  ^Cr  q'"  e^^*'^^' 
und  daraus 

'^00  (v  +  CO)  =  Ucr  ^^'  +  2^  e^^*^^' 

oder  indem   man   v  —  1    an  Stelle    von  v   setzt ,   was ,   da   v  von 
-  00   bis  +  00    geht,  gestattet  ist 

_    ^_i   ^-2Ttiv   2cr-i   q'^    gSTTi^v^ 

Nach    der  zweiten    der    Fundamentalgleichungen  (§.  17,    1) 
müssen  also  die  beiden  Reihen 

i:cr  q'^  e^""*'^"  und  Ecv-i  q"^  e^^*'^' 
mit  einander  übereinstimmen,  d.  h.  es  muss 

Cr  —  1    Cr 

sein.    Die  Cr  sind  also  alle  einander  gleich;  dass  sie  den  VVertli  1 
haben,  ergiebt  die  Vergleichung  der  beiden  Entwickelungen 

00   ,  00  1  ,  00 

für  den  Werth  q  =  0, 

Der  hiermit  für  ^qq  (v)  gefundenen  Entwickelung  kann  man 
auch  die  reelle  Form  geben 

(1)  '^00  (v)  =  2:  f'  e^v^i. 

=  1  -f-  2g  cos  2  71V  -^  2(^4  cos4;rv  -|-  2q^  cos  Qtvv  -\---, 

und  daraus  erhält  man  nach  g.  18,  (10)  durch  Vermehrung  von  v  um 
— ,  — ,  -^^1^   die   Entwickelungen   für   die  drei  übrigen  iKFunc- 

tionen : 

(2)  .%!  {v)  =  E  {-Xy  q'^   e^v^rn; 

=  1  —  2q  cos  2  ;r  '^  -f  2  ^4  cos  4:n  v  —  2  g-'  cos  iSir  v  -) 
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(2r  +  l)g 

(3)  1^10  W  =  -^  3     *      e^2v  +  i)^it, 

i_                          A                             ^ 
=  2  g'*  cos  (TTv  +  2g*  C08  S 7t V  -\-  2  q^  cos  67t  v  -\ 

(2v  +  1)2 

(4)  'ö'ii  (v)  =  —  ^2:  (—1)^'  q     *       e(2v  +  i)^ii; 

J_                            JL                               ^ 
=  2q^  sin  jr^»  —  2g*   sin  3  tt i;  -f-  2g*  sin  5;rv  -| 

Ebenso  kann  man  den  unendlichen  Producten  eine  reelle 
Form  geben: 

(5)  'O'oo  {v)  =  n  (1  —  g2v)  (1  +  2g2v-i  cos  2;^^;  +  g*^-2) 

1,00 

<6)   -O-oi  (i;)  =  77  (1— g2v)  (1  — 2g2v-i  cos  2jr«;  +  g*^-2) 
1,00 

1  >- 

(7)  'ö'io  {v)  =  2g*  cos  ;r^  TT  (1— g^^')  (l+2g2^  cos  2;ri;  +  g*^) 

1,00 

(8)  '9-n  {v)  =  2g*  sin  TT ^   i7(l_g2v^  (l_2^2v  cos  27tv-\-q^^). 

1,00 

Wir  ziehen  für  spätere  Anwendungen  aus  diesen  Entwicke- 
lungen  die  Schlüsse: 

Wenn  der  imaginäre  Theil  von  a  ins  Unendliche  wächst,  so 
dass  der  absolute  Werth  von  g  verschwindet,  so  wird 

_  j_ 
'9-00  {v)  =r  1,    -O-io  {v)  —  \,q^  'Ö'io  {v)  =  2  cos  TIV, 
_1_ 
q    *  -ö-n  (v)  =  2  sin  :rv. 

Nehmen  wir  «  rein  imaginär,  also  g  reell,  positiv  und  echt 
gebrochen  an,  so  sind  für  ein  reelles  v 

1.  %'qq  (v),  d'oi  (v),  -O-jo  (v%  'd'ii(v)  reell,  und  wenn  v  zwischen 

0  und  —  liegt,  positiv,  folglich  auch  -ö-oo,  ^ou  '^lo?  '^'11  positiv; 

2.  O-oo  (^'^),  -^01  (^*^)i  -^10  0"^),  —  ^'ö'ii  (^v)  reell,  und  so 
lange  v  zwischen  0  und  — - —  liegt,  positiv;  ferner  mit  Zuzie- 
hung  der  Formeln  §.  18  (10) 

3.  *oo  §+»«),  *oi  (f  +«■«).  «'«-»»(f  +«>),  »11  (^  +'■«') 
reell,  und  so  lange  v  zwischen  0  und  — - —  liegt,  positiv; 

Weber,  elliptischo  Functionen.  5 
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reell,  und  so  lange  v  zwischen  0  und  —  liegt,  positiv. 


Dritter  Abschnitt. 
Transformation  der  Theta -Functionen. 


§.  23.     Das  Transformationsprincip. 

Wir  kehren  zurück  zu  den  in  §.  13  gegebenen  Definitions- 
gleichungen der  T- Functionen  mter  Ordnung,  und  versehen 
darin  aus  einem  gleich  ersichtlichen  Grunde  die  Buchstaben 
«,  a,  &,  m  mit  Accenten,  so  dass  diese  Gleichungen  lauten: 

T(n  +  «2)  ^-  e-^*'«i'(2M  +  '^2)+&2  T(u). 

(2)  a'^co'i  —  a'i  «2  ^=  fii'. 

Sind  a,  c  irgend  welche  ganze  (positive  oder  negative)  Zah- 
len, so  ergiebt  die  wiederholte  Anwendung  von  (1) 

(3)  T{ii  —  CG)\  -^  aa'2) 

g— ^i(— cai +aa2)(2M  — ccoi +atU2)  — Tri  (— c6i +a&2  — m'ac)    T (ii) 

eine    Gleichung,    die   auch   aus    einer    der  Gleichungen   (1)   her- 
vorgeht, wenn  man  darin  a',  h\  cj'  durch 

—  ca'x  -\-  cta2^      —  ch\  -\-  ah'2  —  m'  ac^       —  c  (o\  -f-  ^  ^2 
ersetzt. 

Hierin  ist  das  Princip  der  Transformation  der  T- Functionen 
enthalten. 

Es  seien  6,  ^  zwei  andere  ganze  Zahlen,  für  welche  die 
Determinante 

(4)  n  r=  ad  —  hc 
einen  positiven  Werth  hat.     Wir  setzen 
,.                                    Wi  =  +  ^^i  —  ^^«2 

C32    -^^    —    C(o\   -\-  €1(02^ 

und  folglich 

5* 
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,^.  •         nai'i  —  acoi  -\-  b  «2 

n  (x)2  =  C  Ol   -f-  0  «2. 

Es  hat  dann,  wie  man  aus 

«2  c«!  -f-  8ö2 

co'i        ac3i  -\-  ö  «2 
durch  Trennung  des  reellen   vom  imaginären  Theil  erkennt,  der 
imaginäre  Theil   von   «2  :  «i    dasselhe   Vorzeichen,  wie   der  von 
0)2  :  G)'i  (das  positive). 

Setzen  wir 
.  .  «1  =        da'i  —  ba'2 

a^2  ^=  —  ca'i  -\-  aa2 

hl  =       dh[  —  bh'2  —  m'bd 
&2  =  —  cb'i  -\-  ab'2  —  m'  a  c, 

so  schliesst  man  aus  (3),  dass  die  Function  T(ii)  nicht  nur  den 
Bedingungen  (1),  sondern  auch  den  aus  (1)  durch  Vertauschung 
von  «i,  «2,  «1,  «2,  b'i^  b'2  mit  ajj,  «2,  %,  0^2,  ^1,  ^2  hervor- 
gehenden Gleichungen,  d.  h.  den  Gleichungen  (1),  §.  13,  genügt. 
Sie  ist  also  gleichzeitig  eine  T- Function  der  Perioden  öj  ,  02 
und  der  Perioden  «1,  «2,  was  wir  durch  folgende  Gleichung  an- 
deuten : 

(9)  T'  (11,  co'i ,  «2)  =  T(u,  cJi ,  «2). 
Es  ist  aber  nach  (5)  und  (7) 

«2  Ol  —  «1  «2  =  {ct'2  (j^'i  —  ci'i  CO2)  (ad  —  b c), 
also,  wenn  m  die  Ordnung  von  T  ist, 

(10)  m  =  m'  n. 

Nach  (8)  ist  die  Charakteristik  {g^ ,  172)  von  1\  wenn  (^i ,  g'2) 
die  von  T  ist,  (§.  14), 

(11)  (r/i,  ^2)  =  {^g'i  —  bg2  —  m'bd,  —  cg\  -\-  ag'i  —  m'ac). 

Unter  der  Transformation  der  T-Functionen  ver- 
steht man  die  Darstellung  der  Functionen  T'  mit  den 
Perioden  Wi ,  «2   durch    T-Functionen    mit   den  Perioden 

«1  1    «2* 

Die  Zahlen  a,  &,  c,  8  heissen  die  Transformationszahlen 
und  n  ■=  ad  —  hc  der  Transformationsgrad. 

Um  die  Form  dieser  Darstellung  deutlicher  zu  übersehen, 
wollen  wir  die  Bedingungen  aufsuchen,  unter  welchen  T(w,  Wj,  Ö2) 
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eine    0- Function    der    mten    Ordnung    ®  (u,  co)    wird    (§.    17). 

Wir  nehmen  &i,  b'2    und  folglich  auch   &i,  63   ^Is   ganze   Zahlen, 

so  dass  öl,  &2  7  ^1?  ^2  durch  gi^  g.2^  ^1,  (/2  ersetzt  werden  können. 

Es  ist  dann 

oji  =  1,        «2  =  ß>,        tti  =  0,        «2  =  m 

zu  setzen  und  demnach  wird  [nach  (6),  (7),  (10)] 

a  -4-  b(x)         ,        c  A-  d 03 
öl  ^= ,    »2  =  — ■ , 

n  n 

a'i  =  w!  &,  «2  =  w!  d. 

Die  Function  T'  (u,  G9i,o32)  genügt  also  den  Bedingungen  (1): 

T(i*  +  C02)  =  (—  1)5''^  e-^^*»^'M2i.  +  oj',)  ji^^^j^ 
und  daraus  ergiebt  sich,  dass  das  Product 

Ttim'b  u^ 

eine  0- Function  der  Ordnung  m'  ist,  mit  den  Argumenten 

U         (Ö2 

a'i '    toi 

und   der  Charakteristik  (^i,  (/y.     Wir  können  dies  in   der   Glei- 
chung ausdrücken: 

Ttim'nhu'^  . 

(12)  ~     a  +  &a,     ^(m')^     /       ^^  ^  +  ^  <Q 


e 


worin  die  Charakteristiken  durch  (11)  bestimmt  sind.    Die  Mittel 
zur  Darstellung  dieser  Functionen  sind  in  §.  18  enthalten. 


§.  24.    Zusammensetzung  der  Transformationen. 

Eine  Transformation  ist  bestimmt  durch  die  Transformations- 
zahlen a,  ö,  c,  d  und  wir  bezeichnen  sie  daher  symbolisch  durch 

a,  b^ 


/a,  b\ 


oder  auch  durch  einen  einzelnen   in   Klammern  gesetzten  Buch- 
staben, wie  (S),  so  dass 


<^)  («)-(::D 
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eine    Transformation    bedeutet.      Bisweilen    soll    ancli,    um    den 

Uebergang  (9)  in  §.  23  von  den  Functionen  T  zu  T'  anzudeuten, 

für  {S)  das  Symbol 

(2)  (S)  =.  (2",  T), 

oder,  insofern  nur  die-  Einwirkung  auf  o  in  Betracht  kommt 

gebraucht  werden. 

Eine  Transformation,  deren  Grad  =  1,  heisst  linear;  für 
diese  sollen  zur  Unterscheidung  die  Transformationszahlen  durch 
die  griechischen  Buchstaben  w,  /3,  y,  6  bezeichnet  werden,  so 
dass  stets  ad  —  ß  y  =  \. 

Wenn,  wie  es  bei  der  Transformation  mit  den  Grossen 
«1,  «2,  091,  C52  geschieht,  aus  irgend  zwei  Grössen  x^^  x^  zwei  neue 
Grössen  ^i,  x^  durch  die  Gleichungen 

,„.  n  x'i  =  a  Xi  -{-  h X2 

n  X2  =  c  X2  -\-  d  X2 

abgeleitet  werden,  so  sagen  wir,  die  Substitution 


(»'=(:1) 


werde  auf  das  Grössensystem  (^1,  ^2)  angewandt  und  schreiben 
abgekürzt 

(4)  n  {x[,  X2)  =  {S)  {x^,  X2)  =  r'^^j  (^1,  X2) 

Wenn  nun 

zwei  Transformationen  der  Grade  n,  n'  sind,  so  setzen  wir 

(6)  n  (c3[,  02)  ==   r '  gj  («1,  W2) 

(7)  n'  («7,  02)  =  Q^'  g,j  («1,  «2). 

Drückt  man  in   (7)  «l,   «2   nach   (6)  durch   «1,  «2  aus,   so 
erhält  man  einen  Ausdruck  von  der  Form 

/a"  h"\ 

(8)  nn'  (wi,  C02)  =  (   „'  ,^,,j  («1,  «2)  =  (6f")  (oji,  Wg) 

und  darin  ist 


[§.  24.]  Zusammensetzung  der  Transformationen.  71. 

^  ^  ^    ^  ~"  \c'\  d")  -  \c'a-\-d'c,c'h  +  d'dr 

und  also 

(10)  a"  o"  —  h"  c"  =  n"  =  nn'. 

Wenden  wir  nun  {S')  auf  eine  Function  T"  an,  und  {S) 
auf  die  Function  T',  so  erhalten  wir  nach  (9)  des  vorigen  Para^ 
graphen 

(11)  T"  (u,  «1,  (02)  =  T  (u^  co'i,  0)2)  =^  ^  (^*,  «1,  w^). 

Hat  man  also  durch  die  Transformation  (S')  T"  durch  T'-Func- 
tionen  und  durch  {S)  T  durch  T-Functionen  dargestellt,  so  ist 
damit  auch  zugleich  T"  durch  T-Functionen  dargestellt.  Dasselbe 
geschieht  aber  auch  direct  durch  die  Transformation 


<''>  =  (:;■  3- 


Wir  nennen  daher  die  Transformation  {S")  aus  {S)  und  (>S^') 
zusammengesetzt  oder  nennen  (>S),  {S')  die  Componenten  von 
(/S"),  und  schreiben  symbolisch: 

w        (:■;?:)  (:;D=(:-:i:)' 

oder 

{S'){S)  =  {S''), 
oder  endlich 

(13)  (T",  T')    (T',  T)  =  (T",  T). 

Bei  dieser  durch  eine  symbolische  Multiplication  bezeich- 
neten Zusammensetzung  ist  (S)  (S')  von  (S')  (S)  im  Allgemeinen 
verschieden.  Man  prägt  die  Regel  für  die  Zusammensetzung 
zweier  Transformationen  (12) ,  die  in  der  Formel  (9)  enthalten 
ist,  leicht  dem  Gedächtniss  ein,  wenn  man  an  die  Multiplica- 
tionsregel  zweier  Determinanten  denkt,  wobei  im  ersten  Factor 
nach  Horizontalreihen,  im  zweiten  nach  Verticalreihen  summirt 
wird. 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  auch  drei  und  mehr  Trans- 
formationen zusammensetzen,  wobei  das  in  der  symbolischen 
Gleichung 

HS")  (S')]  (S)  =  (S")  [(S')  (S)]  =  (S")  iS')  (S) 
ausgedrückte  associative  Gesetz  der  Multiplication  gilt.    Letzteres 
ersieht  man  ohne  Weiteres  aus  der  Darstellung  (13),  wonach 

[(T'",  T")  (T\T')]  {T\  T)  =  (T"\T")  [(T'\T')  (T\  T)]  =  (T"\  T). 
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Wenn  in  einem  besonderen  Falle  bei  zwei  Transformationen 
auch  das  commutative  Gesetz  (S)  {S')  =  {S')  (S)  gilt,  so  heissen 
die  beiden  Transformationen  vertauschbar. 

Der  Grad  einer  zusammengesetzten  Transfor- 
mation ist  gleich  dem  Product  der  Grade  der  ein- 
zelnen Componenten. 

Sind  die  Componenten  einer  zusammengesetzten  Transfor- 
mation identisch,  so  wenden  wir  zur  Bezeichnung  symbolische 
Potenzen  an,  so  dass 

(S)'^  =  (S)  (S),    (S)^  =  (S)  (S)  (S) . . ., 
woraus  allgemein 

(14)  (S)^  (sy^  =  (Sf+!\ 

Die  specielle  Transformation  vom  Grade  n^ 

(-)         .""=(»;•)■ 

durch  welche  die  Perioden  (a'] ,  «2  mit  n  multiplicirt  werden, 
heisst  die  Multiplication.  Ist  insbesondere  n  =  1,  so  lässt  die 
Transformation 

(.6)  (.)=(;;;) 

alles  ungeändert  und  heisst  die  identische  Transformation. 
Die  Multiplication  (N)  ist  mit  jeder  anderen  Transformation  ver- 
tauschbar, und  hat,  mit  einer  anderen  Transformation  zusammen- 
gesetzt, den  Erfolg,  alle  Transformationszahlen  mit  n  zu  multi- 
pliciren. 

Zu  jeder  Transformation  nten  Grades  (S)  giebt  es  eine 
vom  gleichen  Grade,  die  wir  die  complementäre  Transfor- 
mation oder  (bei  linearen  Transformationen)  auch  die  inverse 
Transformation  nennen  und  mit  (S)"^  bezeichnen,  welche 
dadurch  charakterisirt  ist,  dass  sie  mit  (S)  componirt  zur 
Multiplication  führt,  in  Zeichen 
(17)  {S)  (Ä)-'  =  (N). 

Dies  ergiebt  sich  aus  dem  Anblick  der  folgenden  Darstellung: 

<»■>     w=cD'  '■'>-' =Url} 

Die  Beziehung  von  (S)  und  (S)~^  ist  eine  gegenseitige.  Es 
ist  auch  leicht  einzusehen,  dass,  wenn  (S)(S')  oder  (S')(S)  =  (N) 
ist,  (S')  noth wendig  mit  (S)~^  identisch  sein  muss. 
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Hieraus    ergiebt    sich    noch    leicht,    dass    aus    jeder    der 
Gleichungen 

die  Gleichheit  von  (S')  und  (S")  folgt. 


§.  25.     Zusammensetzung   der  Transformationen 
aus  einfacheren. 

Wir  untersuchen  nun  noch,  in  welcher  Weise  sich  gegebene 
Transformationen  aus  einfacheren  zusammensetzen  lassen. 

Wenn  zunächst  die  vier  Transformationszahlen  einen  gemein- 
samen Factor  haben,  so  lässt  sich  dieser  mittelst  der  Formel 

.  .  /m,  0\    /a,  b\  /ma^  mb\ 

^  ^  \0,  m)  U,  d)  ~~  \mc,  md) 

durch  Zusammensetzung   mit  der  Multiplication  absondern,    und 
wir  setzen  demnach  jetzt  voraus,  dass  «,  5,  c,  d  keinen  gemein- 
schaftlichen Theiler  haben.    Man  kann  dann  immer  die  zwei 
ganzen  Zahlen  |,  r]  so  bestimmen,  dass 
.  .  ar]  —  c^  =  a 

^  ^  br^  -d^  =  ß 

ohne  gemeinsamen  Theiler  sind. 

Um  dies  einzusehen,  setzen  wir  zunächst  |,  rj  relativ  prim 
voraus.  Dann  ist  jeder  gemeinsame  Theiler  von  a,  ß  nothwendig 
Theiler  von  n,  wie  man  aus  den  Auflösungen  von  (2) 

/gx  n^  =  ba  —  aß 

nr}  =  da  —  cß 
erkennt.  Nimmt  man  also  |  nicht  theilbar  durch  alle  in  a 
und  b  zugleich  aufgehenden  Primzahlen,  dagegen  |  theilbar, 
ri  untheilbar  durch  alle  anderen  in  n  aufgehenden  Prim- 
zahlen, und  überdies  |,  ri  relativ  prim,  was  stets  möglich  ist,  so 
haben  a  und  ß  keinen  gemeinsamen  Theiler.  Hierauf  bestimmt 
man  y^  ö  so,  dass 

(4)  ad  —  ßy  =  1. 
Es  ist  dann  auch 

(5)  (aS-by)r,-(cS-dY)  t  =  l, 

und   es   ergiebt   sich    die   folgende  Zusammensetzung,   wie   leicht 
mit  Benutzung  von  (3)  erkannt  wird: 
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^  ^  Vc,  a;  "~  \c8-dy,  rj)   Vo,  V    Vr,  d/ 

Nennen  wir  also 

G: :) 

die   Haupt  trän  sformation   vom   Grade  n,   so   ist   damit   be- 
wiesen, dass  aus  der  Haupttransformation  vom  (irade 
n  und    linearen   Transformationen    sich    alle   Trans- 
formationen vom  Grade  n  zusammensetzen  lassen. 
Aus  der  Zusammensetzung 

^  ^  \0,  nj   \0,  mj         Vo,  m  n) 

können  wir  daher  noch  weiter  schliessen,  dass  jede  Trans- 
formation vom  Grade  n  aus  solchen  sich  zusammen- 
setzen lässt,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist.  Die 
gleichen  Schlüsse  hätten  wir  auch  machen  können,  wenn  wir  an 
Stelle  von  (7)  die  Transformation 

<»'      (::;)=G:-;)(;::)(_::»^ 

welche  wir  die  zweite  Haupttransformation  nennen  wollen, 
gesetzt  hätten. 

Wir  heben  noch  den  speciellen  Fall  der  Zusammensetzung 
(G)  hervor,  wo  5  =  0,  also  ad  ^=  n  ist.  Für  diesen  Fall  ergiebt 
sich  aus  (3) 

(10)  a|:=_/3,     an  =  a^cl 

Wir   können,   wenn    (   ^  ^^)    eine   beliebig    gegebene   lineare 

Transformation  ist,  a,  c,  ö,  immer  so  bestimmen,  dass  dieser  Fall 
eintritt;  denn  d  ist  nach  (10)  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  von  n  und  ß ,  so  dass  a  und  J  zugleich  mit  bestimmt 
sind,  und  c  ergiebt   sich  nach    dem  Modul  a  aus  der  Congruenz 

(11)  w  +  c|  =  0  (mod  a). 
Dann  ergiebt  sich  aus  (6) 

M  0\   ^  (aö  |\    /l,  0\   M  ß\ 

Vc,  d)      \cö—dr.  vJ  \o,  nJ  Vr,  ^a 

und  die  Vergleichung  mit  (6)  führt  zu  folgendem  Tlieorem: 

Man   kann  jede  Transformation  vom   Grade  n  durch 
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Zusammensetzung  mit  einer  linearen  Transformation  in 
Form 

/«,  ß\  fa,  b\ 

Vr,  ^J  Vc,  dj 
auf  eine  andere  zurückführen,   in  welcher  die  Transfor- 
mationszahl b  gleich  Null  ist. 

Unter  den  linearen  Transformationen  nennen  wir  die  beiden 

,..,  ,^,  =  (;.;),  ,,,)  =  (_;. j 

die  Fundamentaltransformationen.  Durch  wiederholte 
Zusammensetzung  von  (Äy~  und  (B)  lässt  sich,  wie  wir 
jetzt  noch  zeigen  wollen,  jede  beliebige  lineare  Trans- 
formation (S)  bilden. 

Zu  diesem  Zweck  bemerken  wir  zunächst,  dass 


(B)-  =  IB)-'.     (-B;-'  Uy  (Kl  =(J,;  ^J)  =  (C) 

wenn  (C)  die  Transformation 


5 


bedeutet.     Es  sei  nun 


(S)  = 


_/a,ß 


'  (^)-  [y,  ö'J'  ^^  ^- V',  ö">  ^^  •'"Vj''".  d'"' 


eine  Ileihe  linearer  Transformationen,  deren  erste  gegeben  ist, 
während. die  folgenden  so  gebildet  sind: 

(SO  =  (S)  (AY,  (S")  =  (S')  (Cf,  (S'")  =  {S")  (Äf  ..., 
so  dass 

a'  =  oc-^  /3A,     ß"  =  ^'  —  w'a',     cc'"  =  «"  4   ß"  l"  .  .  .  , 

und  man  kann   daher  über  die  Zahlen  A,  A',  l"  .  .  .  so  verfügen, 
\  dass,  dem  absoluten  Werthe  nach, 

so  lange  keine  dieser  Zahlen  verschwindet,  und  dass  also 

ß, «',  ß'\ «"', ... 

eine  dem  absoluten  Werthe  nach  abnehmende  Zahlenreihe 
bildet.  Nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Zusammensetzungen 
dieser  Art  muss  also  eine  Zahl  dieser  Reihe  verschwinden. 
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Ist  nun  /3<^)  =:  0,  so  ist 

<«■■') = &,  ±1) = f  i;  ±:)  (^>'" 

und  ist  «W  =z  0,  so  ist 

und  da 

(S)  =  (S'J  {Ä)-^  =  (S")  (C)-^'  (^)-^ 

=  (S'")  (Ä)-^"  (C)-"  (A)-'  =..., 

SO  ist  der  Satz  damit  erwiesen. 


§.  26.     Die    linearen   Fundamentaltransformationen    der 

'ö'-Functionen. 

Nach  diesen  Ergebnissen  lässt  sich  das  ganze  System  der 
Transformationen  herleiten  durch  wiederholte  Anwendung  der 
drei  Transformationen 


G:l)- i-V:)- G.iy 


und   wir    betrachten    also    zunächst    die   linearen   Fundamental- 
transformationen der  'O'-Functionen. 


I. 


(^^'  J  oder  (ö,  CO  -}-  1). 


Nach  §.  23  (12)  ist 

(1)  d'n  (u,  03  +  1)  =  A  ^n  (^,  «), 
worin  Ä  von  u  unabhängig  ist.     Ersetzt  man  u  durch 

so  ergeben  die  Formeln  §.  18  (10) 

(2)  ^10  {u,  (D  +  1)  =  Ä  ^,0  (^,  (^) 

7t  i 

(3)  e^  ^00  (^,  03  +  1)  =  ^  -^01  (W)  «) 

Tri 

(4)  e~  -ö-oi    {U,    C3  -\-   \)    z=   A  -O-oo    (m,    03). 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  A  wenden  wir,  wie  in  der 
Folge  häufig,  das  Mittel  an,  dass  wir  «i  =  0  setzen,  in  (1)  nach 
der  Differentiation,  und  dann  rechts  und  links  von  der  Formel 
(5),  §.  20 
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(5)  '9''n  =  5r  -O-oo  -^lo  -^oi 

Gebrauch  machen,  so  folgt 

ni  Tti 

A^  =  e^ ,     Ä  =  e~- 

dass  bei  Ä  das  positive  Zeichen  steht,  ergiebt  sich  aus  einer  der 
Formeln   (3),  (4)   nach    der   Schlussbemerkung   von  §.  22,   wenn 
man  co  unendlich  werden  lässt. 
Sonach  erhält  man 


(6) 


d'u  (ti,  09  -j-  1)  =  e*    ^j^  (^^^ 

Tti 

'O'lO   (W,   C9  -|-  1)   =   <?  *  -Ö-io  (u) 

'^01    {%    G)   -{-    1)    —  -O-oo  (m) 

'O'oo    (W,    tö  -[-   1)    =r  ^O'oi  W- 

IL     (_J^J)oder(a3,  :^). 
Es  ist  wieder  nach  §.  23,  (12) 

(7)  r"^  *„  (^_,  __)  =  ^  *„  („,  «) 

und  durch  Vermehrung  von  u  um  77,  17,     "t" 

'^'^    W '""«)""   ^^  ^'*^    ^^^'    ^^ 

-^jo  ( — , )  —iA  -^oi  (^,  «) 

\  09  09/ 

und  wie  oben  erhält  man 


(8) 

Ttixfi 

e     ^ 

(9) 

Tri  «2 

e     "^ 

(10) 

niu^ 

e 

A  =  ^iV— ia. 
Aus   ^^  =  0   und    einem   rein   imaginären  09   schliesst   man, 


dass,  wenn  V — icj  so  genommen  wird,  dass  der  reelle  Theil 
positiv  ist,^das  untere  Zeichen  stehen  muss,  so  dass  sich  ergiebt 


(11) 


—  niu^ 


'O'oi  (-, )  =     V— to9  -^10   (iO 

\09  09/ 
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(11) 


e      '^ 


'^00    (^,    —  -V   =       V— «ö    ^00     W. 
\  ö  09/ 


§.  27.     Die   Haupttransformationen  zweiter  Ordnung  der 

'O'-Functionen. 

Die  beiden  Haupttransformationen  wter  Ordnung 
/l,  0\  M  0\ 

verwandeln  nach  §.  23,  (11)  die  Charakteristik  (g'i^g'2)  in 

(^^'1.   ^2),  (^1,  ^92% 
d.  h.  bei  ungeradem  n  bleibt  die  Charakteristik  ungeändert,   bei 
geradem  n  geht  sie  über  in 

(1)  (0,^y  oder  (g\,0). 

Da  sich  hiernach  die  Transformation  geraden  Grades  wesent- 
lich anders  verhält  als  die  ungeraden  Grades,  so  betrachten  wir 
zunächst  den  Fall  n  =  2.  Die  erste  und  zweite  Haupttrans- 
formation zweiten  Grades  werden  die  Landen' sehe  und  die 
Gau  SS 'sehe  Transformation  genannt. 

Nach  §.  23,  (12)  sind 

(2)  ^9u9,  y^^     2")         "^    ®^^''    ^^'    ^^ 

■^91,9-2  (2^,  2«)  =  e^o,^,  (^^  ö) 

0-Functionen  zweiter  Ordnung  von  u,  w,  welche  sich  nach  §.18 
darstellen  lassen. 

Wir  erhalten  zunächst  die  zwei  Formelpaare,  in  denen  Ä,  B 
von  u  unabhängig  sind: 

^'^11  (^,  V)      =  '^01  (^,  «)  -^ii  (^*,  «) 

(3)  ;  l{ 

^'^10    f  ^,     2")         ~    '^ÖO    (^*,    G5)    O-io    (W,    0)) 

,..  Bx^ii  (2w,  2g3)  =  -O-io  (w,  ö)  -^11  (t*,  «) 

BQ'f^i  (2u,  2g))  =  d'Go  (u,  cj)  -^01  (m,  ö), 
wovon  nach  §.18  jedesmal  die  zweite  aus  der  ersten   abgeleitet 
werden  kann   durch  Vermehrung   des  Arguments   um   eine  halbe 
Periode. 
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Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  tt  =  0,  so  folgt 

^^11  (o,  ^)  =  ^01  ^li,     2J5^n  (0,  2«)  =  ^,0  ^ii, 

(5)  ^      ^^ 

woraus  durch   Division,   mit  Benutzung  der  Relation  f§.  20,  (5)| 

'^11    =^     ^    '^00    '^10    '^01 

(6)  »m  (O,  I)  »,^   (O,  |)  =  %, 

(7)  2*00  (0,  2  a,)  *i,  (0,  2«)  =  *;, 

und  wenn  man  in  (6)  co  durch  2(o,  in  (7)  ra  durch  ca:2  ersetzt: 

(8)  ^„1  (0,  2o,)2  =  »,,»,„ 

(9)  »i,(o,^y  =  2  »,„»,,. 

Nach  (8)  und  (9)  ergiebt  sich  aus  den  zweiten  Gleichungen  (5) 

2^  =  ^10  (o.  -f)       ^  =  ^01  (0,  2«), 
und  man  erhält  also  für  die  Gauss'sche  Transformation: 
^10  (O,  -^)  ^n  (^i,  f)  -=  2^01  (^^  «)  ^11  0^  tD) 

'^10  (o,  yj  'O'io  U,  yj  =  2^00  («,  to)  -^10   (w,  ö), 
und  für  die  Landen'sche  Transformation: 

\^        O-oi  (0,  2ö)  ^01  (2  t*,  2«)  =  -O-oo  (t*,  «)  -a-oi  (u,  o). 

Es  bleiben  für  jede  der  beiden  Transformationen  noch  zwei 
-0- -  Functionen  auszudrücken.  Man  kann  diese  Ausdrücke  aus 
(10),  (11)  herleiten  nach  §.  18,  (12),  gelangt  aber  auch  direct  dazu 
auf  folgende  Weise.     Die  Functionen 

(12)  '^01  (^,  f),       ^io(2t^2(D) 

verschwinden  für 

03  1 

Andererseits  ergiebt  sich  aus  den  Formeln  (10)  des  §.  18, 
wenn  dort  v  =  —  —  und  = —  —  gesetzt  wird. 
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und  demnach  sind  die  beiden  Functionen  (12),  welche  linear 
durch  zwei  '8' -Quadrate  ausdrückbar  sind,  von  constanten  Fac- 
toren  abgesehen,  übereinstimmend  mit 

%  00  +  ^11  00,     ^i'o  (u)  -  ^iiiu). 

Die  Constanten  Factoren  ergeben  sich  unmittelbar  für  ii  =  0 
aus  den  Relationen  (6),  (7): 

(13)  ^00  (O,  ~)  ^01  (^,  y)  =   ^01  W  +  Kl  00 

(14)  2^00  (0,  2«)  ^10  (2^*,  2«)  =  ^[^  (u)  —  ^^  (ti). 

Daraus  erhält  man  die  beiden  letzten  Formeln,  wenn  man 
u  in  u  -[-  —  und  u  -\-  -^  verwandelt  [oder  auch  auf  demselben 
Wege  wie  (13),  (14)]: 

(15)  ^00  (O,  f)  ^00  («,  f )  =  Ko  00  +  Ko  (^')- 

(IG)     2^00  (0,  2«)  ^00  (2w,  2«)  =  ^^  (tO  +  <i  (^0- 

Hieraus  lassen  sich  mannigfache  Relationen  zwischen  den 
Nullwerthen  der  '^'-Functionen  herleiten,  von  denen  wir  nur  die 
drei  folgenden  anführen,  deren  beide  ersten  aus  (8),  (9)  folgen, 
während  die  letzte  aus  der  ersten  Gleichung  (11)  sich  orgiebt, 
wenn  man  «  durch  w :  2  ersetzt  und  u  =  1/4  annimmt  und  be- 
rücksichtigt, dass  nach  §.  18  (10)  ^ni^i)  —  -^lo  (V4)  ist. 

V^oo  -^01    ^  '^01  (0,  2«)  • 

(17)  V^^T^  -  ^  ^10  (0,  f) 

Diese  Formeln  sind  darum  von  Interesse,  weil  sie  die  Quadrat- 
wurzeln als  eindeutige  Functionen  von  a  darstellen. 

Wir  machen  von  der  Transformation  zweiter  Ordnung  noch 
eine  Anwendung  auf  den  Beweis  einer  Formel,  die  für  die  Trans- 
formation ungerader  Ordnung  nothwendig  ist. 
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Wir  ersetzen  in  der  zweiten  Gleichung  (10)  co  durch  2  co  also: 

2 '9-00  (u,  2«)  d-^Q  (u,  2co)  =  '9-10  -^10  (^0- 
Hiermit  multipliciren  wir  die  zweite  Gleichung  (11),  so  dass 
wir  erhalten 

2  ^01  (0,  2  «)  'O'oi  (2  ti,  2  cj)  d'oo  (w,  2  a)  d-^,  (w,  2  w) 

=    -^10    -^10    W    '^00    (^)    '^01    (^)- 

Dies  dividiren  wir  durch  das  Product  der  beiden  Gleichungen 

(n  (8): 

2^00  (0,  2«)  '^10  (0,  2«)  '^01  (0,  2«)2  =  ^f«  ^oo  ^oi 
und  erhalten 

aS)  '^00  (^^  2  o)  '»lo  (^^,  2  G3)  >0-oi  (2  ^^,  2  (d)  ^  '»oo  (tQ  '^ip  (^)  ^pi  (u) 
^     ^    ^00  (0,  2«)^,o  (0,  2«)^oi  (0,  2«)  ^oo^io-^o, 

Wenn  nun  n  irgend   eine  ungerade   ganze   Zahl   bedeutet, 
so  bleibt  die  Function 


^»^  G)' 


wenn  v  um  ein  Vielfaches  von  n  wächst,   ungeändert,  und  folg- 
lich ist  das  Product 


^-0.  ©' 


wenn  es  über  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  n 
genommen  wird,  unabhängig  von  der  besonderen  Wahl  dieses 
Restsystems.  Daher  ist,  da  2i'  zugleich  mit  v  ein  solches  Rest- 
system durchläuft, 

(19)  TT     ^01  (-)  =     n    ^01   (— 

1,  n-i  \  n  J         1,  n-\  \  n  , 

Wenn  wir  also  in  (18)  «*  =  v.n  setzen,  das  Product  bilden 
und  im  letzten  Factor  der  linken  Seite  von  der  Formel  (19)  Ge- 
brauch machen,  so  ergiebt  sich,  dass  das  Product 

("20^  '. "-'        \"/         V"^         V»V 

*"-'    *"-'    <^"-' 

00  '^lO  Ol  ,      . 

ungeändert  bleibt,  wenn  o  durch  2  w  ersetzt  wird. 

Die  in  (20)  vorkommenden  Werthe  von  v  lassen  sich  in  Paare 
anordnen  derart: 

1v,    n  —  2v,  i;  —  1,  2,  .  .  •   -^, 

Weber,  elliptisclie  Functionen.  Q 
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und  da 

so  stimmt  (20)  bis  auf  das  Vorzeichen  überein  mit  dem  Quadrat  von 
(21)  'L^ , 

00  10  Ol 

und  der  letztere  Quotient,  welcher  eine  stetige,  von  Null  ver- 
schiedene Function  von  cj  ist,  so  lange  der  imaginäre  Theil  von 
CO  positiv  ist,  bleibt  also  gleichfalls  ungeändert,  wenn  ej  durch 
2  CO,  also  auch  durch  4 «,  8 « ,  ...  ersetzt  wird.  Man  kann  also 
den  Werth  dieses  Ausdruckes  dadurch  bestimmen,  dass  man  den 
imaginären  Theil  von  co  unendlich,  also  g  =  0  annimmt.  Für 
^  =  0  ist  aber  (nach  §.  22): 

.      ^%a  (v) 

=    cos  7t  V 


'^00  (v)   =   1, 

't^oi 

(v)  = 

1           -lU     v^/ 

und  daher  der  Werth 

von 

(21): 

(22) 

1 

V 

n   cos 

n-l 

'     2 

2V71 

n 

Zunächst  ist  es  einfach,  den  absoluten  Werth  dieses  Productes 
zu  ünden.     Sein  Quadrat  ist  nämlich,  wie  bekannt 

,         ^  V7t  1 

■=    +      n       cos     =r . 

1,  n-l  n  2 

Das  Vorzeichen  von  (22)  wird   durch   die  Anzahl    der   nega- 
tiven Factoren  bestimmt,  welche  so  gross  ist,  wie  die  Anzahl  der 

ganzen   Zahlen  zwischen  —  und  — ,  also  =  — = — ,   d.  h.   gerade, 

wenn  w  ^  +  1,  ungerade,  wenn  >^  ^  ±  3  (mod  8)  ist.     Dem- 
nach ist  der  Werth  von  (22) 

(-1)  " 

w— 1      ' 
o     2 
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oder  nach  der  in  der  Theorie  der  quadratischen  Reste  gebräuch- 
lichen Bezeichnung 

/2\      1 

2    ^ 
und  es  ist  die  Formel  bewiesen: 

(23)  ''-^ 

/2\        ^        *Lzl        üiil 


§.  28.     Die  Haupttransformationen  ungerader 
Ordnung. 

Die  zuletzt  bewiesene  Formel  ist  uns  von  grossem  Nutzen 
bei  der  Durchführung  der  Transformation  ungerader  Ordnung  »?, 
wobei  wir  uns  hier  auf  die  erste  Haupttransformation  beschränken. 
Nach  §.  17  ist 

(1)  'ö'u  (nu^  na) 

eine  0ji- Function  nter  Ordnung  von  u  und  (d  und  diese  lässt 
sich  leicht  bilden  aus  den  Nullpunkten  von  (1),  deren  es  im 
Periodenparallelogramm  n  giebt.  Die  Nullpunkte  von  fl)  sind 
nun  die  Werthe 

V  -\-  a7i(ü         V     , 
II  =  =  —  H-  a  09, 

n  n  ■ 

wenn  v  und  ^i  ganze  Zahlen  sind,  und  man  erhält  also  alle  in- 
congruenten  unter  diesen  Werthen,  wenn  man  ft  festhält  und  v 
ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  n  durchlaufen  lässt. 
Wir  wählen  das  Restsystem 

0,    ±2,    ±  4,  .  .  .  ,    ±  {n-\), 
und  erhalten  demnach,  wenn  C  einen  von  u  unabhängigen  Factor 
bedeutet, 

(2)  G»,,  (nu,  « (D)  =  *„  («)    n_^  ^„  (^  +  «)  *„  (^  -  «). 

'      2 

Eine  Formel,  die  sich  nach  §.  19,  (4)  in  folgender  Weise 
auch  durch  die  Functionen  ^ni'^)^  -^oiW  ausdrücken  lässt: 

6* 
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'     2 

Wir  ersetzen  in  (2)  u  durch 

,1  .CO  .1    +   0 

^  +   2"'         ^  +  T'         ^^  "^ 2 

und  erhalten  (§.  18): 

C-O-io  (^*  ^,  ^^  «)  =  ^10  00    ^    -^10  (  —  +  ^  )  '^10  (  —  -~  ^A 

n— 1  \   ^^  /  \   ^^  / 

(3)  C^oi  0*  ^,  ^  «)  =  ^01  00     ^_^  ^01  (^  +  u^  ^01  (^'  -   ^^). 
C-O-oo  (^ ^<,  n  G9)  =  -O-oo  W     J7    -ö-oo  (  —  +  u) -O-oo  (  —  —  -w  ) 

n— 1  \   ^  /  \   ^*  / 

'     2 

Daraus  aber  ergiebt  sich  für  tt  =  0  nach  der  Formel 

(4)  ^;^  =  7t  ^00  ^01  ^10  (§.  20): 

■^'2  ^'2 

oder  mit  Benutzung  von  (2.3)  des  vorigen  Paragraphen: 

n— 1  n— 1      n— 1      n— 1 

^^     ^^   V  ?^/  ^  ^0  10  Ol 

■  ■^'     2 

Das  noch  unbestimmte  Vorzeichen  ergiebt  sich  aus  dem  aus 
einer  der  Formeln  (3)  zu  schliessenden  Umstände,  dass  C  =  1 
wird  für  g  =  0. 

Nach  dieser  Bestimmung  von  C  lassen  sich  die  Formeln 
(2),  (3)  so  schreiben: 

«—1      n — 1      n— 1 

(C)  Vn  ^n  (n%n(o)^J   ^^'   ^^' 
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«     1      u— 1      n  — 1 
2      „      2 


n— 1      n  -1      n— 1 

Ol 


n— 1      n— 1      n  -1 
2      _      2 


(^)  Vw    -^00    (^^«*,   nGi)   '^00       '^10       ^01 

n— 1 

=  2^  *- «  i  *"  ©  *-  (¥ + -)  *-  (t  - ») 

§.  29.     Die  Functionen  t^  (oj), /(g?), /j  (cö), /2(a}). 

Es  sind  bereits  im  §.  21  die  Functionen  ty(ö),  /(co),  /i  («), 
/2  («)  erwähnt,  die  sich  dort,  als  einwerthige  Functionen  von  ca 
bei  der  Darstellung  der  '9'-Functionen  durch  unendliche  Producte 
fast  von  selbst  einstellten,  die  aber  nicht  sich  ergaben  bei  der 
zweiten  Darstellung  durch  unendliche  Reihen.  Damit  im  Zu- 
sammenhang steht  ein  bemerkenswerther  Umstand,  dass  viele 
unserer  Formeln,  z.  B.  die  zur  Transformation  zweiter  Ordnung 
gehörigen  (17)  oder  die  Formel  (23),  §.  27  leicht  verificirt  werden 
können  durch  die  unendlichen  Producte,  dagegen  schwer  oder 
gar  nicht  durch  die  unendlichen  Reihen.  Darum  war  es  für  uns 
von  Interesse,  diese  Resultate  ohne  die  Benutzung  des  einen  oder 
anderen  dieser  Ausdrücke  aus  der  Transformationstheorie  herzu- 
leiten, und  ebenso  sollen  nun  auch  aus  dieser  Quelle  die  Func- 
tionen t^(G)),  /(ö),  /i(tö),  /2  (tt>)  und  ihre  Grundeigenschaften 
gewonnen  werden. 

Wenden  wir  die  Formel  (6)  des  vorigen  Paragraphen  auf 
den  einfachsten  Fall  n  =  3  an,  so  ergiebt  sich  durch  Differentia- 
tion und  Nullsetzen  von  u  mit  Rücksicht  auf  (4) 

3  1/3  ^;^  (0,  3«)  -=  2;r  ^,^  {^ , 
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oder  indem   man  a  durch  —  ersetzt, 

o 


3V3<,  =  2.[..(|,f)| 


Setzt  man  also 

(1)  '  V(-)  =  y^^n(j,f), 
SO  folgt  in  Uebereinstimmung  mit  g.  21: 

(2)  ^n  =  ^  ^00  ^01  ^10  =--  2  71  rj  (cj)^ 

und  aus  §.  22,  (4)  erhält  man  für  rj  (w)   die  Reihenentwickelung 

(3)  ri(<o)  =  <^'     i      (-1/   2"^  +  ^ 

00,  00 

Die  Function  r]  (co)  ist  nach  (1)  für  ein  rein  imaginäres  a 
reell,  und  für  ein  unendlich  grosses  w  (d.  h.  verschwinden- 
des q)  ist 

_  j_ 

q  '"^  n((^)  =  1- 

Hiernach  findet  man  leicht  aus  §.  26,  (6),  (11)  für  die 
linearen  Fundamentaltransformationen  von  rj  (cj) 

7t  i 

(4)  7?  («  +  1)  ==  e^  ^  («). 

(5)  .ri{-^^y^=^T^ri{^). 

Wir  gehen  über  zur  Betrachtung  der  beiden  Haupttrans- 
formationen zweiter  Ordnung  der  ?^-Function. 

Aus  §.  27,  (11)  erhält  man  durch  Difierentiation  und  Null- 
setzen von  u 

2-^01(0,  2«)  7?(2«)3  =:  %^^  7^(a))V 
also  wenn  man  ins  Quadrat  erhebt  und  §.  27,  (8)  anwendet: 

4^00  -^10  'ö'oi  n  (2ö)^  =  -^10  ^(»)^ 
und  mit  Anwendung  von  (2)  und  Ausziehen  der  Cubikwurzel: 

(6)  2  72  (2«)2  =  '9-10  »?(«)• 

Ebenso  findet  man  aus  der  Gauss'schen  Transformation 
[§.  27,  (10)]: 

und  durch  Verwandlung  von  co  m  a  -\-  \  [(4)  und  §.  26,  (6)]: 
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(8)  e'^'v{^^y=»ur,(>^)- 
Hiernach  führen  wir  die  drei  Functionen  ein: 

r}((D) 

(9)  /i  («)  =  — T-r 


'^00     = 
-^10    = 

V2  :^-^, 

so  dass 
(10) 


woraus  zu  sc hli essen  ist,  dass/(a9), /i  (tö), /2(a9)  für  ein  rein 
imaginäres  co  reell  und  positiv  sind.  (10)  stimmt  überein  mit 
§.  21,  (9),  so  dass  die  dort  eingeführten  Functionen  /, /i,/2 
dieselben  sind  wie  diese.  Aus  (10)  folgen  'aber  leicht  die  Rela- 
tionen [(2)  und  §.  18  (15)]: 

(11)  /(o^?=/i(«)«+/2(«^ 

(12)  V2       ^f(co)f,(ay)f,icD). 

Für    die    linearen    Fundamentaltransformationen 
d^  Functionen/  erhält  man  zunächst  aus  (4)  und  (9): 


/(» 

+  1)  = 

e 

' "  /.  («) 

fiico 

+  1)  = 

e 

Tti 

I 


(13) 

Ferner     ergiebt    sich     aus     (5)     und     den     beiden     letzten 
Gleichungen  (9): 

(14)  /,(_i-)^ /,(«),       /,  (_  1)  =/,  (0,) 

und  wenn  man  hiervon  in  (12)  Gebrauch  macht: 
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(15)  /(-!)=/(«,). 

Für  die   Transformation   zweiter   Ordnung   ergiebt    sich 
unmittelbar  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  (9): 

(16)  /i(2«)/2(«)=  1/2, 
woraus  durch  einfache  Rechnung  folgt: 

(17)  h  (<»)*  [/(2  taf  +  /,  (2  «,)»]  =  2  [/(«)»  +  h  (»)»], 
eine  Formel,  die  sich  durch  Quadriren  nach  (11),  (12),  (16)  leicht 
verificiren  lässt. 

Setzt  man  in  (16)  nach  (13),  (14) 

ni 

/,(2ß,)  =  r^/(2«-  1) 


/.(.)  =  ?f{x  -  1) 


so  kann  man,  indem  man    o   an   Stelle  von  2  cö  —  1  setzt ,   für 
(16)  auch  schreiben: 

(18)  /W/(^)=^, 

und  indem  man  in  (16)  o  durch  —  und  — ~^^—  ersetzt: 

.     .A(a,)/,(^)=V2 

(19)  /       I    IV  "' 
/(«)/.  (^)  =  «^  ^2. 

Wir  stellen  endlich  noch  für  ein  ungerades  n  die  Formeln 
für  die  Haupttransformation  l^ter  Ordnung  der  Functionen  r\^  f 
auf.  Für  y\  (n  co)  ergiebt  sich  leicht,  wenn  man  in  den  Formeln  (6), 
§.  28  nach  der  Differentiation  u  ■=  0  setzt,  und  die  dritte  Wurzel 
zieht : 


n— 3 


(20)  Vn  tj  (HO,)  n(co)  '   =    n    »n(^\ 

n—l  \    'f'  / 

Setzt  man  ferner  u  ^=  0  in  (7),  (8),  (9),  §.  28,  benutzt  alsdann 
die  Relationen  (10)  und  (20)  und  zieht  die  Quadratwurzel,  so 
findet  sich 
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M— 1 


(21)         /i  («CO)  ,,(»)  -'    =  /,(»)    /7    *oi(^\ 

n— 1 

/,  (««)  ^(«)  ^   =  (|-)  /,(»)   A^  »,,  (^), 

WO  das  Vorzeichen  in  den  beiden  ersten  Formeln  direct  aus  der 
Annahme  eines  rein  imaginären  «  geschlossen  wird,  während  das 
Vorzeichen  in  der  dritten  entweder  nach  der  Endformel  von 
§.  27  durch  Multiplication  der  drei  Formeln  (21),  oder  auch 
direct  nach  der  in  §.  27  angewandten  Methode  durch  Abzahlung 
der  Anzahl  der  neiiativen  Factoren  bestimmt  ward. 


§.  30.     Die    Weierstrass'sche  ö-Function. 

Wenn  auch  aus  den  bis  jetzt  betrachteten  besonderen  Trans- 
formationen alle  anderen  sich  durch  w^iederholte  Anwendung  ab- 
leiten lassen,  so  ist  es  doch  noth wendig,  die  Gesetze,  die  bei  der 
allgemeinen  Transformation  herrschen,  so  weit  als  möglich  zu 
ergründen,  und  wir  wenden  uns  daher  zunächst  zur  allgemeinen 
linearen  Transformation 


Ist  (r/i,  g^)  die  Charakteristik  einer  zu  transformirenden 
f-Function,  so  wird  nach  §.  23,  (11)  die  Charakteristik  der  trans- 
formirten  Function  bestimmt  durch 

(^1,  g-i)  =  {8y[  —  ßg[  —  ß8,  ~  yg'^  +  ag^  —  ay), 
oder 

[da  die  beiden  Producte  aß{y  -^  8  ^  \)  und  y  Ö  {a -[- ß -^  \) 
immer  gerade  Zahlen  sind];  und  daraus  ergiebt  sich,  dass  unter 
den  vier  Charakteristiken  (0,  0),  (0,  1),  (1,  0),  (1,  1),  die  letzte 
(1,  1),  und  nur  diese,  die  Eigenschaft  hat,  durch  alle  linearen 
Transformationen  ungeändert  zu  bleiben;  denn  weder  a  und  ß 
noch    y    und    8    können    zugleich    gerade    Zahlen    sein,    wenn 
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ad  —  ßy  =  1     ist.      Die    zu    dieser    Charakteristik    gehörige 
^-Function   hat    zugleich    die    Eigenschaft,  für   u  =  0    zu   ver- 
schwinden.    Diese  ^-Function  betrachten  wir  also  zunächst. 
Ist 

(g)[,  «2)  --=  r^  ^.j  («i,  »2), 

so  sind  nach  unserem  Transformationsprincip 

t  (u^  «1,  CO2)  und  t  (w,  «i,  «2) 
verwandte  T- Functionen  erster  Ordnung  und  folglich  ist,   wenn 
(7,  A,  ^  von  u  unabhängige  Grössen  sind, 

(2)  t(u,  «;,  oj'a)  =   Ce'^"'  +  ""  ^(w,  «i,  »2). 

Es  ergiebt  sich  hieraus  durch  logarithmische  Differentiation 

(3)  21U    -\-    U    z=  ^^Qg^  0^   ^1^  »2)   _   6Zl0g^  (U,   CJ,,  Gf.,) 

Nun  ist,  wenn  wir  nach  Potenzen  von  u  nach  dem  Taylor'schen 
Lehrsatz  entwickeln,  und  mit  t\  t"  t'"  die  erste,  zweite,  dritte 
Derivirte  von  t  nach  u  für  i*  =  0  bezeichnen, 

d  log  ^  {u,  «1,  «2)        1    ,    ^"    ,      / 1'"      n 


u 


+  2?  +  n  3?  "  4?^y  + 


woraus  sich  durch  Vergleichung  mit  (3)  ergiebt,   dass    l  und  \ii 
in  die  Form  gesetzt  werden  können: 

^  =  t/;  («;,  «2)  —  ^  («1,  «2), 

worin 

(4)  g)  («i,  «2)  ==  g^  —  g^,       'Z'  («1,  ^5-2)  =  2?' 

Bestimmt  man  ferner   noch  den  Factor  C  in  (2)  durch   den 
speciellen  Werth  tt  =  0,  so  folgt 

_  ^'  (63^,  032) 
C^)  ^  ^'  («1,  «2)' 

Hiernach   lässt  sich   die  Formel  (2)   in   folgendem   Lehrsatz 
aussprechen : 

Die  Function 

"  Ut'      %t'^0     ""  2t'  t  (u,  «1,  «2) 
(6)  ö  («^,  (öl,  W2)  =  c  ^7 

bleibt  un geändert,   wenn   man   Wj ,  «25  durch  öl,   W2  er- 
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setzt,   d.  h.   wenn    man   irgend    eine  lineare  Transfor- 
mation anwendet,  oder: 
(7)  ö  (w,  «1,  02)  =  ö  {u,  «1,  oja). 

Die  durch  (6)  definirte  Function  bleibt,  wie  eine  einfache 
Rechnung  zeigt,  ungeändert,  wenn  man  t  durch  irgend  eine  ver- 
wandte ^-Function  ersetzt. 

Wenn  die  Periodicitätsfactoren  der  Function  t  (u) 

sind,  so  ist,  da  die  Charakteristik  von  t  =  (1,  1)  vorausgetzt  war 
nach  §.  14,  (1) 

fQ\  ß — /tibi    ——    ß — UTttiOi        ß— Ttib.j>    — _    ß — /.tTTicog 

worin  ^  jeder  Werth  sein  kann,    der  sich  durch  t  selbst   in   fol- 
gender Weise  ausdrücken  lässt. 
Aus 

folgt  durch  Vertauschung  von  u  mit  — u  — di'. 

und  entsprechend  für  t  ( — u  — 09.2),  so  dass  t(u)  und  t( — u)  ver- 
wandte T-Functionen  sind.  Sie  unterscheiden  sich  also  nur  durch 
einen  Exponentialfactor  von  einander,  und  es  ergiebt  sich  leicht, 
wenn  man  einen  constanten  Factor  aus  u  =  0  bestimmt: 

(10)  t{—u)  =  —  e2  7ri.««  f;(^^y 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  zweimal  nach  u  und  setzt 
dann  u  =  0,  so  folgt 

(11)  2;r*ft  =  -J-. 

Mit  Benutzung  dieser  Relation  findet  man  nun  nach  (6)  die 
Periodicitätsfactoren  der  ö- Function  folgendermaassen : 

t/t'"         t"'-^  M 
nia,  +  c«!  (___jj  (2u  +  c«x) 

t/ 

so  dass,  wenn  man  zur  Abkürzung 

/t'"         t"-  \ 

^^^-^  .     ,      /t"'      t"^\ 

setzt,  man  für  6(ii)  die  fundamentalen  Relationen  erhält: 
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0(U  +  Ml)  —    —   e'ii(2«  +  ">!)  0(ti) 

Die  durch  (12)  eingeführten   ?^i,  rj^   sind  Functionen  von  «i,  «g, 
welche  nach  der  Relation  §.  13,  (2)  die  Gleichung  befriedigen: 

(14)  V\  ^2  —  ^2  <^i  =^  ^  ^• 

Durch   wiederholte  Anwendung  von  (13)   ergiebt  sich,  wenn 
a,  h  ganze  Zahlen  sind  [vergl.  §.  23,  (3)]: 
6(u  -\-  acDi  -\-  h  CO2)  ^= 

^  ( Ijci  +  b  +  ab   ßiara  +  bij^)  (2m  +  awj  +  ftw^)   (j  (^A^ 

Wenn  man  die  Formeln  (7)  bis  (11)  auf  die  Function  ö  selbst, 
welche  ja  unter  den  B'unctionen  t  mit  enthalten  ist,  anwendet, 
so  ist  zu  setzen 

folglich : 

^^^^  6  (0)  =r  0,  ö'  (0)  =  1,  ö"  (0)  =  0,  6'"  (0)  =-  0 

[nach  (6),  (11)  und  (12)]. 

Die  Function  6(u)  ist  also  eine  ungerade  Function. 

Wenn  auf  «i,  «9  ^ine  lineare  Substitution 


(17)  (a>;,  CO.)  =  (^'  ;) 


(«1,  tOa) 


(18)  (,,[,  nd  =  Q'^g)  (n^.  n.), 


angewendet   wird,   so    erfahren   die  Grössen   rji,  %   die   entspre- 
chende Substitution 

was    eine    unmittelbare   Folge   der   Relationen    (7)   und   (15)   ist. 
Differentiirt  man    die  Formeln  (13)  logarithmisch  nach  w,   so 
folgt 

^'(u  +  (Ol)  ^  ö>) 

6  (U  ^  Wi)  6  (u)  ~^        '^ 

(^^^  ö'(u  +  ay,)^ö'(u) 

6  (U  +  «2)  6  (U)  "^        ''' 

und    indem    man    in    der   ersten    u  =^ ^y-i  "^    f^ei*    zweiten 

n= ^  setzt,   und   beachtet,  dass   6{ii)    eine   ungerade  und 

folglich  ö'  (m)  eine  gerade  Function  von  u  ist : 
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(20)  ^.  =  ^^.         ^,-       ^2/ 


K^)  «© 


§.  81.     Die  Functionen  öoo,  öon  ^lo- 

Es  bleibt  uns  noch  übrig,  die  analogen  Resultate  für  die 
übrigen  Charakteristiken  zu  gewinnen.  Wir  gehen  aus  von  der 
folgenden  Bemerkung:  Sind  ^Tj,  X2]  «/i,  ^2  irgend  zwei  Paare  von 
Grössen,  welclie  durch  dieselbe  lineare  Substitution  (S)  in  x'i^  x^^ 
y'i,  ^2  transformirt  werden,  ist  also: 

(4,  oc'2)  =  Q^  ^^  (^1,  X2)]    (y'u  yd  =   (^"'  ^j  (2/1,  2/2), 
so  ist  auch 

wie  aus  der  Multiplication  der  Determinanten  hervorgeht.    Dem- 
nach ist,  was  auch  ^\,  X2  sei,  nach  (7),  §.  30: 

(1)  6{U  ~\-  X^CJi   —  Xi  (Ö2,   COi,   «2)     —    0(U  -\-  XM   —  XiC3'2,   «i,   Co'2). 

Diese  Function  ändert  sich  der  Formel  (15)  des  vorigen 
Paragraphen  gemäss,  wenn  Xi,  x^  um  ganze  Zahlen  geändert 
werden.  Diese  Aenderung  kann  man  aber  vermeiden,  wenn  man 
statt  dessen  die  Function 

—  2(»ha2  — •  n^x\)n  6{U  -^  X^Gii   —  Xy  Ö2) 
6{X2  (»1    —  Xy  «2) 

betrachtet,  welche  wir  (für  den  Augenblick)  mit  ö(m,  a?i,  x^^  Wj,  (o^ 
bezeichnen  wollen.     Diese  Function  genügt  den  Bedingungen: 

(2)  ö(i<,  x\^  X2,  ft>l,  »y  =  ö(w,  x^^  X.2,  o?!,  «a) 
ö(«^,  ^i-f  1,  ^2,  «1,  G5.2)  =  ö(ti,  Xi,  x^,  «i,  «2) 

<>(if,    a^i,    ;2:2    4-  1,    «1,    «2)    =^    <^(^',    ^1,    ^21    <^l^    C32J 

Ö(W   4-    W.)    =:    —    ß-27ria:,      g>h(2n+co,)    ^ /^A 

^     ^  (5(t*   -j-    (»2)   ==    —    e-2'^*'=^2     e»i2(2M  +  co,)    (j^^^_ 

Indem  wir  uns  nun  wieder  auf  die  Hauptcharakteristiken 
beschränken,  setzen  wir  (x^^  x.2)  =  (-^,  ^),  (O,  -^Y  (--7-,  0  j 
und  erhalten  so  die  folgenden  drei  Functionen: 
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.00  W  =  ö(«,  -  ^,  2,  «.».)  =  -''■  ^  ■'^'"         /^,  +  ^,/ 

(5)  öo,  W  =    e  (w,  0,  y  »1.  »2)    =  e-  ■',«  , 


0,0  (m)  —  ö  n«,  —  2,  0,  (o„  (02  j 


g—  ifeu 


«( 


Ö2\ 

2/ 


und  die  Function  6(ii)  selbst  kann  entsprechend  auch  mit  ön  (w) 
bezeichnet  werden. 

Für  diese  Functionen  ergeben  sich  nach  (4)  die  charakteri- 
stischen Periodengleichungen 

^9u9.  0^   +   «2)    =    (-  1^   ß''^^'"  +  "'^^    ^9U9.    M 

Durch  Anwendung  einer  linearen  Transformation  werden  die 
drei  Functionen  öoo,  öqi,  öio  unter  einander  permutirt,  wie  die 
Formel  (2)  lehrt  [oder  §.  30,  (1)].  Je  nach  dieser  Permutation 
zerfallen  die  linearen  Transformationen  in  sechs  Classen, 
deren  erste  alle  diejenigen  Transformationen  umfasst,  welche  die 
Functionen  öoo,  ^oi ,  öjo  ungeändert  lassen.  Diese  sind  dadurch 
charakterisirt,  dass  w,  8  ungerade,  /3,  y  gerade  Zahlen  sind,  was 
wir  kurz  so  schreiben : 


C:5)=G:;)<"»*^)- 


Hiernach  sind  die  sechs  Classen  der  linearen  Transformationen 
folgendermaassen  zu  charakterisiren : 

^•C;ö-    (J;  J)  (mo.l.  2)    (00,  Ol,  10) 

II.  „  =(-i*;o)  "    wiO'Oi) 
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"^-    Q5)-(_;;J)(niod.2.)(10,00,01) 
IV.        „        ^     Q^  J)  „         (10,  Ol,  00) 

V.        „        =    (J^  J)  „         (Ol,  00,  10) 

VI.        „        =(_i;l)        "         (01,10,00), 

wo  in  der  letzten  Columne  die  jedesmalige  Permutation  der 
Charakteristiken  00,  Ol,  10  aufgeführt  ist. 

Die  Transformationen  der  ersten  Classe  bilden  eine  soge- 
nannte Gruppe,  insofern  eine  aus  zwei  Transformationen 
der  ersten  Classe  zusammengesetzte  Transformation 
wieder  der  ersten  Classe  angehört.  Bei  den  übrigen 
Classen  ist  dies  nicht  der  Fall. 

So  wie  sämmtliche  lineare  Transformationen  aus 
den  beiden  Fundamentaltransformationen,  so  lassen 
sich  die  Transformationen  der  ersten  Classeaus 
wiederholter  Anwendung  von 


G;  ;>  G:  D 


ableiten,   was   sich    auf  dem  Wege  des  §.  25  beweisen 
lässt. 


§.  32.     Darstellung   der   ö-Functionen   durch 
-^-Functionen. 

Um  die   Function    6  (ti)   als  -O- -Function   darzustellen,   kann 
man  einfach  die  Formel  (6)  des  §.  30  auf  die  Function 

anwenden,  also 


•         «2       &. 

(1)  6  (^,  a>i,  0)2)  =  (Ol  e       ^      1» 


setzen.      Es  ist  aber  in  Folge  der  Differentialgleichung  §.17,  (4): 

aco 
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und  also  nach  §.  29,  (2)  : 

(2)  |P  =  4  ^  ,■  ^^'  =  12  :r V  ^l!^»'. 

Durch    logarithmische    Differentiation    von   (1)    erhält    man 
mittelst  (2): 

a  log  ö  {u)  4:7t  tu  d  log  7}  (co)  \iOi     coj 

du  09,-  dco  '  dti 

uud   wenn   man  hierin  u  ^=  -^,  -^   setzt  und  die  Formeln  (10) 
des  §.  18  anwendet  nach  §.  30,  (20): 

^    2  TT  i  d  log  7}  (cj) 

(3) 


'^  «1  dcj 


'2  7t  icD2    d  log  fj  (co)  71 


(o'l  da  G9, 


^2 

Hiernach  kann  man  für  6  setzen: 

»hjtf  otn   (  — .  — ), 

(4)  6  (m)  =  wi  e  ^1    . ^^\    ^^^ 

^\\ 
und  für  die   drei  Functionen  öoo,  öoi,  öio   erhält   man  nach  §.  31 

(5)  mit  Benutzung  von  §.  30  (14): 


(5,0  (w)  =r  e  -•     - 


^l\ 


(U        W2\ 

(5)  ö„.  («)  =  «—-      ^"'     "'^ 


^0 


?h 


w2    'ö'io     (  — ,    —  1 
-  \09i       (Oj 


öio    (^)    --    ß  '^^  . 

Die    Functionen   öoo  (^),   ^oi  (w),   öio  (w)    sind  also   gerade 
Functionen  von  w,  welche  den  Bedingungen 
(6)  öoo  (0)  =  1,     öoi  (0)  =  1,     öio  (0)  =r   1 

genügen,  und  durch  zweimalige  logarithmische  Differentiation  er- 
giebt  sich  noch  [nach  (3)  und  §.  29,  (2)J: 

(7)  ööü  (0)  +  ö^'i  (0)  -V-  ö;'o  (0)  =r  0. 
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Die  Ausdrücke  (4),  (5)  für  die  ö-Functionen  lassen  auf  den 
ersten  Blick  eine  wichtige  Eigenschaft  derselben  erkennen,  dass 
nämlich  öqq,  (?oi,  öio  nur  von  den  Verhältnissen  u  :  co^  :  02 
abhängen,  während  bei  0  dasselbe,  abgesehen  von  dem  Factor  Wj, 
gilt.  Es  sind  also  ö,  öoo»  <^on  <^io  homogene  Functionen  der 
drei  Variablen  u,  aij,  «2  erstere  von  der  ersten,  die  drei  anderen 
von  der  nullten  Ordnung,  oder,  in  Zeichen,  wenn  A  einen  will- 
kürlichen Factor  bedeutet: 


(8) 


ö  (A^i,  Aöi,  Acog)  =  Xö  (u^  o?!,  (02) 

öoo  ßl^i,  Xg)i,  ^«2)  =  öoo  (w,  OJi,  032) 

öoi  ßui,  Xcoi,  Xg)^)  —  öoi  («*i  «1,  Ö2) 

ÖiO  (A%,    Aöi,    Aa32)    =  Öio    (W,  G3i,    «2). 


§.  33.     Lineare  Transformation  der  Function  rj  (co). 

Die    Formeln  (3)  §,  32  führen   zur   linearen  Transformation 
der  Function  rj  (cj).     Wird  nämlich 

(1)  («;,  (öa)  =  (^^'  ^j  (g)u  «2) 

gesetzt,  so  geht  (rji,  rj^)  über  in 

(2)  •    i'ni,  vd  =  ("1  ^)  (»ji,  1?.) 

[§.  30,  (18)]  und  G5  =r  052  :  «1  in 

^  ^  a  -f-  ß  CD 

Nun   folgt  aus  (2)  mit  Rücksicht  auf  (3)  des   vorigen  Para- 
graphen : 

,  2ni  dlogrj  (co')  2  tt  i  cji  d  log 7]  (co)  7t  iß 

cj'i  da'  w/  da  w, 

,  2  71  i  (x)2  d  log  r)  (co')       71  i  2  71  ia'^  d  log  rj  (a)       71  i  d 

co\^  da'  a'i  a^  da  Wj    ' 

und  diese  beiden  Relationen  geben  übereinstimmend 

d  log  rj  (a')  dlogrj  (a)     ,         ß 

a'i    da'  al  da  2  Wi  «'1 ' 

oder  endlich,  da  nach  (3) 

Weber,  elliptische  Functionen.  y 
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da 


da'  = 


(^  +  ß^r 


d  log  iq  (ß)')  d  log  rj  (g>)  ^^  ß 

da  da        ~^  2{k  -{-  ß  a) 

Hieraus  folgt  durch  Integration : 

worin  s  eine  von  a  unabhängige,  also  nur  von  den  Zahlen  a,  ß, 
7,  d  abhängige  Grösse  ist. 

Die  genaue  Bestimmung  dieser  Constanten  e,  namentlich  auch 
mit  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  ist  ein  bekanntes  wichtiges 
Problem,  welches  eigen thümliche  Schwierigkeiten  bietet,  dessen 
Lösung  aber  für  uns  unerlässlich  ist.  Lösungen  desselben  haben 
auf  verschiedenen  Wegen  Hermite  ^)  und  Dedekind^)  gegeben. 
Wir  wollen  hier  einen  Weg  gehen,  welcher  den  Vorzug  grosser 
Elinfachheit  hat,  dafür  freilich  nicht  eine  Ableitung,  sondern 
einen  Beweis  der  fertigen  Formel  enthält. 

Für  zwei  specielle  Fälle  haben  wir  schon  früher  [§.  29,  (4), 
(5)]  diese  Bestimmung  ausgeführt  und  auf  dies  Ergebniss  werden 
wir  uns  hier  stützen.     Es  sind  die  Formeln 

+  !!» 

(5)  71  {a  ±1)  =  e-'^  7}  (a) 

und 

(6)  ri  (^-i)  =  V-iarj{a), 

worin  V — ia  mit  positivem  reellem  Theil  zu  nehmen  ist. 
Wir  setzen  nun 


/y_j-_da\ 
1)  (ro)  \y,  0      ) 


(7)  '  Va  +  ^«y_  g/«,^ 


und  haben  den  Werth  dieses  Symbols  zu  bestimmen.     Nach  (5), 
(6),  (7)  haben  wir: 


1)  Liouville's  Journal,  Ser.  II,  T.  III,  1858. 

2)  Erläuterungen  zum  XXVII.  Fragment  in  Riemann's  Werken  und 
„lieber  die  elliptischen  Modulfunctionen",  Crelle's  Journal ,  Bd.  88,  8.  205. 
Vgl.  auch  des  Verfassers  Abhandlung  „Zur  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen", Acta  Mathematica,  Bd.  G,  S.  341  ö'. 
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(9)  eQ1,.)  =  1, 

/     1   0       \  +— 

^^°^       ^(±i;i''')  =  ^-'^ 
(11)       '^(_?;J'")  =  v^T^. 

Wir  betrachten  jetzt  zwei  Substitutionen  und  die  aus  beiden 
zusammengesetzte,  also : 


I 


/«",  ß'\  _  /«',  ß'\   /«,  ^\ 

Vr",  öV  ~  W.  W  W,  0/ 


Ist  dann 


CO     = 


so  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Definition  (7) : 

(,./  .(-;?;:..)  =  .(<  J...).(;;J.), 

und  davon  zwei  besondere  Fälle,  indem  man 
/«,  ^\  _  /     1,  0\      /     0,  1\ 

setzt   und   an    Stelle   von  «',  ß',  y\  6'  wieder  a,  ß,  y,  ö  schreibt, 
also 

fa",  ß"\  _  /a  ±  ß,  ß\      /-ß,oc\ 

\r",  S"J~  \r  +  s,  äj'  \--d,r)- 

Es   hat  sich  nun   in  §.  25   gezeigt,   dass  durch   wiederholte 
Anwendung  der  beiden  Fundamentaltransformationen 


(;:?)■(-::;) 


und  ihrer  inversen  Transformationen  sich  alle  linearen  Trans- 
formationen zusammensetzen  lassen,  und  daraus  folgt  auf  Grund 
von  (12),  dass  durch  die  Formeln  (8)  bis  (14)  das  Symbol  E 
vollständig  definirt  ist.  Von  den  in  (10),  (13),  (14)  ent- 
haltenen je  zwei  Formeln  kann  übrigens  die  eine  als  Folge  aus 
der  anderen  hergeleitet  werden. 

7* 


E 
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Wenn  wir  also  einen  diesen  Bedingungen  genügenden  Aus- 
druck kennen,  so  muss  derselbe  mit  E  übereinstimmen.  Um 
einen  solchen  aufzustellen,  unterscheiden  wir  zwei  Fälle.  Da 
a,  ß  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  eine  von  ihnen  sicher  un- 
gerade.    Wir  setzen : 

1.     «  ungerade  und  positiv: 

E  (;;  J,  .)  =  (4)  f^  ,^.«<-/'— ->.^^  V(M^^; 

^  ^^  2.     /3  ungerade  und  positiv: 

wozu  noch  Folgendes  zu  bemerken  ist:  Die  Wurzeln  V«  +  /^«, 
V  —  i (a -\- ß cd)  sind  mit  positivem  reellem  Theil  zu  nehmen. 
Dass  eine  derselben  rein  imaginär  sei,  ist  durch  die  Annahme, 
dass  «    einen    positiven    imaginären    Theil    hat,   und    a   resp.   ß 

positiv  sei,  ausgeschlossen.     (  — j  und  (-^j   ist  das   Legendre- 

Jacobi'sche  Symbol  aus  der   Theorie   der  quadratischen  Reste, 

mit  der  Erweiterung,  dass  (y)  und  f  — J  ^  1  sein  soll.     Wenn 

im  ersten  Falle  cc  oder  im  zweiten  ß  negativ  ist,  so  müssen  rechts  die 
sämmtlichen  Vorzeichen  von  w,  /3,  y^  ö  umgekehrt  werden.  Wenn 
sowohl  a  als  ß  ungerade  sind,  so  kann  sowohl  (15)  1.  als  (15)  2. 
angewandt  werden,  und  beides  ergiebt,  wie  man  leicht  auf  Grund 
des  Reciprocitätsgesetzes  der  quadratischen  Reste  nachweist,  das- 
selbe Resultat,  Es  ist  nämlich,  wenn  a  und  ß  ungerade  sind, 
a  positiv  angenommen  wird,  und  das  obere  oder  untere  Zeichen 
gilt,  je  nachdem  ß  positiv  oder  negativ  ist: 


©  m) 


-t-  e     * 


-m 


V^i(cc  +  ß(o)  =  e     '      Va^ßto 
und  die  Identität  von  (15)  1.,  2.  ergiebt  sich  dann  aus  der  Con- 
gruenz 

—  3a/34-  /5(a-f-d)  —  {ß'i  —  \)ay  =  a{y  —  ß)  —  («2—1)  ß8  (mod  24). 

Dass  durch  (15)  die  Formeln  (8)  bis  (11)  befriedigt  sind,  ist 

unmittelbar  einzusehen,  und  es  bleibt  noch  zu   zeigen,  dass  (13) 

und  (14j  erfüllt  sind.    Wir  beginnen  mit  (14),  wobei  angenommen 
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werden  kann,  class  oc  ungerade  (und  positiv)  sei;    denn  vertauscht 
man  in  (14)  co  mit  — 1:«,  so  vertauschen  sich  cc  und  — /3,  und 
diese  können  nicht  beide  gerade  sein. 
Es  ist 


da  beide   Seiten   dieser  Gleichung   einen   positiven   reellen   Theil 
haben,  und  danach  ergiebt  sich  aus  (15)  1 : 

\y,  d     CO  J 

//3\   .^      ^C"(>'-/3)-(«'^-l),^'5],/ ^ 

=  f-^j  ^  ^     e'^  V—  i  (—  ß  +  «»)• 

Dieselbe  Formel  aber  erhält  man,  da  ( — ^J  :=  i  ("  — 1>  (  — ), 


aus  (15)  2.  für 


E 


a» 


und  damit  ist  (14)  bewiesen. 

Es   bleibt  noch  die  Formel  (13).     Ist  zunächst  ß    ungerade 
(und   positiv),    so   ergiebt  sich   (13)  unmittelbar  aus  (15)  2.   auf 
Grund  der  Congruenz 
{ß^'  —  \){l--ßy  —  a6-ß8)=—ß{ß^^—  l)(2>^-|-d)^0(mod24). 

Ist  ß  gerade,  so  ist  a  ungerade.  Nehmen  wir  a  positiv,  so 
kann  (^-\-ß  positiv  oder  negativ  sein.  Gelten  im  ersten  Falle  die 
oberen,'  im  zweiten  die  unteren  Zeichen,  so  ergiebt  uns  (15)  1 : 

(16)  «^  £  (;;' J « + 1)  == 

Nun  ist,  wenn  die  unteren  Zeichen  gelten, 


V-  («  +  /3  +  ^09)  =  i  V«+  ß-^-  ß^. 
ferner  nach  dem  Reciprocitätsgesetz  der  quadratischen  Reste: 
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(.-f,) =(-)--© 


«  —  1  ß  (cc  —  1) 

und  daraus  folgt  leicht  die  Uebereinstimmung  der  beiden  Aus- 
drücke (16),  (17)  und  mithin  die  Richtigkeit  der  Formel  (13)  nach 
der  Congruenz 

ß(^a  —  2y  +  ß  —  d^ß^d-\-2aß8)^0  (mod  24), 
die    sich,    da    ß    gerade  vorausgesetzt   ist,    aus   ad  —  /3  y  =  1 
ergiebt. 

Somit  sind  also  die  Formeln  (15)  als  richtig  erwiesen. 

Setzen  wir 

(18)  '  -E("'J«)  =   BVa  +  ß(o,     ■ 


SO  ist  e  eine  24te  Einheitswurzel,  deren  Product  mit  Va-|-/3(a 
durch  (15)  vollständig  bestimmt  ist,  und  es  ergiebt  sich  die 
Transformation  der  ?^-Function 

Für  £^^  findet  man 
(20)  8^^  =  (—lyß  +  Y^  +  ßY, 


1)  Nach  dem  Reciprocitätsgesetz  ist,  wenn  ß  =  ±  2ß'  gesetzt  und  ß' 
ungerade  und  positiv  angenommen  wird,  wenn  a  -\-  ß  positiv  ist 

Ist  A  >.  2,  so  sind  diese  beiden  Werthe  einander  gleich,  ist  Ä  =  1,  so 

unterscheiden  sie  sich  durch  den  Factor  ( —  1)  2  ^  in  Uebereinstimmung 
mit  der  ersten  der  obigen  Eormeln.  Die  Richtigkeit  der  zweiten  Formel 
ergiebt  sich,  wenn  a  -\-  ß  negativ  ist,  aus 

V-  {ic  -f  ß)J       V«  +  ßJ  \ß')  ^      ^ 

^l  «  —  1  (« —  1)  (ß'  —  1) 

(4)  =  (?)(7)'--*-'-^~- 


I 
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§.  34.     Lineare  Transformation  der  -ö-- Functionen. 

Hiernach  sind  die  Transformationsformeln  der  O'-Functionen 
einfache  Folgen  der  Grundeigenschaften  der  ö- Function,  durch 
die  Substitution 

(«i,  töa)  =  Q  ^J  («1,  «2) 
ungeändert  zu  bleiben.     Beachtet  man,  dass 

ist,  so  giebt  die  Formel  (4),  §.  32,  mit  Rücksicht  auf  §.  30,  (14), 
wenn  man  «i,  «2,  '»?i  durch  wi,  cj'2,  rj'i  ersetzt  und 


(1) 

,          u 

U 

V 

«2 
«  =  — , 

(2) 
setzt : 

091 

^      '      1/3 

Wl         «  -)-  poj 

"~  w  -f-  /3o' 

(3)  e-^^i^-'  ^n  (^',  «')    =   £3  y^  _^  ^^  ^^^  (^^  ^^^ 

Die  Transformationsformeln  der  drei  übrigen  Functionen 
"^00:  '»'^011  '^10  sind  verschieden  in  den  sechs  Classen  des  §.31,  und 
können  aus  den  Formeln  (5),  §.32  in  derselben  Weise  hergeleitet 
werden.  Man  kann  die  sechs  Fälle  aber  auch  in  ein  einziges 
Formelsystem  zusammenfassen,  welches  man  aus  (3)  erhält,  wenn 
man  v  ersetzt  durch 

also  v'  durch 

^+F       ^+T'     ^+— ^— ' 

und  dann   auf  der  rechten  und  linken  Seite  von  (3)  die  Formeln 
(6),  (7),  (10)  des  §.  18  anwendet.     So  kommt: 

(4)  Q-Tti^^vV    ^•^^{v',   G3') 
Ttiuß 


(5)  ß-rti^ivv'    ^^^    (^'^   co') 


TtivS 


i^-l    e         *       8^    V(^  +  ßG)^l  +  S,l-y    (V,    «), 
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(6)  e-ni[ivv'  ^^^  (^y'^  tjj'j 

Die  vierten  Potenzen  dieser  Functionen  lassen  sich  einfacher 
ausdrücken  durch 

worin   in   den   sechs   Classen   die    Charakteristiken   (^i,  g.^)    und 
(g'i^  g'i)  der  in  §.  31  gegebenen  Tabelle  entsprechen. 

Eine  einfachere  Transformationsformel  erhält  man  aus  den 
ö- Functionen  für  das  Product  der  drei  '9'-Functionen  (4),  (5),  (6). 
Es  ist  nämlich,  wenn  man  das  Product  der  drei  Functionen 
§.  32,  (5)  bildet: 


3>?m^     -^00    (  — ,   —  ^01    (  — ,   —  )       ^10    (  — ,    —  ) 


'00  ''Ol  "10 

eine  Function,  welche   bei  linearer  Transformation   völlig  unge- 
ändert  bleibt.     Macht  man  noch  Gebrauch  von  der  Relation 

rji  co^  —  7}^  ca[  :=  —  7t  i  ß, 
die  sich  aus  §.  30,  (14)  ergiebt,  so  folgt 

/gx  O-Qo  {V,  Co)  %-Q^  (V,  Co)  '0-10  (V,  03) 

'^00  '^01  ''^10 

^     -sniiivv'  >»oo  (v\  o)')  d',,  (v\  cj')  ^10  {v\  a') 
^oo(0,  a3')^oi(0,  «')^io(0,  (o'Y 
worin  man  noch  nach  (19)  des  vorigen  Paragraphen 

^oo(0,«')^oi(0,«')^io(0,«')  =  63   Va  +  ßco'  -^00^01^10 
setzen  kann. 

Wir  ziehen  aber  aus  (8)  einen  anderen  Schluss:    Setzt  man 
nämlich 

2h  2h(a  -\-  ßco) 

n  n 

und  nimmt  das  Product  für  ä  =  1,  2,  •  •  — - — ,  so  ergiebt  sich 
mittelst  der  bekannten  Relation 

W2—  1 


2J    h    =  n 


24    ' 
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wenn  man  auf  der  rechten  Seite  von  (8)  die  Formel  (23),  §.  27 
anwendet: 

n— 1 


r 


(9)  2-^    h  ^  *„,  (!^(^±M)  *.,(?M^^)  *,„(^^±M) 


n'^—1            ni  n^  — 1    ,,      ,    „    .              n— 1            n— 1             n— 1 
/i(a  +  ßw)  

10  1 


worin  nun   w,  /3  irgend  ein  Paar  relativer  Primzahlen  sein  kann. 


^.  35.     Lineare  Transformation  der  Functionen 
I  /(«),/i  («),/,(«). 

Die  Formeln  für  die  lineare  Transformation  der  /-Functionen 
sind  nach  §.  29,  (9)  eine  einfache  Folge  'der  Transformation  der 
ij-Function. 

Setzen  wir  in  der  linearen  Transformation 


zunächst  /3  als  gerade   und    folglich  oc,   b   als  ungerade  voraus, 
so  ist 

'■•      G:°),e;5)  -  (:i:)G:°) 

Es  ist  aber  nach  §.  29,  (9): 

und  wenn  wir  also  die  Substitution 

y  -f-  do 

a  -f-  /3cl) 
machen,  so  ergiebt  sich,  mit  Benutzung  der  Bezeichnung  des  §.  33 


2r,   ö 
;  worin  (15)  1,  §.  33  zu  beachten  ist.    Diese  Formel  giebt 
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Es  ist  aber 

=  — 8[a(y  — ^)  — (a2_i)/3d]  (mod  3), 
und  wenn  wir  also  zur  Abkürzung 

-^[a(y-/*)-(a2-l)ßcJ] 

(3)  ()  =  e       8 

setzen,  so  ergiebt  sich  aus  (2): 

(^)  /^  e-^) = ©  ^  «"^"'^^^^v.«»),  ^ -  0  (.od  2). 

In  derselben  Weise  lassen  sich  alle  anderen  Formeln  dieser 
Art  herleiten;  man  erhält  sie  aber  einfacher  aus  (4)  selbst  mit 
Benutzung  der  Fundamentaltransformationen  §.29,  (13),  (14),  (15). 
So  ergiebt  sicli ,  wenn  man  in  (4)  o  durch  —  1 :  co  ersetzt  und 
dann  a^  /3,  y^  Ö  mit  /3,  — w,  ö,  — y  vertauscht  (wodurch  q  unge- 
ändert  bleibt): 

(^)/^(:-^)  =  (|-)^«'^"^""'/.(^),     «^0(.od2), 

und  ersetzt  man  hierin  co  durch  ca  -\-  3  und  y,  w  durch  7  —  3  ö, 
OS  —  3  /3,  so  folgt 

^«)  /^  C-T?^)  =  -  ^  «"^'"""'/H.      «  -^-0  (mod2). 
Setzt  man  in  (4),  (5),  (6) 

J^  Va  + j3«/       ^'  V     y  4-Ö«/ 
und  vertauscht  dann  a,  /3,  y,  d  mit  —  7,  —  d\  w,  /3,  so  ergiebt  sich 

(^)  /^  e-i  ^3 = (7)  ^  «-'^""- V.«»),  ^  -  0  (.od2) 

(8)  =  (I)  e  r'-^''''" ^ 'Vi  ("),    r  =  0  (mod 2) 

(9)  =     -    p  e"  '"^'  ■"'  **  ""■'  /(«),  y-S  =  0  (mod  2) 
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Aus  (9)  und  (6)  erhält  man,  indem  man  o  durch  — ^      '^ 

^  0  —  ßco 

und  dann  w,  /3,  y,  8  durch  d,  —  |3,  —  y,  oc  ersetzt: 

(l')/(^)  =  -  ^  «"^^ '""""/.««),    /J-d  =  0(mod2), 

und  wenn  man  endlich  in  (10)  co  durch  cj  -\-  9  und  j^,  a  durch 
y  —  9  0,  cc  —  9/3  ersetzt : 

0«  /(j^:)=.(Ä).--'--'""'"-"/(»). 

«  +  /3  +  y— ö  =  0  (mod  2)  i). 

1)  Die  von  Hermite  (Sur  la  theorie  des  equations  modulaires,  Paris 
1859)  eingeführten  Functionen  g)  (w),  ^(w),  /(w)  hängen  mit  den  Functionen 
f(^)i  f\{^)i  f^i^)  durch  die  Gleichungen 

zusammen.  Die  Transformationsformeln  der  /-Functionen  lassen  sich  mit 
Benutzung  der  Relation  « (f  —  ßy  z=z  \  auf  mannigfaltige  Weise  umge- 
stalten. So  sind  die  von  Hermite  a.  a.  0.  angegebenen  Formeln  nicht 
ohne  Weiteres  mit  den  unserigen  als  identisch  zu  erkennen.  Eine  einfache 
Rechnung  zeigt  aber  ihre  Uebereinstimmung.  Die  oben  gegebenen  Formeln 
haben  den  Vorzug,  dass  sie,  ohne  an  Einfachheit  zu  verlieren,  je  zwei  der 
sechs  Transformationsclassen  in  einen  Ausdruck  zusammenfassen. 


Vierter  Abschnitt. 
Die  elliptischen  Functionen. 


§.  36.     Zusammenhang  der  -^--Functionen  mit  den 
elliptischen   Integralen. 

In  Folge  von  §.  18  bestehen  zwischen  den  Quadraten  der 
vier  '^•-Functionen  zwei  von  einander  unabhängige  lineare  Glei- 
chungen, so  dass  man  zwei  von  diesen  Quadraten  durch  die 
beiden  anderen  oder  auch  alle  vier  durch  zwei  unabhängige 
Variable  |,  rj  ausdrücken  kann.  Indem  wir  das  Letztere  thun, 
bezeichnen  wir  mit  |i ,  rji;  ^2»  % '■>  Is  ^  %'■>  ^i-,  Vi  Constanten  und 
setzen,  indem  wir  an  die  Bezeichnungsweise  des  ersten  Abschnitts 
(§.  3)  anknüpfen: 

-^01  (u)  =  ^rji  —  V^i  =  (I  ^i)^ 

.  ^?iW  =  ^V2-V^2  =  av2% 

%  M  =  I  »?4  —  ^  I4  =  (I  ^4)- 
Zwischen  den  Gonstanten  |f,  rji  und  den  Werthen  -O-qj,  O-^o,  ^00 
bestehen  vier  Relationen,  die  sich  aus  den  Gleichungen  (14)  des 

§•  18 

(S  Vd  *§i  =  (?  1.)  *5o  -  (I  »12)  «-So 

herleiten   lassen.     Man    kann   diesen  Relationen,   indem   man   in 
(2)  i,  rj  ^=  li,  jj,  und  =  I2,  %  setzt,  die  Form  geben: 
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(li  ^3)  %  =  (I2  ^1)  ^ 


001 

«2  ^3)  '^^i  ^  (I2  ^1)  ^'^0, 
^^  (li  ^4)  %  =  (I2  ^1)  ^^0, 

(I2   ^4)  ^01   :=  (I2  ^1)  %, 

WOZU  man   noch  fügen  kann,   indem   man    in   (2)  |,  ?^  =  I4,  '»?4 
setzt  und  §.  18,  (15)  benutzt: 

(4)  (I4  ^3)  =  (I2  ^1), 

und  aus  (3)  und  (4)  folgt  für  die  Doppelverhältnisse: 

...  (I2  V,)  (li  nd  _  «1» 

^'  (li  »^3)  (I2  -J*)    "    *Jo' 

/f.^  (Il    »i2)   (1.    ^4)     ^    % 

■   ^  (li  '):0  (I2  '/J  *Jo' 

Wenn  wir  nun  zwei  der  Gleichungen  (1),  etwa   die  beiden 
ersten,  diiferentiiren,  so  folgt: 

2-^01  W  -^ii  W  du  =  7}^  d^  —  ^^  dri 
2'9'ii  (w)  -O-n  (w)  (^^  =  ^2^1  —  ^2  dri 
und  daraus  mit  Benutzung  von  (1) 

2  O-oi  (ii)  O-ii  W  [%  (t^)  d',,  (u)  —  ^n  W  -ö-oi  W]  ^^ 

=  (l2%  —  n-i^i)  {^dri  —  ri  d^)  =  (^2  ^1)  (I  dri) 
und  mit  Benutzung  von  §.  20  (6): 

(7)      2  7t  ^l^  ^00  W  ^11 W  ^10  W  ^01  (u)du  =  (li  t?2)  (I ^ ^). 
Führt  man  hierin  nach  (3) 

ein,  und  setzt  für  die  0-- Functionen   die  Ausdrücke  (1),  so  folgt 
schliesslich 

(9)  2^»l,du  -      Vfe^H)fe^4)(M^) 


so  dass  du  durch  ein  elliptisches  Differential  erster 
Gattung  ausgedrückt  ist. 

Es  ist  durch  (1)  das  Verhältniss  ^irj  als  doppeltperio- 
dische Function  von  m  bestimmt.  Desgleichen  sind  aber  auch 
die  Verhältnisse  der  Quadratwurzeln 

(10)  Vd^  V(l^,  Vö^,  VWvi) 

als  eindeutige  doppeltperiodische  Functionen  erklärt,  und  das 
Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  in  (9)  ist  hierdurch  und  durch 
(8)  ebenfalls  eindeutig  bestimmt. 
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[§•  37.] 


Wir  bemerken  noch  die  folgenden  zusammengehörigen  Werthe : 

1 


(11) 


wie  aus  (1)  sofort  hervorgeht. 


u^^co, 

i-n  =  li 

■  ni^ 

w—  0, 

V-n  =  1, 

:%> 

1 
«=   2' 

^■■n    =    1:, 

:%, 

1  +  ca 

|:^  =  l4 

:i)4, 

§.  37.     Jacobi's  elliptische  Functionen. 

Die  letzten  Betrachtungen  haben  einen  bemerkenswerthen 
Zusammenhang  zwischen  den  doppeltperiodischen  Functionen  und 
den  elliptischen  Integralen  erster  Gattung  ergeben.  Um  diesen 
Zusammenhang  tiefer  zu  ergründen,  gehen  wir  zunächst  auf  die 
Legendre'sche  Normalform  über.     Wir  setzen: 

(1)        t?:|  =  e,    ll=0,    %=0,    |,=rl?3,    L=^'Vi.    X'2=l-X2 

und  erhalten  aus  (3),  §.36 
(2) 

(3) 

Aus  (1)  und  (9)  des  vorigen  Paragraphen  findet  sich 


Vi 

^!o           V^ 
'         ^oV          Vi 

-^fo           Vi 
^li'        Vi 

^ll 

^00 

v^ 


(4) 


(5) 


'^00    '^ll  W 

'^Ol    '^10  (^) 
-^10    -^01  («*) 


=  Vi-t 


^n- 


r        ^^ 


worin  der  Integration s weg  und  die  Bedeutung  der  Wurzelzeichen 
durch  die  Formeln  (4)  selbst  bestimmt  ist,  wenn  der  Uebergang 
von  0  zu  w  in  der  m- Ebene  gegeben  ist.    Es  darf  aber  dann  auch 
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der   Integrationsweg  in   (5)  geändert   werden,    wenn   dabei   nur 

keiner  der  singulären  Punkte  oo,  1,  —  überschritten  wird. 

Die  Gleichung  (5)    lässt    sich    in    folgenden    drei   Formen 
schreiben : 


dVt,  r=    ;r  %  1/(1— 0(1  -5C20    du, 


(6)  dy\-l     =      -  Tt^loV^a-ycn)  äu, 


I 


dvi-%n  =    -  ^^Eo5c2  n(T— ö  du. 

Führen  wir  eine  neue  Variable  v  ein  durch  die  Gleichung 

(7)  nd-lou  =  V, 

so  werden  die  Gleichungen  (5),  (6): 


(8) 


1    /  dt 

2  J  yt(i-t)(i-x 


Vt(l-i)(l-nH) 


dVt  ■=   1/(1 -0(1 -x'-^^c?^ 

(9)  dMY-\     =         —Vi{^^^)dv 


dVl—%'^t=    —  %^  Vt{l  —  t)  dv 

und  nun  betrachten  wir  die  drei  Grössen  Vj  r=  a?,  Vi  —  ^  ==  ?/, 
Vi — ^2^  =  <s,  durch  (4)  und  (7)  definirt,  als  Functionen  der 
Variablen  v.  Nach  (4)  sind  es  eindeutige,  doppeltperio- 
dische und,  abgesehen  von  einzelnen  Punkten,  in  denen  sie  un- 
endlich werden,  stetige  Functionen  von  v.  Sie  werden  nach 
Jacobi  sinus  amplitudinis ,  cosinus  amplitudinis ,  z/ amplitudinis 
von  V  genannt  und  mit  sinamv,  cosamv,  z/  amv  bezeichnet. 
Wir  wollen  uns  hier  der  schon  im  §.  10  erwähnten  kürzeren 
Gud  er  mann' sehen  Bezeichnung  sn?;,  cn?;,  dn?;  bedienen,  so  dass 

hlM^   -Ldnv. 
'^01  (w)  ]/x' 

Diese     Functionen     genügen     nach     (9)     den     Differential- 
gleichungen 
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dx 

(u)  4^  =  -.^ 

^    ^  dv 

dz  2 

dv  ^ 

und  den  Nebenbedingungen 

(12)  snO  —  0,         cnO  =  1,         dnO  =  1. 
Es  besteben  zwischen  ibnen  die  Relationen 

(13)  if  =  1— ;Z-2,         ^'^  =  1—K'^xK 

Aus  den  Fundamentaleigenschaften  der  -O'-Functionen  ergeben 
sich  die  ersten  Eigenschaften  der  elliptischen  Functionen: 

(14)  sn^'  =  —  sn  ( — v)^     cnv  :=  cn( — v)^     dn?;  =  dn( — v% 
d.  h.  sn^?  ist  eine  ungerade,  cn^7,  dn?;  sind  gerade  Functionen. 

Setzen  wir  noch 

(15)  ^r-O-^o  =  2Z;         nd-loco  =  2iK\ 

l      G)     1   -\-  (X) 


SO  erhält  v  die  Werthe  K^  i  K\  K  -\-  i  K\  wenn  u  = 
wird,  und  es  folgt  aus  (4)  mit  Rücksicht  auf  §.18: 

snJ5r=  1,      ^n{K^iK')  =- 


2'  2'       2 


1% 


(16)  cnZ^r=0,      c\i(K-{-  iK')  z= 

dn^  =  x',      dn(X+  iK')  ==  0 
sn  «  K\       cn  i  ^',       dn  ?'  ^'  =   co . 
Nun  lassen  sich  K^  K'  vermittelst  (8)  durch  bestimmte  Inte- 
grale ausdrücken  und   man  erhält,  wenn  man  v  von  einem  Eck- 
punkte des  Parallelogramms  O^K^K-\-  iK\  iK'  bis  zum  folgenden 
längs  der  Peripherie  sich  bewegen  lässt,  also  u  längs 

1         l-j-W       05 


0, 


2'        2     '    2 


1 


J  Ve(i_e)(i-x^i;) 


(18)  »Ä'=|  /'.,         ''^ 
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_  TT  - 1  r      ^^ 


I 

(20)  -iK'  =  \f  ^^ 


Die  VVerthe  von  V^  l/l  — ^,  l/l— x^  sind  bei  diesen  Inte- 
grationen durch  die  Formeln  (4)  bestimmt.  Wenn  aber  cö  rein 
imaginär  und  in  Folge  dessen  x^  ein  positiver  echter  Bruch  und 
/f,  K'  reell  und  positiv  sind,  so  sind  die  Wege  für  v  der  reellen 
und  imaginären  Axe  parallel,  und  mit  Rücksicht  auf  die  Be- 
merkungen am  Schluss  des  §.  22  zeigen  die  Formeln  (4)  Folgendes: 

In  (17)  sind        V^     l/l  — ^,     Vi— %H  reell  und  positiv, 

„  (18)    „       VliV\=^,    VT^^^t   „       „      „ 
„  (19)   „      yii]/\:ii^  iVi-Tcn  „ 

„  (20)  „-^vs;  VT^  vr^^  „     „     „ 

und  vT  hat  auf  keinem  der  Integrationswege  ein  Maximum  oder 
Minimum.  Es  können  daher  K,  K'  durch  die  vier  folgenden 
reellen  Integrale  mit  positiver  Quadratwurzel  erklärt  werden: 


K 


1  f        cn  _  1  / 


cn 


2^    \/t{\-V)il-%^t)    '       '^L     l/^(^-l)(x2g_l) 

—    CO  1 

§.  38.     Die  Jacobi'schen  Functionen  @(v)^  H(v). 

Wenn  man  die  -O- -Functionen  der  Variablen  u  als  Functionen 
von  V  betrachtet,  so  erhält  man  die  Jacobi'schen  0-Functionen. 
Wir  setzen  mit  Rücksicht  auf  (7)  und  (15)  des  vorigen  Paragraphen 


Weber,  elliptische  Functionen, 
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SO  dass  &{v),  H(v)  als  Functionen  t(v,  2  K,  2  K')  zu  bezeichnen 
sind,  und  nach  §.  22  ist 

0  (i?)  =  1  —  2  (if  cos  -^ — [-  2  ^4  cos  — ^F 2  ^-^  cos  — ^  -| 

(2)  A  A  il 

H(v)=::         2^4  sin^-^   —  2^4sin^-^  +2^*  ^^^TZ 


7t  K'        n  »1 


(3) 
Ferner: 


Nach  §.  18  (10)  ist 

'h{v)  =^—ie~~^^'^  S{v  +  iK') 

7t  K'        7t  iv 


wonach,  mittelst  der  Formeln  (3),  (10),   (15)    des   vorigen  Para- 
graphen : 

(5) 


.m=V?#.      .(0)=V^,     HW=V^; 
endlich  die  Darstellung  der  elliptischen  Functionen: 


777-T  =^  i/xsnv 


(6)  ,-,.'  ,    ^  =  t  -  cn  V 

®{v^K)  _    1 

©0')    "W''^""- 

Die   Functionen  0,   //  haben,   wie   aus  (3)   leicht  folgt,   die 
durch  die  folgenden  Gleichungen  ausgedrückte  Feriodicität : 

/n\  n'^TtK'         rtinv 

^^  0{v  +  2niK')  =  (—iye~^  ^^&(v), 

H (v  +  2  n  K)  =  {—iyH (?) 

H{v  +  2ni  K')  =  {-\fe    ^  ^     H(v). 
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Es  ist  bisweilen  nützlich,  die  Gleichungen  (3),  (7),  (8)  folgen- 
dermaassen  zusammenzufassen: 

n^^Tti  K'        Ttinv 

(^)  0{v  -\-  n  i  K')  =  ?>  e~^  ä^  ~  TT"  ^f(^>^^ 

worin,  wenn  n  gerade,  CP  und  *F  beide  gleich  0  oder  beide 
gleich  //,  wenn  n  ungerade,  0  =  6>,  ^F  :=  H  oder  0  =  H, 
^  =  0  zu  setzen  ist. 

Aus  §.  19,  (2),  (4)  ergeben  sich  die  Additionsformeln: 

02  (0)  0(U-J-V)&  (U  —  V)=&^  (U)  02  (i;)  _  f/2  (^j  i/2  (^j 
^^^^   02(O)/^(w-^^)ii(t*_^)    =    if2(^)02(^)_@2(^)H-2(/), 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

@^ (0) @ {u-\-v)  @ (u  —  v)  =  @^(u)@'-(v){l  —  K^sn^um'iv) 
^^ ^^    02  (0)  H(u  + 1;)  H(w  _  ^)  =r  02  (^i)  02  (^.)  ;c  (gn^  1^  —  sn2  ^;). 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  die  Sätze  über  die  '^--Functionen 
auf  die  elliptischen  Functionen  zu  übertragen  und  beginnen  mit 
dem  Additionstheorem. 


§.39.    Additionstheorem  der   elliptischen  Functionen. 

Aus  den  vier  -9- -Functionen  lassen  sich  im  Ganzen  zwölf 
Quotienten  bilden,  welche  nach  §.37  durch  elliptische  Functionen 
ausdrückbar  sind.  Bildet  man  diese  Quotienten  für  das  Argument 
u  -^  v^  so  kann  man  dieselben  nach  §.19  durch  -O-- Functionen 
von  u  und  von  v  einzeln,  also  auch  durch  die  entsprechenden 
elliptischen  Functionen  darstellen,  und  zwar  immer  so,  dass  der 
Nenner  nur  Quadrate  von  -O-  enthält,  also  rational  durch  sn^u^ 
sn'^v  ausgedrückt  wird.  Nehmen  wir,  um  ein  Beispiel  durchzu- 
führen, die  Formel  (5),  §.  19,  und  dividiren  sie  einmal  durch  (1) 
und  dann  durch  (4)  (indem  wir  das  erste  Mal  in  (5)  v  m  —  v 
verwandeln),  so  folgt: 

^    -»00  (u)  ^n  W  ^01  (^)  '^lo  (^)  +  ^01  (^0  ^10  W  ^00  W  '»11  (^) 

'»10      -»00  (^  +  ^) 
-»Ol      '»11  (^  +  «^) 
^     ^00  (U)  ^H  (n)  ^ot  (V)  ^10  (V)   -    .%,  (U)  ^,0  (U)  ^00  (V)  ^,,  (v) 

8* 
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und  wenn  man  u.  v  ersetzt  durch  u\2K,  v.lK^  so  kann  man 
nacli  §.  37,  (10)  Alles  durch  elliptische  Functionen  ausdrücken. 
Man  erhält  so 

sn  (w  +  t»)    dn  u  sn  n  cn  ^;  -f-  dn  v  sn  v  cn  u 

^  ^  dn(^t  ^  v)  dn'^wdn^v  -|-  z'^x'- sn'-^itsn-^i;  ' 

dn  (u  -|-  v)  dn %i  sn ugwv  —  dn v  sn  v  cn  w 

^  ^  sn  (m  -|-  v)  sn"^M  —  sn^i; 

Auf  demselben  Wege  erhält  man  aus  den  Formeln  (6),  (3), 
(4);  (7),  (2),  (4);  (8),  (2),  (3);  (9),  (1),  (2);  (10),  (1),  (3) 
des  §.19: 

sn  {n  -\-  v)    cwu^TiU^nv  -\-  cnvsni;dnw 

cn  {u  -\-  v)  cn^if  cn2^7  —  x'^sn'-^wsn^v 

cn  {u  -\-  v)    cn u  sn u  ^nv   —  cn  y  sn  v  dn n 

sn  (li  -\-  v)    ~~  sn'^?(  —  sn2?; 

sn  %i  cn  V  dn  v  -|-  sn  t?  cn  i^  dn  u 
1  —  y,'^  %\\'Hi  ?>YL- V  ' 


(3) 
(4) 
(5)  sn  (ti  -\-  v) 


(6) 
(7) 
(8) 
(9) 
(10) 

(11) 
(12) 


1  snw  cn?;  dn?;  —  snt»  cum  dn?( 

sn2?i  —  sn"?;  ' 

cn  ?*  cn  ?;  —  sn  ?i  sn  v  dn  u  dn  v 
1  —  x2  sn2  ?fc  sn'-^  V  ' 

cn  ?(  cn  V  -\-  sn  w  sn  v  dn  w  dn  v 
cn2?4cn2?;  —  x'^sn'-^^isn^?;  ' 
dn  ?i  dn  ?;  —  x^  sn  ?^  sn  ?;  cn  ?i  cn  ?; 
1  —  x'-^  sn2  ^^  sn2  v  ' 

dn?f  dn?;  -j-  x^  sn  ?t  sn «;  cn ?i  cn  ?; 

dn'-^  u  dn-^  v  +  x^  x'^  sn^  ^*  sn^  ?; 
dn  ?^dn  ?;  cn  ?i  cn  ?;  -f-  x'"-^  sn  u  sn  y 

cn2  u  cn2  ?;  —  x''^  sn'-^  u  sn^  ?; 
dn  ti  dn  ?;  cn  ?i  cn  ?;  —  x'^  sn  ?i  sn  v 


sn 

(« 

+ 

V) 

cn 

(« 

] 

+ 
[ 

V) 

cn 

(« 

+ 

V) 

dn 

(« 

+ 
1 

v) 

dn 

(M 

+ 

V) 

dn 

(U 

+ 

V) 

cn 

{u 

+ 

V) 

cn 

(« 

+ 

V) 

dn  (u  -f-  v)  dn'-^  n  dn^  v  -{-  x'^  v!'^  sn^  u  sn^  v 

Man  kann  noch  mannigfache  andere  Formeln  auf  dieselbe 
Weise  herleiten,  unter  denen  wir  die  folgenden  drei  anführen, 
die  durch  Division  von  §.  19,  (4),  (3),  (1)  durcli  (2)  sich  ergeben. 

X     s       ,     ,     N       /  N  sn2?^  —  sn2?; 

(1 3 )  sn  (ii  -4-  ^)  sn  in  —  v)  =  ~ — -— , 

\     )       \     \     f       \  /         1  —  x^sn^i^sn^?; 

^     ^        ^      ,     ^        ^  ,  cn2t(cn2i;  —  x'2sn2?^sn2?; 

(14)  cn  {u  -\-  v)  cn  {%  —  v)  = — , 

\     }       \      \     ^       \  f  \  —  K-'sn-?*sn-'?; 


1  - 

-  x'-^sn'^ 

11  sn'-^ 

V 

cnu 

cn  i; 

—  snu 

sn^; 

dn 

u  dn  i; 

1  — 

-  x2sn2 

U  Sil  2 

V 

dnu 

dn  y 

—  x'^snu  snv 

cn^t 

cn  y 
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.,  ^.      ,    .      1     .   ,    .          .           dn'^u  dn'^v  A- x'^yt''^  snHi  sn'h) 
(lo)     dii(tt+?;)dn(tfr  — y)  == L — 

Die  wichtigsten  unter  diesen  Formeln  sind  (.5),  (7),  (9),   aus 
welchen    sich,    wenn    auch    durch    weitläufige   Rechnungen,    die 
''  übrigen  alle  herleiten  lassen.     Der  Uebersicht  halber  setzen  wir 
sie  noch  einmal  her: 

.     ,     .  snti  cntJ  dnv  +  snz;  CUM  dntt 

I    (16)  Cll^U+v)r= 

Indem  man  je  zwei  dieser  Gleichungen  combinirt,  kann  man 
ihnen  unter  anderen  die  P'ormen  geben: 

cn  (it  -\-  v)  dnu  dn  v  —  dn  (u  -\-  v)  cn  u  cn  v  =  —  x'2  sn  a  sn  v 
dn  (li  -\-v)  snucnv  —  sn  (u -\- v)  du  u         r=  —  cn  u  sn  v 
sn  (u  -\-  v)  cn  u  —  cn  (ti  -f-  v)  sn  it  dn  v  =  dnu  sn  v 

cn  (u  -f-  z;)  cn  u  -j-  sn  (m  -j-  i;)  sn  i*  dn  y  n=  cn  «;. 

Wir  wenden  die  Formeln  (16)  zunächst  an  zur  Feststellung  der 
Periodicität  der  elliptischen  Functionen,  die  sich  natürlich  auch 
aus§.  18  herleiten  lässt.  Setzt  man  in  (IC))  v  =  ^  K^  v  =^  ^  +  ^  ^^' 
so  folgt  aus  §.  57,  (16): 

V    _     /        —dnu  ^      '         '  ^        X    cn «^ 

(18)  cn(«±ür)=+4?;^,    (19)cn(«  +  i:+.X')  =  -'^'i 

und  wenn  man  in  (19)  u  in  u  —  K  verwandelt: 

1       1 


sn(^t-|-^/f' ) 


K    smt 


(20)  cn  (u  -\-  i  K')  = 


X    sn  u 

cnu 


dn(u-\-iK')  =  - 

'  ^  snii 

Wendet  man  dieselben  Formeln  nochmals  an,  so  folgt; 
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sn {u-\-2  K)  =  —  sn u,  sn {u -\-2iK')  =  snu 

(21)    cn(u  +  2K)  =  —  Gnu,     (22)    cn(u  +  2iK')  =  —  cnu 
dn  {u  -{-2K)  =  dn  m,  dn(u-\-2  i  K')  =z  —  dn  u. 

Die  gemeinschaftlichen  Perioden  dieser  drei  Functionen  sind 
also  4ir,  4:iK'\  ausserdem  hat  aber  sntt  die  Periode  2iK\  dnu 
die  Periode  2  Ä",    cn  ii  die  Periode  2  X  -)-  2  ^  K'. 

Wir  geben  nur  dem  Satz  über  0- Functionen  (§.  18)  einen 
anderen  Ausdruck,  indem  wir  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Jede  doppelt  periodische  Function  von  v  mit  den 
Perioden  2.K^  2iK'  (welche  überall  den  Charakter 
einer  rationalen  Function  hat)  ist,  wenn  sie  eine 
gerade  Function  ist,  eine  rationale  Function  von  sn^?;, 
und  wenn  sie  eine  ungerade  Function  ist,  das  Pro- 
duct  von  snt;  cnv  dcnv  mit  einer  rationalen  Function 
von  sn^i;. 

So  kann  man  jeden  Satz,  der  sich  auf  homogene  Functionen 
nullter  Ordnung  von  -ö-- Functionen  bezieht,  in  einen  Satz  über 
elliptische  Functionen  verwandeln,  und  erhält  daraus  wieder 
entsprechende  Sätze  über  elliptische  Integrale.  Man  erkennt 
sofort,  dass  die  Additionsformeln  (16)  keine  anderen  sind,  als  die 
Formeln  des  §.  9  im  ersten  Abschnitt.  In  derselben  Weise  liefert 
uns  die  Transformationstheorie  der  -^-Functionen  eine  Lösung 
des  J  ac  ob  i' sehen  Transformationsproblems  der  elliptischen 
Integrale,  wie  wir  es  im  §.  5  dargelegt  haben. 

Wir  wollen  dies  an  den  beiden  Haupttransformationen  zweiter 
Ordnung  nachweisen,  die  wir  im  §.  27  ebenso  wie  im  §.  6  als 
Gauss'  sehe  und  Landen'  sehe  Transformation  bezeichnet  haben. 
Nach  §.  27  ist  für  die  Gauss 'sehe  Transformation 


(23)- 


*oo(o,^)    *.(.,f)  *«(»)  + *M»)' 

^.(o,f) 


\      -/       ^     2^10^00     ^      2V^ 
(25)  ^««(ö't)      ^    (1  +  ^)^00. 
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Nach     §.  37    erhalten    wir    also    eine    Beziehung    zwischen 
elliptischen  Functionen  mit  zwei  verschiedenen  Moduln,    und    es 

ist,  wenn  A,  L,  U  aus  v.^  K^  K'  durch  die  Vertauschung  ( «,  — ) 
hervorgehen  nach  (23),  (24),  (25) 

(26)  ^  =  ;^,      L  =  (1  +  ^)Z;      L'  =  2\l  +  K).K', 

(27)  sn[{l  +  n)va]=^4P^. 
^     ^  Lv     I     y   :    j  l-(-xsn2v 

wenn  der  Deutlichkeit   halber   der  Modul    unter   dem  Functions- 
zeichen  sn  als  zweites  Argument  mit  aufgeführt  ist. 
Für  die  Landen 'sehe  Transformation  ist 

d;^(2u,  2(o)   _   'O'io  (u)  ^11  (u) 

&oi(2u,  2«)    ~   ^00  (t*) '9-01  (^0' 

'»Ol  (0,2  09)^    ^    2^00^0,    ^   2V^ 
0-00(0,2  09)2  %  +  %  1  +  x" 

20^0(0,2«)    =    (l-f-x')'»o'o, 

daraus,  wenn  A,  A',  jL,  L'  durch  die  Vertauschung  (cj,  2  o)  aus 
K^  K  K^  K'  entstehen: 

2L  =  {1+%')K,  L'  =  (1+k')K', 

(1  -\-7i')snvciiv 


(29)  sn[(l+x>,  A]  = 


dnv 


und  in  (26)  bis  (29)  erkennt   man   nach   §.  37    die   Formeln  (2) 
und  (4)  des  §.  6. 


§.  40.     Die  lineare  Transformation   der  elliptischen 

Functionen. 

Die  Einwirkung  der  linearen  Transformation  auf  die  ellip- 
tischen Functionen  übersieht  man  am  besten  aus  der  Darstellung 
durch  die  ö-Functionen.  Man  erhält  aus  (4)  oder  (10),  §.  37  und 
den  Formeln  des  §.32: 


I 
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Trh  Sil =    — ~^. 

2  a  (Ol  öoi(i*) 


(1) 


2\Ku   _   öioju) 

«1    ""  M^ 


oder  auch ,  indem  man   von   der  Homogeneität  der   ö  -  Function 
Gebrauch  macht: 

6{v,  2Z;  2iK') 


snv 


(2)  cni;  = 


öoi(v,  2Z;  2iK') 
6^0  (v,  2Z;  2^Z') 


0oi(v,2K,2iK') 
6,,{y,2K,2iK') 
~  öoi(^,  2^,  2iK') 
Die  auf  der   rechten   Seite  von  (2)  vorkommenden  ö -Func- 
tionen  hängen   nur   von  den  beiden  Variablen  v^  a   ab    und    es 
kommt  zunächst  darauf  an,  die  Aenderung  dieser  Functionen  bei 
Anwendung  der  Fundamentaltransformationen 

(«,  «  +  l),  (^«,  —  —  j 

zu  bestimmen.     Wegen 

n%lo  =  2Z",         2iK'  =  2g)K 
erhält  man  aus  §.  26  die  entsprechenden  Aenderungen: 
C9,  2/i,  2iK',  3c,  k\ 

09  +  1,         2k'X,         2x'(K+iK'),       ^,  i 

-— ,  2ä:',  2iK,  k\  k. 

C3 

Danach    ergeben    sich    für  die    ö- Functionen   folgende   ent- 
sprechende Aenderungen  (§.  31): 

(3)       «+1,    x'ö(^),         <5o,(^)         (?oo(^)         öio(^) 

—  — ,     —i0(iv),         ÖQ,(iv),  öio(^'^),  öoiC^^j, 

worin  die  Perioden  2  Z",  2i^'  sind.  Daraus  folgen  nach  (2)  die 
beiden  ersten  linearen  Transformationen  der  elliptischen  Func- 
tionen : 
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/  ,        ^x\  ,   snv 

sn    X  V,    -y)=K  -j 

\  K  J  dnv 

(4)  cn    %'  V,     —    =      -T 

^  V  z  /  eint' 

dnfx'i;,     — r)  =  -5 

sn  (^^',  x')  =  ^ 

(5)  cn  {iv^  k')  - 

dn  (i  V,  x')  - 


1 
cn  /; 
dn  ^" 


cn  V 


Man  erhält  hiernach  die  zweite  häufig  gebrauchte  Darstellung 
für  K  [§.  37,  (17)]: 


^''  ^'  =  ifm 


at 


Aus  (4),  (5)  erhält  man  die  übrigen  Fälle  der  linearen 
Transformation  durch  wiederholte  Anwendung.  Setzt  man  in  (4) 
iv^  %'  an  Stelle  von  v^  %  und  wendet  (5)  an,  so  folgt 


{iy.v,  ^) 


.     sn  V 

^Ti\  ly.v,  —  )    ==  ^  X  -j 

dnv 


T    ,  .         ...  .  cnv 

dn  (  «  %  V,  —  1    = 

anv 


Ersetzt  man  umgekehrt  in  (5)  ^,  x,  x'  durch  x' i;,  -7,  -  und 

X       X 


wendet  (4)  an,  so  folgt: 

/.    ,       1  \  .    ,  snv 

sn  U  x^,  — p  )  z=  1%' 

\  x'/  cnv 

(8)  cn  (  ^  x'  ^',  — 7- )  =         

\  x'/  cnv 

dnfix'i;, — r)  =        . 

\  X  /  cn^; 

Ersetzt  man  hierin  wieder  v  durch  iv  und  x,   x'  durch  x',  jc 
und  wendet  (5)  an,  so  findet  man: 
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sn  (kv,  —  j  =  X  Sil  ^ 
(9)  cn  (  X  t»,  —  j  =  dn  v 

dnfxt;,  — )  =  ciiv, 

womit  die  sechs  Classen  der  linearen  Transformationen  erschöpft 
sind,  da  eine  noch  mehrmalige  Wiederholung  zu  keinen  neuen 
Formeln  Anlass  gieht. 

§.  41.     Die  Weierstrass'sche    p-Function. 

Die  linearen  Transformationen  der  elliptischen  Functionen 
legen  es  nahe,  eine  elliptische  Function  zu  suchen,  welche,  wie 
die  ö-Function  selbst,  den  linearen  Transformationen  gegenüber 
unveränderlich  ist.  Um  eine  solche  Function  zu  bilden,  setzen 
wir  zunächst  die  Gleichungen  (1)  des  vorigen  Paragraphen  in 
folgende  Form: 

<Jio  W 
6(u) 

^^  6(u) 

worin  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist.     Hieraus  schliesst  man  mit  Hülfe  der  Relationen 
cn^v  =  T— sn^t»,       dn"^v  =  1 — x^sn^t», 

Es  lassen  sich  daher  drei  von  u  unabhängige  (also  von  a^. 
Ö.2  abhängige)  Grössen  gj,  ^2,  %  so  bestimmen,  dass 

.oN      <5ioW     1     '  <^ooW     1     ,  <^OlW     I     ^  /    X 


2^- 

cnv 

»1 

sn  V 

2ir  dn^ 
töi    sn  V 

2K 

1 

»1 

snt; ' 

2Ä^«^ 

I 
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worin  p(u)  eine  durch  (3)  neu  definirte,  doppelt  periodische 
Function  ist.  Die  Grössen  ^i ,  ^2 ,  63  können  irgend  welche  sein, 
wenn  sie  nur  den  Bedingungen 

...  4:K^  4Z2 

(4)  e,  —  e,  =  -— ^,     62  —  e.,  =  —^tc^ 

genügen.  Es  steht  uns  also  frei,  zur  völligen  Bestimmung  der- 
selben noch  die  Bedingung 

(5)  ei  ^  62  +  e^  =  0 

hinzuzufügen.  Dann  ergeben  sich  für  ßj ,  e^,  e^  folgende  Aus- 
drücke : 


(6) 


«1^ 

3 

'   4/P 

%'2  — %2 

«1^ 

3 

4/1:2 

1+x'^ 

0,/        3 


Die  Function  p(u\  welche  die  Perioden  coi,  «2  besitzt,  wird 
hiernach  durch  (1)  ausgedrückt: 

(^)  ^^«    =-     -^     (^     -     -^)- 

Die  Function  p(u)  hat  die  gewünschte  Eigenschaft  der 
Unveränderlichkeit  bei  linearen  Transformationen,  wie  man  aus 
dem  Ausdruck 

.gx  /    X    ^  j_    0^0  (t^)  +   (J^Ol  (U)  +  (?|o  (it) 

erkennt. 

In  Folge  von  (3)  vertauschen  sich  die  e^ ,  63 1  ^3  bei  einer 
linearen  Transformation  in  derselben  Weise  wie  die  ö^o,  ^^oii  ^00; 
eine  symmetrische  Function  derselben  ist  daher  bei  einer  linearen 
Transformation  ungeändert  und  wird  eine  Invariante  genannt. 
Es  giebt  deren  zwei  fundamentale,  die  wir  mit  g^,  g-^  bezeichnen : 

—     3    «4  ^^        '^  ^  >>' 

(10)  ^3  =  4ei  ^2^3  =  Iy  ^  (2  +  ^'^'')(^''  -  ^'l  . 

und  wir  fügen  noch  die  unter  dem  Namen  der  Discriminante 
bekannte  Function  bei: 
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(11)     Gr=  (e,-  e,y  (e,  -  e,y  (e,  -  e,y  =  ^  (r/ ••  -  27  cjI) 

wofür  nach  §.  37,    (3),  (15)   und  §.  29,   (2)   auch   gesetzt  werden 
kann: 

_   2^;ri^r?(co)-24 

^  W»  02->  ^3  1  (jr  sind  homogene  Functionen,  wie   folgende  Rela- 
tionen zeigen,  worin  l  ein  willkürlicher  Factor  ist. 

p{lll,    AgJi,    1(0.^)    =    A-2  p{ll^   G9i,   W^) 

P3N  ^2(^«1,    '^«2)    =    '^~ii/2(«l,   Ö2) 

^^(/IWi,   AW,)    =    A-«f/:5(a9i,  09,) 
6r    (Aöi,    Aö,)    =    A-12(^(ü3i,   09,). 

Setzen  wir,  wie  in  §.  40,  (2) 

09i  =  2Z,         09,  =  2iK\ 
so  wird 

l4-;c'2  %'-i~yi'^  l+x'-^ 

^1=-^,         ^2    = 3-,         ^3=--^- 

^^^^       r/2    =   1(1  -X-^;.'2),      y^    ^   ^(^'2    _    ;,2)    (2    +    x^x'2), 

Wenn  wir  09i  aus  den  allgemeinen  Ausdrücken  (9),  (10),  (11) 
für  ^21  ^3?  (x  eliminiren,  so  erhalten  wir  homogene  Functionen  nuUter 
Ordnung,  also  Functionen  von  09  allein,  welche  bei  linearen 
Transformationen  ungeändert  bleiben.  Solche  Functionen 
sind  (j'^'.G^  yi'G'  Wir  heben  unter  diesen  Functionen,  die  sich 
alle  auf  einander  zurückführen  lassen,  eine  hervor,  die  wir  mit  J(o9) 
bezeichnen  und  schlechtweg  die  Invariante  nennen  und  so 
definiren : 

(15)  ^- (0,)  =  2«  Oj^J*!^ 


so  dass  wir  erhalten: 

4.27//I 


(1^)    4.27.27^/1  ^  _         g^  ^  6i.(2  +  7c'^x"^y{7c'^-K^^f 

Als  Function  von  k^  betrachtet,  hat  die  Function  j(a))  die 
Eigenschaft,  ungeändert  zu  bleiben,  wenn  x'-^  durch  einen  der 
sechs  Werthe 


I 
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„11  X2  Z'2 

'^'        "*   '        x2'      ;c'2'  z'2'    ,         ;(2 

ersetzt  wird. 

Wenn  wir  nach  (7)  den  Ditferentialquotienten   der  Function 
p(ii)  bilden,  so  erhalten  wir 

und  daraus  nach  (3): 

(18)  p'{uy  =  4(^(^0-O  (^<?0^)-e2)  {p{u)-i\) 

oder  endlich: 

(19)  äu^-—l£—=^ 

V^P'—(J-2p—fh 

woraus  man  ersieht,  dass  die  Function  p(u)  in  derselben  Be- 
ziehung zur  Weierstrass'schen  Normalform  des  elliptischen 
Differentials  steht,  wie  die  Function  snt^  zu  der  L e gen dre' sehen. 


§.  42.     Die   elliptischen   Transcendeuten   zweiter 

Gattung. 

Jacobi  hat  als  Transcendente  zweiter  Gattung  die  Function 

0'{v)  _dlog®(v) 
^^  ^^  ~~   &{v)  ~        dv 

eingeführt.  Die  Beziehung  dieser  Function  zu  den  elliptischen 
Integralen  zweiter  Gattung  ergiebt  sich  aus  der  Formel  (16)  des 
§.  20,  wobei  gleich  bemerkt  sei,  dass  ganz  ähnliche  Betrachtungen 
an  die  dortigen  Formeln  (1.5),  (17),  (18)  anzuknüpfen  wären,  die 
aber  nicht  zu  wesentlich  neuen  Resultaten  führen. 

Setzen  wir  dort  v:2  K  an  Stelle  von  v ,  so   ergiebt  sich  aus 
8§.  37  und  38: 

dnog0{v)  __      1     % 
^^^  dv^^         -4/0^01 


^      ^''         1  +  dn^^. 


4  10  ^01 
Wir  setzen 

(3)  1-       ^"^  ^ 


4jr2^oi  "~  K' 


und  erhalten  durch  Integration  von  (2) 
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V 

E  r 

Z{v)  = ^^  +     /  f^Il2^)^^;, 


dlog® 
dv 

{V) 

oder  indem  wir 

(4) 

setzen: 

(5) 

\v)  =  An2 


Eiv)  =  /  iXw'^'vdv 


Z{v)  =  E{v)  -  ^v. 

Die  Functionen  ®  (v)  und  &{v-\-K)  sind  gerade  Functionen 
und  daher  ist  0'(O)  unde)'(Z)  =  0.  Wenn  wir  also  in  (5)  v  —K 
setzen,  so  folgt: 

K 

(6)  E=    rdn^vdv. 

0 

Führt  man  noch  für  dv  das  Differential 
1  dt 

ein,   [§.  37,  (8)],  so  erhält  man  für  E(v)  ein  elliptisches  Integral 
zweiter   Gattung  (§.  8): 

(7)  E(v)  -  1  /        dUl-^H) 


0 

1 


(8) 


~~  2  J  Vs(i-Y)(i-''n)' 


wo  letzteres  in  demselben  Siiine  zu  nehmen  ist,   wie  §.  37,  (17). 

E  (v)  und  Z(v)  sind  ungerade  Functionen  des  Ar- 
guments. 

Aus  dem  Additionstheorem  der  0-Function  [§.  38,  (11)]  ergieht 
sich  durch  logarithmische  Differentiation: 

(9)  Z(u-\-v) -j- Z{u  —  v)  =  2Z{u) — ; — , 

^^^'^'^  ^  ^^  1  —  z2  sn2  u  sn2  v 

(10)  Z(u^v)  —  Z(u  —  v)  =  2Z(v) ^ 2 — — 

^     ^     ^      '     ^  ^  ^  ^  1  ~  x^sn2wsn2'i; 

Hierin  kann  Z  auch  durch  £"  ersetzt  werden  und  durch 
Addition  ergieht  sich  [§.  39,  (16)|: 

(11)  E{u)  -)-  -E(v)  —  ^(«i  -|-  t»)  =  Ti"^  sn  u  sn  V  sn  (u  -\-  v). 
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Hieraus  erhält  man.  die  Periodeneigenschaften  der  P'unction 
E{u)^  wenn  man  v  =  +  ^^,  ^  ~h  ^^'  setzt.  Man  kommt  aber 
auch  auf  folgendem  Wege  dazu. 

Aus  der  ersten  Gleichung  §.  38,  (3)  folgt: 

(12).  i?!|^)  =  ^(.  +  ./r)  +  ±|, 

und  demnach  aus  §.  38,  (6)  und  §.  37,  (11): 

Z{v  +  A)     =  Z(«) ^^ 

Durch  zweimalige  Anwendung  derselben  Formeln  [mit  Rück- 
sicht auf  §.  39,  (18),  (20)]: 

Z{v^2K)    =Z{v), 
Ueberträgt  man   diese  Gleichungen   auf  die  Function   E(v)^ 
so  folgt: 

T^/      .     T^x               T^^  X    1     -n        z^snvcnv 
E{v  -\-  K)        =  E(v)  +  E . 

E(v  4-  2^7n  :=  E(v)  -^  ^l£^ 
(16) 


E'(^  +  2./0  =.  ^(^)  +  ^^^  -  ^ 


^(i;  +  2^)      =rjE'(^)  +  2^. 

Wenn  wir  in  (15)  v  =  Ä"  setzen  und  eine  Grösse  E'  durch 
die  Gleichung  definiren: 

(17)  E{K  +  iK')  =  E  +  i(K'  —  E), 

so    erhält   man   die    unter    dem    Namen    der    Legendre'schen 
Relation  bekannte  Formel 

(18)  EK'  +  KE'  —  KK'  =  -^. 

Die  wahre  Bedeutung  der  hier  eingeführten  Grösse  E'  er- 
kennt man,  wenn  man  die  Legendre'sche  Relation  auf  einem 
zweiten  Wege  ableitet,  mit  Benutzung  einer  der  linearen  Trans- 
formationen. 

Es  ergiebt  sich,  wenn  man  wie  in  §.  40  verfährt  und  in 
§.  26,  (11)  setzt: 
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V 

iK'          u 

7rv2 

'    ®(iv,K')    r=    VK' 
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2iK' 


(19) 

und  daraus  durch  logarithmische  Differentiation 

(.0)       '^(-''')  =  ,^+^^; 

oder  nach  §.  38,  (6) 

(21)  « ^(^ .,  X')  =  ^^^  +  Z(.)  +  — 1^ . 

Es  ist  aher  nach  (4),  (5) 
wenn  jetzt  £"  die  Bedeutung  hat: 

K' 

(22)  £"  =  fän^iv,  %')dv, 

V 

also  aus  E  durch  Vertauschung  von  x  mit  x'  hervorgeht.  Setzt 
man  also  in  (21)  i;  =  0,  nachdem  man  zuvor  differentiirt  hat,  so 
ergiebt  sich  wiederum  die  Relation  (18),  woraus  folgt,  dass  E' 
beide  Male  dieselbe  Grösse  ist. 


§.  43.     Die   elliptische   Transcendente    dritter 
Gattung. 

Wenn  wir  die  Formel  (10)  des  vorigen  Paragraphen: 

0'  {u  -\-  v)        &'  (u  —  v)  0  7{  \        ^  ^^  ^^^  u  snv  cnv  dn  v 

0iu  --\-  v)         &{u  —  v)         -^  ^  w  ^  —  n^sn^usn'^v 

in  Bezug  auf  u  integriren,  so  folgt: 

1   ,      @  (u  —  v)    ,        ry,  .  /•  >c2  sn2w  snv  cn^' dn^   , 

(1)  TT  ?ö«7  777 , — {  +  nZiv)  —  \    — — du, 

^2      -^  (d  {u  -\-  v)    ^  ^  '       J        1  —  x^sn'^^^sn-^^ 

0 

und    wir    können    noch    die   auf  gleiche  Weise    [aus  §.  38,  (11)] 
herzuleitende  Formel: 

u 

1   ,      H{v  —  u)    ,        ry,  ^  r  ^nv  CYiv  Axvv  du 

(2)  —  log  -pr? — \ — \  +  ^*  ^(^)  =  /    ; ; 

0 

hinzufügen,   die   übrigens  auch   aus  (1)   abgeleitet  werden    kann. 
Wir  setzen  nun  mit  Jacobi 
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^ ,      ,  r  %^  sn2 u  snv  cnv  ein v   , 

(3)  n(u,v)  "    /    — — du, 

0 

und  nennen  7T(if,  v)  die  Transcendente  dritter  Gattung  mit 
dem  Argument  u  und  dem  Parameter  v.  Ersetzt  man  du  durch 
den  Ausdruck: 

dl 

und  sn^w  durch  ^,  so  ergiebt  sowohl  (1)  als  (2)  ein  elliptisches 
Integral  dritter  Gattung,  wie  wir  es  in  §.  8  kennen  gelernt 
haben. 

Aus  (1)  folgt  zunächst 

(4)  77 (m,  v)  —  uZ{v)  =  77 (v,  u)  —  vZ{u), 

oder  der  Jacobi'sche  Satz  über  die  Vertauschung  von 
Argument  und  Parameter. 

Die    Function    Uiii^v)    verschwindet,    wenn    v  =  K   oder 
V  =  K  -\-  i  K'  ist.     Setzen  wir  daher  diese  Werthe  für  u  in  (4) 

ein,  so  folgt 

77 (Z,  v)  =  KZ{v) 

(^^        77(^  +  ^  K\  v)  =  {K+  i  K')  Z{v)  +  ^  [§.  42,  (13)], 

wodurch  die  vollständigen  Integrale  dritter  Gattung  auf  die 
zweite  Gattung  zurückgeführt  sind. 

Wir  wollen  noch  das  Additionstheorem  der  77- Function  ab- 
leiten, welches  Jacobi  in  den  Fund,  nova  art.  .53— 55  i)  in  ver- 
schiedenen Formen  giebt,  die  nur  mühsam  auf  einander  zurück- 
führbar sind.  Zunächst  erhalten  wir  aus  der  Definition  (1),  wenn 
wir  den  Parameter  jetzt  mit  a  bezeichnen : 
(6)  n(u  +  V,  a)  —  n{u,  a)  —  n(v,  a) 

—  1  <9(tt  -\-  V  —  a)  &{u  +  a)  0(v  4-  ^) 

~"2  ^^^  0 (u  -\-  V  -{-  a)  @ {u  —  a)  @(y  —  a)' 
und  es  handelt  sich  noch  darum,  den  unter  dem  Logarithmus 
stehenden  Ausdruck  durch  elliptische  Functionen  darzustellen. 

Dies  geschieht  zunächst  leicht,  wie  an  der  erwähnten  Stelle 
der  Fundamenta,  mittelst  der  Formel  [§.  38,  (11)]: 

0-^{O)@(u  -^  v)@(u  —  v)  =  @-^{u)@'-(v)  [1  —  5t2sn2wsn2i;], 
wenn  man  in  derselben  für  u,  v  setzt  u  ^  a,  ^  db  «,  dann  ih  a, 
u  -\-  V  ^  a.     Man  erhält  so: 

1)  C.  G.  J.  Jaco])i's  gesammelte  Werke,  Berlin  1881,  Bd.  I,  8.  204. 

Weber,  elliptische  Functionen.  9 
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®HO)&{u  +  V  ±2  a)  &{u  —  v) 

=  02  («  ±  a)  0-^{v  ±  a)  [1  —  x2sn2(i,(  ±  a)  sn^(v  ±  a)] 
02  (0)  0  (u  -{-  V  ±2  a)  &  (u  H-  v) 

=  0'-(a)@'-{u  -\-  V  ±  a)  [\—  x2sn2asn2(ii  -{-  v  ±  a)], 
woraus  folgt: 

&(ti  +  V  —  a)  0(a  4-  a)  &{v  +  a) 
^^  0  (n  4-  V  +  a)  0  (h  —  a)  0  (v  —  a) 

_  l  /[l  —  x2  sn2  {u  —  a)  sn2  (v  —  a)J  [1  —  x2  sn2  a  sn2  (>t  -|-  ?;  -|-  a)\ 

V  [l  —  x2  sn2  (w -|- a)  sn2  (V -(- <^)j  [1 — x2  sn2  a  sn^  (w -|- '^  —  «)J* 

Einen  zweiten  Ausdruck  erhält  man  aus  der  Additionslbrmel 

(13),  §.  19,  welche  man  so  darstellen  kann: 

0(0)  0(w  ±  a)@(v  ±  a)  @(u  -f  v) 

=^  ■0(u)0(v)@(a)0(u  -)-  -y  ib  «)  [1  i  x2  sn  a  sn  w  sn  v  sn  (?( -|-  ^'  i  <^*)], 

woraus  durch  Division: 

0(ti-\-v  —  a)0{u-{-a)0(v^a)  l-|-3<2snrtsm(sn?;sn(?(-|-?;-|-^) 

^      0{ii^v-{-a)0{ti  —  a)0(v — a)  ~~  1  — x2sn«smisni;sn(r/-|-^~") 


§.  44.     Die   Transcendenten    zweiter    und    dritter 
Gattung   von   Weierstrass. 

Es  sind  nun  noch  die  Transcendenten  zweiter  und  dritter 
Gattung  in  der  Weierstrass'schen  Form  aufzustellen.  Zu  der 
ersteren  gelangen  wir  ähnlich  wie  in  §.  42  durch  zweimalige 
Differentiation  von  log  6  (ti).     Es  ergiebt  sich  so  aus 


^  *"  © 


(1)  (J(M)  =  »,  e  -.    -^>-^    [§.  32,  (4)], 

_2ri,  1     d-'^o  1     -^n      "'  \G)J     ro   n^    ..ox-, 

--  ^  +  ^'  ^  -  ^'  ^0  ^77m  ^^'    '  ^   ^^ 

und  also  nach  §.  37  und  §.  41: 

d^loq6(u)  .  .  , 
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worin  A  eine  Constante  ist.  Diese  findet  man  aber,  wenn  man 
die  Gleichung  nach  §.41  (8)  so  schreibt: 

6"{u)6(u)  —  ö'(u)6'(u)  =  Ä6(U)6{U)  —   -^  [ö^w)  +  ö^i(?^)  -f- ö?o(m)]- 

Wenn  man  hierin  zweimal  differentiirt  und  dann  u  ^  0 
setzt,  so  ergiebt  sich  Ä  :=  0  [§.  80  (16),  §.  32  (6),  (7)],  so  dass 
wir  erhalten: 

eine     Formel,    welche    bei    Weierstrass    zur  Definition    der 
p -Function  dient. 
Wird  also 

(3)  4'^=gW 

gesetzt,  so  ist  t,  (u)  ein  elliptisches  Integral  zweiter  Gattung: 

(4)  t  («)  =  -f^,  iu)äu  =  _y_^=_  [g.  41  (10)], 

worin  die  additive  Constante  dadurch  bestimmt  ist ,  dass  J  {u) 
eine  ungerade  Function  sein  muss.  Die  Periodicität  der 
g-Function  ergiebt  sich  aus  den  Periodengleichungen  der  ö-Func- 
tion  [§.  30,  (19)]: 

so  dass  2  rii  und  2  ri^  als  vollständige  Integrale  zweiter  Gattung 
(analog  den  E^  E')  dargestellt  sind: 

(6)  2  1^1  =  —f  p  (u)  d  u,      2  fj.j  =  —f  p{u)du 

mit  der  der  Legendre'schen  Relation  entsprechenden  Gleichung 

(7)  t^iOJa  —  i?2«i  =  ^^*- 

Um  die  Additionstheoreme  für  die  Weierstrass'schen 
Transcendeuten  zu  bilden,  gehen  wir  von  der  ö- Function  aus. 
Für  diese  erhalten  wir  aus  (1)  mit  Benutzung  der  Additions- 
formel für  -O-ii,  §.  19  (4): 

daraus  durch  logarithmische  Differentiation: 
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iiu  +  v)  +  Uu  -  .)  -  2g(«)  ==   ^J^^^) 

(10)      ,(«  +  .)  =  ,«  +  ,(.) +  1^1^^. 

Hieraus  leitet  man  durch  abermalige  Diiferentation  das 
Additionstheorem  für  die  p  -  Function  her.  Man  erhält  aus  (9) 
durch  Differentiation  nach  ii  und  v: 

p"  (u)  fP'M'^ 


und  indem  man  addirt: 

Es  ist  aber 

^'(ifp  =  4p(uy  —  9-2  p{u)  —  (/, 

p"(u)  =  Qpiuy  -^g, 

p"(u)  -   p"{v)   =  ^[pH^^)-p'{^)l 
so  dass  man  erhält: 

(11)   .<^(^+^)+P(«)+.(^)={(^^^y/ 

Avas  mit  der  Formel  (21),  §.  9  übereinstimmt. 

Endlich    erliält    man    noch    durch   Integration    der    zweiten 
Gleichung  (9)  in  Bezug  auf  u: 

/i.»x         1   7      (i(v  —  u)    .        ^,  ,  1    /'      p'{v)du 

(1'^)    2  ''>'■>  ^(^)  + « s  (.)  =  ^y  X)-p^^^r 

wodurch   ein    Integral   dritter   Gattung    vom   Argument   u 
und  dem  Parameter  v  durch  die  ö-Function  ausgedrückt  ist. 

Eine  andere  P'orm  des  Integrals  dritter  Gattung  erhält  man 
durch  Integration  von  (10): 

(i'^j     %    ;  7 .  i  —  ^*SC^)  =  TT  /  -7-\ — -7-v  ^^'^' 
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§.  45.     Entwickelungen    der    elliptischen   Functionen. 

Um  für  den  Gebrauch  unserer  Darstellung  keine  wesentliche 
Lücke  zu  lassen,  sollen  hier  noch  die  Entwickelungen  der  ellip- 
tischen Functionen  abgeleitet  und  zusammengestellt  werden. 
Diese  Entwickelungen  sind  zweierlei  Art,  von  denen  die  erste, 
die  Parti albruchentwickelung,  eine  allgemein  gültige  Dar- 
stellung der  elliptischen  Functionen  liefert,  während  die  zweite 
Art,  die  Entwickelung  in  trigonometrisclie  Reihen,  nur  einen  be- 
schränkten Gültigkeitsbereich  hat. 

Zur  Ableitung  der  ersteren  wählen  wir  den  functionentheore- 
tischen  Weg,  der  wohl  am  einfachsten  zum  Ziele  führt. 

Die  Functionen  sny,  cny,  dn  y  werden,  wenn  wir  zur  Ab- 
kürzung 

7t  i 

setzen,  nur  unendlich  für  die  Werthe: 
oder 

2/t  — 1 


worin  h  und  hx  beliebige  ganze  Zahlen  sind. 

Wir  machen  daher   für   die  drei  Functionen   sn  ?;,  cn  y,  dnv 
den  Ansatz: 


h  jl'j^  h  _g^ 

^-1  _  q    2  ^-1  _|_  q    2 

worin  die  Summen  sich  auf  alle  positiven  Werthe  von  h  erstrecken 
und  die  C,  Äh^  Bu^  A'u^  B'h  noch  zu  bestimmende  Coefficienten  sind. 
Lassen  wir  v  in  —  v  übergehen,  so  folgt,  dass  für  die  Func- 
tion sn  y,  Äh  =  — Ä'h^  Bh  =  — B'h-,  (7=0,  für  cnv^  dnt;  dagegen 
Ah  =  A'h^  Bh  ==  B'h  sein  muss.  Aendern  wir  y  um  2  Ä",  so  geht 
^  in  —  0  über;  dabei  ändern  sni;,  cnv  das  Vorzeichen,  dn?; 
bleibt  ungeändert.  Also  ist  für  sni;,  cnv  Ah  =  Bh^  C  =  0 
für  dn?;  Ah  =  —  Bh'-,  um  nun  Ah  zu  bestimmen,  setzen  wir 

V  =  (2h  —   \)iK'  +  u 
und  lassen  u  in  Null  übergehen.     Nach  §.  39,  (20)  ist: 
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snv  = ,     cn  y  = ,  (in  i;  =  ^ , 

}i  sn  li  X         sn  u  sn  u 

2  h—  1  2  7i  —  1 


q    ^      =  q 

2  h 


Es    ergiebt    sicli    also    clurcli   Multiplication   mit   ^  —  q    '^ 
und  Uebergang  zur  Grenze  u  ^=  0  für  die  drei  Functionen   der 
Werth: 


2h  — 1  /         i\fc_      2^1-1  /         iVi—      2/i 


ni  '-^  (_l)<.;t       i^  (-1)« 


:;r 


Vereinigt  man  je  zwei  oder  je  vier  Glieder  der  obigen 
Reihen,  setzt  die  gefundenen  Werthe  von  A^  ein,  und  bestimmt 
für  dni;  den  Werth  der  Constanten  C  aus  der  Annahme 
V  =  K  -\-  i K\  so  erhält  man  folgende  Darstellungen,  worin 
zur  Abkürzung  v  =  2Ku  gesetzt  ist: 

27t  — 1  2h  — 1 


(l)?^sn27f„  =  _/il      '^    '      ' 


71  l,QD  \1 ^2;t-l    g27riM         l_^^27i-l     ^,-2niu 

2/1  —  1 

2  sin  jr  1^  2^ 


i';;  1  —  2^^27.-1  cos2  7rif  +  ri'^^^-2' 


/  2  7i— 1  27t— 1 

(2)  —  on2g«  =  -Z(-  1)'\,_;^^,,_,  ,...„  + Ylf^.--T^^^ 


27i  —  1 


7t  ^,     2      H— r/2't-i^ 

=  -2cos7rw2;(-iy^  ,       ^    ,,    /      o  I     \r    o^ 

1,00  1  — 2(/^'»-icos23rM-f(/*''-2' 

TT  1  ^»  /      //27i— 1   p2niu  ^,2  7i— 1   p—27iiu     \ 

=  1  _  ovy      1V^      (g'^^~^  cos2;rtt-g^^^-2j 
2  1,00^      ^   1  — 2g2/.-i  cos2;rt*  +  (/47t-2' 

Dass  die  Summen  auf  der  rechten  Seite  die  Functionen, 
denen  sie  gleich  gesetzt  sind,  wirklich  darstellen,  ist  eine  Folge 
der  Convergenz  der  Reihen  für  alle  Werthe  von  ii.  Die  Differenz 
zwischen  der  rechten  und  linken  Seite  ist  eine  Function  von  u^ 
welche  für  keinen  Werth  der  Variablen  unendlich  wird  und  muss 
folglich  eine  Constante  sein. 

Aus  diesem  System  kann  man  neun  andere  Entwickelungen 
(für  die  Quotienten  je  zweier  der  elliptischen  Grundfunctionen 
und  die  reciproken  Werthe)  herleiten,  indem  man  v  durch  o-\-K^ 
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^j^iK'^  y_j_/f_|_^^'  ersetzt.  Diese  Formeln  wollen  wir 
nicht  hersetzen,  da  ihre  Ableitung  keinerlei  Schwierigkeit  bietet. 
Dagegen  wollen  wir  noch  die  Formeln  anführen,  die  sich  aus  den 
vorstehenden  für  ?;  =  0  und  v  =  K  ergeben: 

2  7i  —  1 


t    (i-y"'-')' 

27i— 1 

.(4) 

71 

K  _ 

/i      ■                        ^2 

2           1.^      ^ri_,^2;.-i 

f     ■ 

%7C  _ 

1                     7i                           ^v27i-l 

Um 

nun 

die   trig 

onometrischen  Reihen   für    die 

Functionen 

sn  ^ ,  cm 

,  dn 

y  zu  erh 

alten,  entwickeln  wir  in  den  v 

orstehenden 

Summen 

die 

einzelnen 

Glieder  nach  Potenzen  von  <i 

indem  wir 

setzen : 

(5) 

1 

1 

—  2;  „(27i-l)A       +2//riM_ 

-,/"-' 

c^'-'^'        oTo^'^ 

Diese  Entwickelung  ist  für  jedes  h  erlaubt,  so  lange  der 
absolute  Werth  von  qe-^""'''  ein  echter  Bruch  ist,  so  lange  also 
der  reelle  Theil  von 

-—  ±  2  *  i^ 

für  beide  Zeichen  positiv  ist,  oder  so  lange  der  imaginäre  Theil 
von  u  absolut  kleiner  ist  als  der  reelle  Theil  von  ±  K':2K 
(sicher  also  für  reelle  Werthe  von  u). 

Setzt  man  unter  dieser  Voraussetzung  die  Entwickelung  (5) 
in  die  Formeln  (1),  (2),  (3)  ein  und  führt  dann  wieder  die 
Summation  nach  h  aus,  so  folgt,  wenn  man  wieder  h  an  Stelle 
von  A  setzt: 

2  7i  —  1 


—  sn2irw  =  2!— ^Li__  sin(2/^-l)7rw 

TT  1,'^  1  —  <! 

2h  —  1 

(6)  ^cn27At  =  2  2J-~l-^l-j-:^,cos(2h-l)7tu 

71  1.00 1  -r  <1 


l,ool-^^i- 

h 

-  --1-  2  2J 

7t  "    2      ^1.1+^2^^ 


^  dn2/fw  =4  +  22;  .    f  „,.  co^2hiTU, 


2/1 

—  1 

n 

= 

2 

2:-: 

1,00     ■ 

1+^ 

2 
,2/1-  1 

K 

TT 

= 

1 
2 

+ 

7i 

22; 

1,00 

v!K 

_ 

1 

4- 

/l 

'—  n»--- 

,/. 
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woraus  man  noch  für  m  ^  0,  u  z=  -  die  EnWickelungen  erhält: 


(7) 


Aehnliche  Entwickelungen  lassen  sich  auch  für  die  Trans- 
scendenten  zweiter  und  dritter  Gattung  geben.  So  erhält  man 
für  die  Function  Z  entweder  auf  demselben  functionentheore- 
tischen  Wege  oder  einfacher  noch  durch  Ausführung  der  in  der 
Formel 

^  ^  dv 

angedeuteten  Differentiation  [§.  21  (2)]  die  unbedingt  gültige  Reihe 
(Partialbruchentwickelung) : 

(8)  -Z{2Ku)  -  -\j^(^i_^2/.-ig2^.-i_^2/.-ig-2.iu; 

_      J^ g2/t-i  sin2jin 

~     1,00  1  —  2^2/.-!  cos27tu  +  q^^-^' 

und  daraus  eine  in  demselben  Umfange  wie  oben  gültige  Reihen- 
entwickelung : 

(9)  -Z(2  Ku)  =  2  2J  j-^j  sin  2  7ihii. 

71  1,00   1  —  (l     ^ 

Differentiiren  wir  diese  Formel  noch  nach  u  und  setzen 
dann  ^^  =  0,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung 

Z{v)  =  E{v)  -^v,    Z'(0)  =  ^-^ 

eine  Entwickelung  für  E: 

aO)  E^K-^2J       ^^' 


K  r,.    1  --  ^2^ 
Um  für  die  Transcendente  dritter  Gattung: 

eine  Reihenentwickelung  zu  finden,   setzen   wir  für  die  0-Func- 
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tionen  die  unendlichen  Producte  und  entwickeln  die  Logarithmen 
der  einzelnen  Factoren: 

j^^.  r|    a^^'~^    ^  +  27ti{uTvh    __    ^  J_  ^.^(2/1-1)  ^±2Tti/.iuTv)    . 

J,ao     -^ 

was  jedoch  nur  erlaubt  ist,  so  lange  die  imaginären  Tiieile  von 
it  -\-  V  und  u  —  V  innerhalb  der  oben  angegebenen  Grenzen 
liegen.     Wir  erhalten  so: 

(11)  n{2Ku,  2Kv)  = 

2  KuZ(2  Kv)  —  2  i  ^    ^'  sin  2  n  u  sin  2  %  v. 

1,00  'Hl  —  (l    ) 


Fünfter   Abschnitt. 
Die    Modulfunctionen. 


§.46.      Die    elliptischen    Differentialgleichungen. 

Die  bisher  clefinirten  elliptischen  Functionen  sind  Functionen 
der  beiden  Variablen  v,  w,  und  von  dem  Periodenverhilltniss  «, 
welches  einen  positiv  imaginären  Bestandtheil  haben  muss, 
sind  die  Moduln  x,  x',  ferner  j(cö),  K^  K'  abhängig.  Ebenso 
ist  die  Function  p  (u)  eine  Function  der  drei  Variablen  ^f,  «i, 
09.2  uJ^d  von  «1 ,  «2  sind  die  Invarianten  g.^ ,  g-^  abhängig. 
Die  Aufgabe  der  Umkehrung  der  elliptischen  Inte- 
grale, wie  wir  sie  in  §.  10  formulirt  haben,  setzt  aber 
voraus,  dass  in  den  elliptischen  Functionen  x2  (oder  bei  der 
Weierstrass'schen  Normalform  r/^,  g,^)  beliebig  gegebene 
Werthe  haben,  und  die  vollständige  Lösung  dieser  Aufgabe  ver- 
langt also,  dass  nicht  «,  sondern  n-  (resp.  r/2,  g-^)  als  zweite 
unabhängige  Variable  auftritt,  und  dass  w  durch  diese  ausgedrückt 
werde.  Dieser  Aufgabe  werden  die  nächsten  Betrachtungen 
gewidmet  sein. 

Wir  gehen  aus  von  der  Aufgabe,  ein  System  von  Differen- 
tialgleichungen, welches  wir  das  der  elliptischen  Differen- 
tialgleichungen nennen,  zu  integriren: 

d  X 


dv         -^ 


(1)  '^y 


—  —  zx 
dv 


d_ 
d 
unter  den  Nebenbedingungen: 


dv 
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(2)  für  ^;  =  0  soll  ^=rrO,  ?/=l,  ^=1   sein. 

Wir  haben  im  vorigen  Abschnitt  gesehen,  dass,  wenn 

ist,  diese  Aufgabe  durch  die  elliptischen  Functionen  gelöst  wird, 
und  zwar  in  der  Weise,  dass  x,  y^  z  in  der  ganzen  y- Ebene  ein- 
deutige und,  ausser  wo  sie  unendlich  sind,  stetige  Functionen 
von  V  werden.  Ist  nun  aber  %'^  gegeben,  so  entsteht  die  Frage,  ob 
es  zu  jedem  Werth  von  x^  einen  der  Bedingung  (3)  genügenden 
Werth  von  w  giebt  und  ob  es  mehrere  solche  giebt. 

Wir  beweisen  zunächst,  dass  durch  die  Differentialgleichungen 
(1)  mit  den  Nebenbedingungen  die  Functionen  x^y^z  eindeutig 
bestimmt  sind. 

Es  ergiebt  sich  zunächst  aus  (1),  dass  x^  -\-  ^^^  ^2^2  __|_  _^2 
constant  sind,  und  aus  den  Nebenbedingungen  folgt: 

(4)  2/^  =  1—  ^^         ^'-^  ==  1   -  Jf"-^^'- 

Angenommen,  es  existire  ein  zweites  System  denselben  Be- 
dingungen genügender  Functionen  ^j,  y^^  Zx-,  so  ist  zunächst 

^j-^  =  1  —  x'l,        zl=\  —  v:^xl 
und  eine  einfache  Differentiation  ergiebt,  dass 

xy^z^  —  x^yz 
1  —  n'^x'^xl 

constant  ist.  (Das  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale, 
welches  die  Form  dieses  Ausdruckes  liefert,  wird  unmittelbar 
durch  Differentiation  bestätigt.)  Aus  den  Nebenbedingungen  folgt 
aber,  dass  diese  Constante  verschwindet,  also: 

xy^z^  =  x^yz, 
woraus  man  leicht  schliesst,  indem  man  beiderseits  quadrirt: 
x  ■=  x^,    y  =  y^,    z  =r.  z^. 


§.  47.     Die  Lösungen  der  Gleichung  _;(«)  ==  J(w'). 

Dies  Resultat  genügt  zunächst,  um  die  Beziehungen  der 
verschiedenen  Werthe  von  o  festzustellen,  welche  zu  demselben 
Werth  von  k'^  führen.     Sei  also: 
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,.  ^lo  (0,  cj')  ^  ^\o  (0,  CO)  ^   ^  , 

^  ^  ^^^0(0.  «')         ^ho(0.  CO)      "  "' 

und  setzen  wir 

(2)  V  =  7t&lo{0,  co)u  =  TC^loiO,  w'X 

so  genügen  (nach  §.  37)  sowohl  die  Functionen 

^00(0,  (o)d-n(u,  03)      ^01  (0,  a)  -Q-iq  (i^,  oj)      ^^^  (0,  oj)  'a-pp  (tt,  «) 

'^    ^    ^10  (0,    C3)  '9-01  (M,   Co)'       #10  (0,    «)  ^%1  (^^    «)'       -^00  (0,    «)  '^01  (^^^"  «)■ 

als  auch 

.%o(0,Gj;)^n(V.^')  '»oi(0,caO-^io«aj^)  a%i  (0,  co^)  ^qq  «  mQ 
^  ^  '^10  (0, «')  0-01  (u\  G)'y  0-10  (0,  a')  i>oi  (w',  «T  -O-op  (0,  «')  ^01  (^',  t«')' 
für  x^  y,  ^  gesetzt,  den  Differentialgleichungen  (1)  des  vorigen 
Paragraphen,  und  die  entsprechenden  sind  also  identisch.    Wenn 

nun  u'  =  -^  ist,  so  verschwindet  ^10  (u\  o')  und   es  muss  dann 

auch  -O-io  {u^  cj)  verschwinden.     Demnach  folgt  aus  (2)  mit  Rück- 
sicht auf  §.18: 

(5)  ^'^0(0,  «')  =  ^'^0(0,  09)  (a  +  ßo)), 
worin  a,  ß  ganze  Zahlen  sind,  welche  der  Bedingung 

(6)  «  =  1,     ^  =  0  (mod  2) 

genügen.    Ist  u'  =  «' :  2,  so  verschwinden  d-^i  (u',  (o')  und  -O-pi  (11^  cj) 
und  daher  ist  wie  oben 

(7)  ^^0  (0,  «')  co'  =  ^-^0  (0,  CO)  (y  4-Ö  «), 
worin 

(8)  y  =  0,     d  =  l  (mod  2). 
Daraus  folgt: 

(9)  »'  =  l^. 
^  ^  a  -f-  ßco 

Da  aber  in  gleicher  Weise  geschlossen  werden  kann: 

^gg(0,  CO)  =  .%o(0,  «')(«'  +  ß'co') 

^■^o(0,   Cd)(0    =:    ^^0(0,   «')(/   +   Ö'CÜ'), 

worin   w',  ^',  y',  ö'  gleichfalls   ganze  Zahlen   sind,   so  ergiebt   die 
Substitution  (5j  in  diesen  Gleichungen: 

1  =  (a  +  /3  (o)  (a'  4-  ß'  (o'j 

(0=  (a  -{-  ßcj)(y'  -{-  ö'  ö'), 
also  nach  (9): 
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aa'  +  yß'  =  1,     ßa'  +  8  ß'  =  0, 
w/  -(-  yd'  =:  0,     ßy'  +  ö8'  z=  1, 
und  mitbin 

iaö  -ßr)(a'ö'  -ß'y)  =  l, 

und  daher,  da  «,  co'  beide  einen  positiven  imaginären  Theil  haben 
müssen : 

ciö  —  ßy  =  l^ 

a  =  8\      ö  =  oc\      y  =  ~y\      ß  =  —  ß'- 

1.  Es  hängen  also  w,  a'  durch  eine  lineare  Trans- 
formation und  zwar  [nach  (6),  (8)]  durch  eine  der 
ersten  Classe  (§.  31)  mit  einander  zusammen.  Dass 
auch  umgekehrt  zwei  solche  Werthe  k>,  co'  denselben 
Werth  ^2  ergeben,  ist  bereits  oben  nachgewiesen. 

Ein  ähnlicher  Satz  ergiebt  sich  als  unmittelbare  Consequenz 
hieraus,  für  die  Invariante  j  (co)  (§.  41). 

2.  Die  Gleichung: 

(10)  j(co')=j{<o) 

ist  dann  und  nur  dann  befriedigt,  wenn  co'  mit  co  durch 
irgend  eine  lineare  Transformation 

%ß' 


CS) 


zusammenhängt. 

Denn  bezeichnen  wir  die  zu  co'  gehörigen  Werthe  von  oc^^  k'^ 
mit  A2,  A'2,  so  kann  die  Gleichung  (10)  so  geschrieben  werden: 

(1    —  AU'2)3  __    (1    —    X2x'2)3 

und  ist  in  Bezug  auf  A^  eine  Gleichung   sechsten  Grades,    deren 

Wurzeln 

,„      1        1  z'2  x2 

v2        v'2        

'  '       %2'        y;-2'  ;,2'  yi'-2 

sind.     Es  findet   daher   (mit  Rücksicht   auf  §.  40)   eine   der  fol- 
genden Beziehungen  statt: 

V-  =  x'(»),  ^'[-^y  ■"'(" + 1),  "'{^—^y 

wonach   aus  dem   ersten  Satze   die  Richtigkeit   des  zweiten  folgt. 
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§.  48.     Die   unabhängige   Variable    x2.     Lineare 
Differentialgleichung  für  K. 

Nach  dem  zuletzt  Bewiesenen  bleibt  noch  übrig,  zu  zeigen, 
class  und  wie  man  zu  einem  beliebig  gegebenen  Werth  von  x^ 
wenigstens  einen  der  Bedingung 

(1)  -'  =  ^ 

'^00 

genügenden  Werth  von  co  hnden  kann.  Diese  Frage  wird  am 
vollständigsten  beantwortet  durch  Zurückführung  auf  eine  lineare 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 

Eine  solche  Differentialgleichung  ist  aber  in  den  Formeln 
des  §.20  bereits  enthalten. 

Es  folgt  zunächst  aus  §.  20,  (14): 

dlog  7c^  =  iii^QidG), 
oder  mit  Rücksicht  auf 

(2)  TT^^oo  --=  2Z,     7tdlo  =  2oiK,     %%l,  ^  2%'  K: 

(3)  ;rf/(x2)  ==  4?'x2x'2Z2flw, 
und  aus  §.  20,  (19): 

d       dK  ^      .   ,.T^ 

dcj  K^dcj  n^ 

Führt  man  vermittelst  (3)  für  co  die  Variable  x^  ein, 
so  folgt 

r4)  -^(^.y,'.A]L\-LK 

^^^  d{x^)  V  d{K'^))  -   4  ^' 

welches  die  gesuchte  Differentialgleichung  ist. 

Setzen  wir  weiter 

...  .  K' 

(o)  ,  —  ^a^  =  -^, 

(6)  —  iK^dco  ^  KdK'  —  K'dK, 

so  ergiebt  sich  nach  (3): 

dK'         ^,  dK\  __  _7t_ 

4' 
also  durch  abermalicje  Differentiation : 


(7)  x^K'^fx^^  -K'^^ 

^^  \     dM     .        d{K^)) 

h  abermalige  Differentiation : 

1       d     f  ,    ,^  dK\  1       d      /       .    dK'\ 

K  d(x-^)\  d{yf^))  ~  K'  d(yc-^)  \  d{yi-^))' 
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woraus  zu  ersehen,   dass  K'  das  zweite   particulare  Integral   der 
Differentialgleichung  (4)  ist. 

Diese  Differentialgleichung  lässt  sich  durch  hypergeometrische 
Reihen  integriren.  Das  eine  particulare  Integral  derselben  ist 
die  Reihe 

welche  convergent  ist,  so  lange  der  absolute  Werth  von  x^  kleiner 
als  1  ist.     Als  das  zweite  particulare  Integral  kann  man  wählen 


(9)  F(i     i.    1, 


^'\. 


welches  aber  einen  anderen  Convergenzbereich  hat.  Denken  wir 
uns  x2  als  complexe  Variable  in  einer  Ebene  dargestellt,  so  con- 
vergirt  (8)  in  einem  mit  dem  Radius  1  um  den  Nullpunkt  be- 
schriebenen Kreise,  (9)  in  einem  gleichen  Kreise  um  den  Punkt  1 
beschrieben,  so  dass  der  gemeinsame  Convergenzbereich  aus 
einem  Zweieck  besteht,  welches  den  zwischen  0  und  1  gelegenen 
Theil  der  reellen  Achse  enthält.  Man  kann  aber  auch,  was  für 
uns  wichtig  ist,  das  zweite  particulare  Integral  in  einer  Form 
aufstellen,  welche  in  demselben  Kreise  wie  die  Reihe  (8)  con- 
vergirt,  wobei  jedoch  zu  beachten  ist,  dass  das  zweite  particulare 
Integral  für  %^  =  0  unendlich  wird. 

Dies  zweite  particulare  Integral  lautet,  wenn  wir  nach 
Gauss  (Disq.  circa  seriem  infinitam  etc.,  Werke,  Bd.  III,  S.  125) 
n(n)  und   W{n)  durch  die  Gleichungen 

n{n)  =  1 . 2 . 3  .  .  .  w 


'V{n)  -  'J'(O)  =.  1  +  1  +  .  . 

+  1 

(lefiniren : 

(io)i;  nv(.)  -wm  'yS'(S)'-  %  -nfs 

"{h 

wie  man   leicht  durch  Einsetzen   in   die  Differentialgleichung  (4) 
verificirt. 

Wir  setzen  zur  Abkürzung  die  Reihe  (8): 

und  den  ersten  Theil  des  Ausdruckes  (10): 


(12)         ^^ ^L'J^CO  -  'J^(O)]  -77^  (^)'  -  G  (^-). 
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Um  nun  aber  K  und  K'  durch  diese  particularen  Integrale 
wirklich  darzustellen,  müssen  wir  das  Verhalten  von  Ä,  K'  für 
g  =  0  untersuchen,  wofür  zugleich  x'^  =  0  wird. 

Es  ist  aber  für  ^  =  0  nach  §.  22  und  §.  37: 

(13)  g-l  X2    =    IG,       2K  =r    TT, 

also: 

Lim  Uo(i  —  —  ijrwj  =  0, 
andererseits : 

2  ^'  +  %  —  =  Ho^  —  —  ?■  ;r  w  j  4-   /  :nr  w  ( 1  —  ^qq), 

woraus : 

(14)  L™(2  7r  +  %S)  =  0, 

(15)  K  =  I F(^^),     K'  =  \g (h«)  -  i  ?«//  j|^  J-'(x^) 
und 


x^ 


<?  {■'^'') 


(16)  ^""IgV^"'     ''^"^' 

worin,  wie  schon  bemerkt,  die  Reihen  (r  (x^),  i^(x2)  convergent 
sind,  so  lange  der  absolute  Werth  von  x^  ein  echter  Bruch  ist. 
In  der  Differentialgleichung  (4)  liegen  nun  freilich  die  Mittel, 
die  gefundenen  Ausdrücke  für  K^  K\  q  über  dies  Convergenz- 
bereich  hinaus  fortzusetzen.  Einfacher  gelangt  man  dazu  aber 
durch  die  Anwendung  der  Landen' sehen  Transformation. 
Wir  begrenzen  die  Ebene  der  complexen  Werthe  x^,  indem 
wir  längs  der  reellen  Achse  zwei  Schnitte  von  0  bis  —  qo  und  von 
1  bis  OD  legen.  In  der  so  begrenzten  Ebene  sind  dann  alle 
Wurzeln  aus  x^,  x'2  eindeutig  dadurch  bestimmt,  dass  sie  für 
positive  echt  gebrochene  x'^  reell  und  positiv  sein  sollen.  Es 
ist  nun  nach  den  Formeln  der  Landen' sehen  Transformation 
[§.  39,  (23)],  wenn  wir  mit  Xj,  xi,  K^,  K\  die  Functionen  von  w 
bezeichnen,  die  sich  aus  x,  x',  Ä,  K'  ergeben,  wenn  «  durch  2  w 
ersetzt  wird: 

1  —  x'  ,         2  l/x' 

Xi  = 


(17)  '       ■   1  4-x"  '        1  +  x' 

2  7!^,  =  (1  +  x')  iT,     K\  -=  (1  +  ^')  K'. 
Wenn  wir  also  in  (16)  co  durch  2w  ersetzen,  so  folgt: 


[§.  48.]  Lineare  Differentialgleichung  für  K.  145 

(18)  ?  -  I  ^  «     "  '•"'*• 

Hierin  erstreckt  sich  nun  der  Convergenzbereich  über  den 
in  der  Ebene  X{  gelegenen  Einlieitskreis.  Dieser  aber  entspricht 
nach  der  ersten  Formel  (17)  der  ganzen  Ebene  x^,  so  dass  die 
Kreisperiplierie  den  rein  imaginären  Werthen  von  x',  d.  h.  beiden 
Ufern  des  von  1  nach   oo   laufenden  Schnittes,  entspricht. 

Man  kann  aber  die  Convergenz  dieser  Ausdrücke  noch  ver- 
bessern durch  eine  abermalige  Anwendung  der  Landen' sehen 
Transformation.  Bezeichnen  wir  das  Resultat  einer  nochmaligen 
Verdoppelung  von  cd  durch  den  Index  2,  so  folgt: 

v;^  ==  ^  -  f"^^     4^2  =  (1 + v^yK. 

(19)  '        1  +  V^x'  '        \    -T-  V     J      ^ 

(20)  ,  =  yj|^r-(^.^ 

worin   nun   der   Convergenzbereich   die  Ebene   der  x^  zweimal 
(mit  einer  Verzweigung  im  Punkte  x^  =  1)  bedeckt. 

Diese  Operation  kann  man  fortsetzen,  indem  man  nach  der 
Formel  (17)  aus  Xg  durch  Verdoppelung  von  co  eine  neue 
Grösse  X;^,  daraus  ebenso  X4  u.  s.  f.  herleitet.  Man  bekommt 
dann  eine  Reihe  von  Ausdrücken  für  q,  deren  Convergenz  eine 
immer  bessere  wird.     Für  ein  beliebiges  v  ist: 

v-l  ö(.^,) 


(21)  q 

Die  erste  Gleichung  (17) 


\ y   Xv  2^F(y.l) 

V  4x',. 


(1  +  x')2 
zeigt,  dass,  so  lange  der  absolute  Werth  von  x^  kleiner  als  1  ist, 
und  folglich  der  absolute  Werth  von  1  -[-  x'  grösser  als  1,  der 
absolute  Werth  von  Xi  kleiner  ist  als  der  von  x^,  und  folglich 
nähert  sich  x,.  mit  unendlich  wachsendem  v  der  Grenze  Null. 
Daraus  erhält  man  für  q  die  Darstellung: 

V— 1  v-zA 

(22)  a  =  Um  \7^  =  Lim  \7|' 

welche  bei   reellen  Werthen  von  x  zur  Berechnung   geeignet   ist. 

Weber,  elliptische  Functionen.  ]^Q 
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Aus  jeder  der  Formeln  (21)  kann  man  eine  Reilienentwickelunf^ 
von  q  nach  den  steigenden  Potenzen  von  x,.  herleiten,  deren 
Convergenz  mit  wachsendem  v  zunimmt.  Wendet  man  ins- 
besondere die  Formel  (20)  an,  so  erhält  man  eine  Entwickelung, 
welche  Weierstrass  in  den  Monatsberichten  der  Berliner 
Akademie  vom  Jahre  1883  mitgetheilt  hat,  deren  Convergenz- 
bereich  die  Ebene  x^  zweimal  ausfüllt. 

Die  Coefficienten  dieser  Entwickelung  berechnet  man  am 
einfachsten  aus: 

.03^         yV  -  ^io(Q^^»)  _  2g  +  2g^  +  2g^5  +  .-. 
'^     ^  ^^"      ^oo(0,  4«)  -    1  +  2^^  +  2rii«H ' 

und  erhält  so  nach  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten: 

+  i7oi(i^)"  +  ... 

Ebenso  lässt  sich  nach  (23)  auch  umgekehrt  Vx2  in  eine 
nach  Potenzen  von  q  fortschreitende  Reihe  entwickeln: 

(25)       i  \/^  =  ^  _  2r  +  5^/9  -  10^1^  +  18(/i7  .  .  ., 

welches  die  Umkehrung  der  Reihe  (24)  ist. 

Damit  ist  die  am  Anfang  dieses  Paragraphen  gestellte  Frage 
vollständig  beantwortet. 

Bezüglich  der  Anwendung  der  hier  entwickelten  Formeln  zu 
numerischer  Berechnung  von  q  sei  noch  bemerkt,  dass,  wenn  «'■^ 
näher  an  1  liegt,  man  ein  besser  convergentes  Verfahren  erhält, 
wenn  man  x^  mit  x''-^  vertauscht.  Die  Rechnung  ergiebt  dann 
zunächst  nicht  g,  sondern 

ni 

((=  e    ~, 
woraus  man  aber  q  aus  der  Formel  erhält: 

qlogq'  =  7C^. 
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§.  49.     Die  Modulfiinctionen. 

Unter  einer  Modul function  wollen  wir  eine  solche  ein- 
deutige Function  von  w  verstehen,  welche  ungeändert  bleibt, 
wenn  cj  entweder  der  Gesammtheit  oder  auch  nur  einem  Theil 
der  linearen  Transformationen 


")  »  =  C5) 


unterworfen  wird,  so  dass,  wenn  ijj  (co)   eine  solche  Function  ist: 


Kim-'"'^ 


Alle  linearen  Transformationen,  durch  welche  eine  solche 
Function  #'(ct))  ungeändert  bleibt,  bilden  eine  Gruppe  (5)  in  dem 
Sinne,  wie  dieser  Ausdruck  am  Schluss  des  §.  31  gebraucht  ist; 
denn,  wenn  ip{cj)  durch  (S)  und  durch  (S')  ungeändert  bleibt, 
so  bleibt  sie  auch  durch  (S)  (S')  ungeändert.  Diese  Gruppe  @  ist 
enthalten  in  der  Gruppe  @o,  welche  aus  allen  Transformationen 
(S)  besteht. 

Wenn  eine  solche  Gruppe  @  alle  Transformationen 
und  nur  diejenigen  enthält,  durch  welche  ^(w)  unge- 
ändert bleibt  in  dem  Sinne,  dass  die  Gleichung 

eine  Gleichung 

y  -\-  d  CO 


CJ 


a  -\-  ßco 
nach  sich  zieht,  so  dass 


in    (^    enthalten    ist,    so    sagen    wir,    i^ico)   gehöre   zur 
Gruppe  @. 

Wir  beschränken  uns  auf  die  Betrachtung  solcher  Modul- 
functionen,  welche  mit  dem  Modul  x^  in  einem  algebraischen 
Zusammenhange  stehen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  lässt  sich  der  folgende  allge- 
meine Satz  aussprechen: 

Wenn  il^ (co)  zur  Gruppe  ®  gehört  und  x((i))  durch  die 
Transformationen  von  @  ungeändert  bleibt,  so  ist  ;^  (oj) 
rational  durch  1/^(05)  ausdrückbar. 

10* 
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Denn  zunächst  ist  %(«)  eine  algebraische  Function  von  1^(05), 
und  il^  (g))  kann  als  algebraische  Function  von  tc'^  jeden  Werth 
annehmen.  Zu  jedem  Werth  von  ^  (w)  gehört  aber  nach 
Voraussetzung  nur  ein  Werth  von  x(^)  und  daher  ist  x((o) 
als   einwerthige   algebraische  Function  von  t^  (0)  rational 

[§.11,  (9)]. 

Es  ist  eine  grosse,  noch  nicht  vollständig  gelöste  Aufgabe, 
alle  in  @o  enthaltenen  Gruppen  zu  ermitteln,  zu  welchen  Modul- 
functionen  gehören.  F.  Klein  hat  in  mehreren  Abhandlungen 
eine  grosse  Classe  derselben,  die  er  Congruenzgruppen  nennt, 
untersucht,  deren  Transformationen  dadurch  charakterisirt  sind, 
dass  für  irgend  einen  ganzzahligen  Modul  m 

'«,  ß\  _  /l,  0^ 


C;ö =(;::)'--'■ 


Für  m  =  2  ist  diese  Gruppe  die  erste  unserer  sechs  Classen. 
Wir  wollen  hier  nur  diejenigen  Modulfunctionen  näher  betrachten, 
auf  welche  wir  im  Verlaufe  unserer  Untersuchung  gestossen  sind, 
und  einige  nahe  damit  verwandte. 

1.  Der  Modul  ^2  ist  nach  §.  47  eine  zu  der  ersten  Classe 
der  linearen  Transformationen  gehörige  Modulfunction ;  da  nach 
§.  31  alle  diese  Transformationen  aus  den  beiden 

1,0^ 

.2, 


,  0\  /l,  2X 

5, 1/      \o,  ly 


zusammensetzbar  sind,  so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Jede  Modulfunction,  welche  durch  die  beiden  Ver- 
tauschungen 

(»,  «  +  2),        (0,,  Y^^) 

ungeändert  bleibt,  ist  eine  rationale  Function  von  x^. 

2.  Die  Function  x^x'^  gehört  zu  der  aus  der  ersten  und 
zweiten  Classe  des  §.  31  gemeinschaftlich  gebildeten  Gruppe. 
Diese  Gruppe  lässt  sich  durch  Wiederholung  der  beiden  Trans- 
formationen 

G;3.    (-?::) 

ableiten,  und  wir  können  daher  den  Satz  aussprechen: 

Jede  Modulfunction,  welche  durch  die  beiden  Ver- 
tauschungen 
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(«,   CO  -f  2j,  (^«,   —  — ) 


ungeändert  bleibt,  ist  eine  rationale  Function  von  x^x'^. 
Hieraus  folgt  noch: 

3.  Jede  Modulfunction,  die  durch (w, g)-\-2)  ungeändert 

bleibt   und   durch  (o, )  ihr  Zeichen  ändert,  ist   das 

Product  von  (%'2  —  %2^  mit  einer  rationalen  Function  von 

4.  Die  Invariante  j{(x))  gehört  zur  Gruppe  ©o  (§•  47)  und 
daher  der  Satz: 

Jede  Modulfunction,  welche  durch  die  beiden  Ver- 
tauschungen 

(09,    09  +   1),  (^09,    —   -j 

ungeändert   bleibt,   ist  eine  rationale  Function  von  i(o9). 

Ausser  diesen  führen  wir  noch  zwei  andere  Modulfunc- 
tionen ein. 

Aus  der  Definition  der  Functionen  /(w),  /i  (ö),  /a  (co)  [§.  29, 
(10),  (2)]  ergiebt  sich,  wenn  man  die  beiden  Gleichungen  §.  37, 
(3)  mit  einander  multiplicirt : 

(2)    /(»)  =  IL,    ACo)  =  pp/^,    /.(o.)  =.  f^V^, 


(3) 


Auf  Grund  von   §.  41,  (15),  (16)   definiren   wir  zwei  Func- 
tionen 72  («),  n  (»j  '• 


',(09)  ^  V/jl«)  -  27.64  = 


(2   4-   X2X''^)(X'2    —    X2j 


welche  nach  (2)  und  (3)  als  eindeutige  Functionen  von  09  folgender- 
maassen  darstellbar  sind: 

/"(09)2^  —   16 
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wofür  man   nach   den  Grundforraeln  für   die  /-P'unctionen  [i^.  29, 
(11),  (12)]  auch  setzen  kann: 

(6)    r,  («)  =  fimyf,  (cor  +  fi^rh  (")*  -  /i  c»)V2  (ö)^ 

Es  sind   also  /^,  — /f,    — fl  die    Wurzeln    der    cubischen 
Gleichung 

(8)  /"  -  Y,p  -  16  =  0 
und  4^3"^  ist  die  Discriminante  dieser  Gleichung. 

Bemerkenswerth   sind    auch   die  aus  §.  48   für   diese   Func- 
tionen folgenden  Differentialgleichungen: 

(9)  6^x2  —  _  (^;c'2  _  7ci^lo^^^''^do, 

(10)  dK^K'^  =  —  Tti^U  (Jf'  —  ^'^)  ^'-ii'^dco, 

(11)  df(a>y  =  "^  ^U[/2((^y-fi(^y]day, 

(12)  dy,  (CO)  =  -  ^  y,  («)  rj  («)^  d  co     [§.  29  (10)J, 

(13)  dj  (05)  =  —  2  7tiy2  (G)y^  ^3  (f^)  V  (^)*  ^  ^■ 

Man    erhält    sodann    für    die    linearen    Fundamentaltrans- 
formationen aus  §.  29,  (13),  (14),  (15): 

_ili  /        1\ 

^2    («    +     1)     =     e  3         y^^  (^)^  y^     I  \    ^    y^^  (ßj), 

(14)  •         ^  ^^ 

^3  (ö  +  1)  =  —  73  («),  73  (—  -^j  =  —  ^'a  (»), 

und  aus  §.  35  findet  man  allgemein: 


(15,  -  +  ^«^ 

Es  sind  dies  also  Modulfunctionen ,  und  die  Gruppen ,  zu 
welchen  sie  gehören,  sind  durch  die  beiden  Congruenzen 
charakterisirt : 

aß  -^  ay  +  ßö  —  aß^y  =  0  (mod  3) 
ay  +  ßy  +  ßd  =  0  (mod  2). 

Wir  geben  hiernach  unserem  Satz  4.  die  folgende  Ergänzung, 
die  sich  aus  den  Formeln  (14)  ergiebt. 
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5.   Eine    Modulfiinction,    welche     durch    die    beiden 
Substitutionen 


(ö,  CO  +  1),  (a,  -  -^ 


das  Zeichen  ändert,   ist  das  Product  von  7:^(09)  mit  einer 
rationalen  Function  von  J{g)). 

6.  Eine  Modulfunction,    welche   durch   die  Substitu- 
tion («, j    ungeändert  bleibt   und   durch    (w,  «  -f-  1) 

—  27t  i 

den  Factor  e     ^    annimmt,  ist  das  Product   von   73(0)-^ 
mit  einer  rationalen  Function  von  j((o). 

7.  Eine  Modulfunction,   welche   durch  die   Substitu- 
tionen (c3, j  das  Zeichen  ändert  und  durch  (w,  co-\-l) 

den    Factor    —  e      ^      annimmt,    ist     das    Product    von 
5^2(^)73(09)"    mit  einer  rationalen  Function  von  J(ca). 


§.50.     Darstellung   der   elliptischen  Functionen 
durch  V  und  k^. 

Wenn  wir  das  Umkehrproblem  der  elliptischen  Integrale  so 
wie  in  §.  46  als  die  Aufgabe  der  Integration  der  elliptischen 
Differentialgleichungen  fassen,  so  verlangt  es  die  Dar- 
stellung der  drei  Functionen  snt;,  cni;,  dnv  durch  die  beiden 
unabhängigen  Variablen  v^  k^.  Diese  Aufgabe  ist  durch  §.  48 
gelöst,  aber  bezüglich  der  Variablen  %^  nur  implicite.  Man 
kann  aber  auch  Darstellungen  finden,  welche  x'^  explicite  ent- 
halten, und  zwar  durch  Reihen,  welche  nach  Potenzen  von  v 
fortschreiten,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von 
x'^  sind.  Die  Coefficienten  dieser  Reihen  können  freilich  nicht 
durch  ein  allgemeines  Gesetz  dargestellt,  sondern  nur  successive 
berechnet  werden.  Diese  Darstellungen  verdankt  man  haupt- 
sächlich Weierstrass  1). 


1)  Ueber  die  Weierstrass'sche  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
vgl.  man  besonders  die  von  H.  A.  Schwarz  herausgegebenen  „Formeln 
und  Lehrsätze  zum  Gebrauch  der  elliptischen  Functionen".  Ueber  die 
Reihenent Wickelungen  vgl.  man  auch  Königsbergcr  „Vorlesungen  über 
die  Theorie  der  elliptischen  Functionen",  25,  Vorlesung. 
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Die  0- Functionen  können,  da  sie  durchaus  endliche  und 
stetige  Functionen  von  u  sind,  in  unbedingt  convergente  Potenz- 
reihen nach  u  entwickelt  werden,  und  wenn  wir  daher  die  in 
§.  40,  (2)  vorkommenden  ö-Functionen  in  dieser  Weise  entwickeln, 
so  bekommen  wir  eine  Lösung  unserer  Aufgabe.   Wir  setzen  daher 

6,,(v,  2K,  2 iE')  =  kB,— 

0,00  \'^')' 

^  ^  6,,{v,  2K,  2iK')  =  U  a 


(2v) 


2v 


0,00  i^^'j' 

und  die  JLv,  Bv,  G,  Dv  sind  die  zu  bestimmenden  Functionen 
von  x2  oder  von  o.  Fassen  wir  sie  zunächst  als  Functionen  von 
CO  auf,  so  ergeben  die  linearen  Transformationen  [§.  40,  (3)]: 


B,  (-  -i)  =  (-  !)■  B,  (») 


(2) 


(3) 


M-i)='- 

ly  D,  ((d) 

^■(-i)='- 

ly  a  («). 

x'2'A(a9  +  1) 

=    Ar  (g3) 

7c'^^Br(ay    +    1) 

=  a(cj) 

k'^'C\((o  +  l) 

=  B.  (ay) 

(4) 


x'^'Dvico  +  ij  =  D,(coy 
Äv  ((o  -\-  2)  =  Äv  (g)) 
Br  («  +  2)  =  B,  (co) 

Cr  {CO   +    2)    =    Cr{€3) 

D,  (cü  +  2)  =  Z)„  (a). 
Hieraus  schliessen  wir  auf  die  charakteristischen  Figen- 
schaften  dieser  Coefficienten  als  Functionen  von  x^.  Zunächst 
erhellt  aus  der  Bedeutung  der  Coefficienten,  dass  für  jeden  Werth 
von  X'  mit  etwaiger  Ausnahme  von  x^  =:  0,  1,  oo  die  Coeffi- 
cienten Ar  (k^)  ,  Bv  (x'^j ,  Cr  (x2) ,  Dv  (x^)  cndUche  und  stetige 
B^unctionen  von  x^  sind. 
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Aber  auch  für  z'-^  =  0  bleiben  diese  Functionen  endlich  und 
man  kann  ihre  Werthe  leicht  finden,  wenn  man  in  den  Dar- 
stellungen des  §.  32  q  und  mithin  %^  in  Null  übergehen  lässt. 
Man  erhält  dann  aus  den  Entwickelungen  in  §.  22  mit  Rücksicht 
darauf,  dass  nach  §§.  29,  37  für  ein  verschwindendes  q 


wird 


f.  V  „  2  V  +  1 

e^  sin  V  =r  i: Ar  (0) 


(2v  +  iy. 


(5) 


H!  V  7, 2  r  +  1 

e'  cos^=  2:D,(0)  j^-t 

0,00  K"^^)' 

Die  Formeln  (2)  ergeben  nun: 

^,  (x'2)  =  (_  \y  Ar  (x2) 

^^  a(x'2)  =  (-  iyA.(x^) 

Dv  (%'2)    r=    (_    l)v  Cr  (%2). 

woraus   folgt,   dass   auch   für   k^  z=  l    diese  Functionen   endlich 
bleiben,  nämlich: 

A  (1)  =  (-  1)'  A,  (0) 

-Bv(l)  =  (-!)■  5,(0) 
^  ^  C.  (1)  =  (-  1)'  D„  (0) 

B.  (1)  =  (-  1)"  C,.  (ü). 
Das  System  (3)  lässt  sich  ferner  so  schreiben: 


(8)  ^  "     ^ 

woraus  für  ein  unendliches  x'-: 


154  Fünfter  Abschnitt.  [§.  50.] 

^^  a.(3c-')  =  x2vj?,,(o), 

und  hieraus  wird  geschlossen,  dass  die  Coefficienten  ^,,  i?,,  C,  />, 
ganze  rationale  Functionen  von  k^  vom  Grade  i^  sind,  und 
aus  §.  49,  2,  3,  folgt  überdies  noch,  dass  J.v,  Bv  bei  geradem  v 
rational  durch  k^x''^  ausgedrückt  sind,  während  sie  bei  ungeradem 
V  gleich  dem  Product  von  (z'^  —  z^)  mit  einer  rationalen  Func- 
tion von  x2x'2  sind. 

Aus  Bv  findet  man   (7^  mittelst  der  Formel: 

(10)  c..(x^)  =  x'^*i?,.(:=^') 

und  Bv  durch  Anwendung  von  (6)  und  (8): 

(11)  Dv  (%'0  =  (-  !)•■  Cr  (x'O  =  (-  ly  ^'"  Bv  {^y 

Da  man  aus  (5)  die  Coefficienten  Av  (0),  Bv  (0),  C,  (0),  Dv  (0) 
leicht  bestimmen  kann,  so  ergeben  sich  aus  dem  hier  entwickelten 
Formelsystem  die  Coefficienten  J.,.,  5,.,  6\,  Bv  ohne  weitere 
Rechnung  bis  v  =  3  einschliesslich. 

Man  findet: 

2 


Ä,  =  \, 

Ai  =  0 

A,=-- 

__.(!    _x2/2) 

B,  =  h 

B,= 

|(„'-2_^.),      B,= 

i(l+2)c'x'^) 

C,  =  1, 

C\  = 

i(l+«-0,      C,= 

1  (jt'-i  -  2  x2) 
3 

Do  =  l, 

A  =  - 

i(l+x'^),     i),= 

l(x4-2x'-0. 

A,=. 

_  1  («'2  _  xO  r2  +  . 

.^X'2) 

■ 

B,  = 

1  (/.  ,-  ^.)  (5  _  2 

X2x'2) 

C,  =        i(l  +  x0(5x'^  +  2x0 
A  =-  l(l  +  jc'2)(5x4  +  2x'2). 
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Weitere  Coefficienten  lassen  sich  auf  demselben  Wege,  wenn 
auch  weitläufiger  berechnen,  indem  man  die  Ausdrücke  für  die 
ö-Functionen  in  §.  32  nach  Potenzen  von  q  entwickelt  und,  wie 
hier  die  niedrigste  Potenz  von  ^,  so  die  höheren  benutzt. 
Weierstrass  bedient  sich  zur  recurrenten  Berechnung  der 
Coefficienten  gewisser  partieller  Differentialgleichungen.  Darauf 
soll  hier  nicht  weiter  eingegangen  werden. 


Sechster   Abschnitt. 
Einige  Anwendungen  der  elliptischen  Functionen. 


§.  51.     Oberfläche   des  Ellipsoids. 

Wir  wollen  hier  den  Fortgang  unserer  Betrachtungen  unter- 
brechen, um  durch  zwei  Anwendungen  das  bisher  Entwickelte  zu 
beleben.  Wir  wählen  zuerst  ein  berülimtes  Problem,  die  Be- 
stimmung der  Oberfläche  des  dreiachsigen  Ellipsoids,  von  welchem 
hier  eine  neue  Lösung  gegeben  werden  soll. 

Wir  drücken  die  Punkte  der  Oberfläche  des  Ellipsoids, 
dessen  Gleichung  in  rechtwinkeligen  Coordinaten 

(1)  ^  +  5  +  f!  =  i 

lautet,  durch  elliptische  Coordinaten  aus,  indem  wir  setzen: 

a(A  —  a)  (u  —  a) 


(2)  f 


(a-  c){b  -  c)  ' 
worin  A,  ^  die  elliptischen  Coordinaten  sind,   welche  an  die  Be- 
dingung 

(3)  0<a<A<6<iu<c 
gebunden  sind. 

Man  hat,  in  diesen  Variablen  ausgedrückt,  für  die  gesammte 
Oberfläche  des  Ellipsoids  (1)  den  Ausdruck 

h       c 

(4)  F=2J  J  y^^^_^^^j^_^,^^j^__^^  y_^(^^_a)(^-b){^-cy 


(6- 

-a)(c- 
-  6)  (^  - 

-6) 

v(X  - 

-b){a- 
-  0)  (^  - 

-6) 
-c) 
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worin    die   Quadratwurzeln    mit    positiven   Zeichen    zu    nehmen 
sind  1). 

Wir  setzen  zur  Abkürzung: 

(5)  /(A)  =  A  (A  —  a)  (A  —  ^)  (A  —  c)  =  A4  —  tti  A3  -f-  a^  k^  —  a^l 

und  können  dann  das  Doppelintegral  F  durch  die  folgenden  vier 
einfachen  elliptischen  Integrale  ausdrücken: 

(6) 


=r    i>'. 


/ 


A\ 


f 


ft'-^  d  ^ 


-  i^', 


(7)  F=  2  (^5'  -  5^')- 

Wir  wenden  nun   die  Ergebnisse   des   §.  36   auf  diesen  Fall 
an,  und  setzen 

/^x  ^             dk 

(8)  du    =:  77--— • 

Es    sind    alsdann    A    und  1//W    einw^erthige,    doppelt- 
periodische Functionen  von  u  mit  den  beiden  Perioden: 


(9) 


c^^ 


h 

'■J\ 


dl 


(O.y 


./    '^^ 


OU-Xü). 


ü)» 


Wo 


V/W'      "■'    "V  v-zc")' 

und    wenn    wir   noch    festsetzen,    dass    A  —  a    für  ^  =r  0   ver- 
p^-^  3  schwinden     soll,     so     ist     A     eine 

gerade,  Vf(k)  eine  ungerade 
Function  des  Arguments  u.  In 
beistehender  Fig.  3  ist  das  Perioden- 
parallelogramm dargestellt.  In  den 
mit  a,  ^,  c,  (^  bezeichneten  Punkten 
hat  u  die  Werthe: 

..       «1         (o3i  +  03-2)         »2 
^'       2  '  2  '2 

und  A  die  Werthe: 

a,  6,  c,  0. 


X             ^ 

et 

1 

1)  Vgl.  Hesse,    Vorlesungen    über   analytische  Geometrie  des  Raumes, 
22.  Vorlesung. 
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Führt   man   also  u  als  Integrationsvariable  in  A^  Ä\  B^  B' 
ein,  so  folgt: 

+  -  Wi  _  Wi    +    Wi 

'lA  =  ikdu,  2iB  =  ixdti, 

(10) 

L'  =r  A2  6?  w,  2  iB'  =  A2  cZ  li. 


2 
2^  ^ 


+  -r  wi  IT  '"i  +  '^ä 


1  1 


Die   Function  A   wird   in   zwei  Punkten  a,  /3   des   Perioden- 
parallelogramms unendlich,  welche  durch 

— 00  —  00 

bestimmt  sind,  wobei  Vfi}')  positiv  ist.  Um  das  Verhalten  der 
Function  l  in  der  Umgebung  von  a,  ß  zu  erkennen,  lassen  wir 
u  sich  von  d  aus  den  Punkten  cc,  ß  geradlinig  annähern  und 
erhalten : 

dX  ^  r  dl 


u  —  a  =  ,         ^i  —  P  =  —  /     / 7 

J  vM         '^      J  vm 

—  00  Cß 

worin  X  reell  und  V/(A)  positiv  ist.     Aus  der  Entwickelung 
1       ^i_    ,     «i^j 


ergeben  sich  durch  Integration  und  Umkehrung  der  Reihe  für 
die  Umgebung  der  beiden  Punkte  a,  ß  die  nach  steigenden 
Potenzen  von  ii  —  u^  u  —  ß  fortschreitenden  Entwickelungen : 


A=:M+^  + 


(12)  ^ 

woraus  zu  ersehen,  dass  (^A^  —  —  a^  A  j  kein  Glied  mit  der  —  1  ten 
Potenz  von  u  —  a  oder  u  —  ß  enthält.     P]s  ist  daher 


u 

il)(ii)  —  rfk2  _  —  «1  A  j  du 
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eine    einwerthige   ungerade    Function    von   u    (eine  Trans- 
scendente  zweiter  Gattung). 

Da  der  Differentialquotient  von  -^{ii)  die  Perioden  Oj,  Og 
hat,  so  sind  die  Differenzen  ip  {u -\^  o-^)  —  ^  (tf),  ^  {^i  -\-  co.^)  —  i/.'  (n) 
von  u  unabhängig  und  man  erhält: 

(13) 

il;{u-^a)^)  —  i>  (u)  =  rU^  —  ^  a,  x\  du  =  2i(B'  —  -^  ü^b). 


1 


-  Wi    +   C02 


Nun  ist  nach  dem  Residuensatz  [§.  11,  (4)]  das  Integral 

(U)  J^^Jx^{u)du, 

Über  die  Begrenzung  des  Periodenparallelogramms  erstreckt, 
gleich  der  Summe  der  Residuen  der  Function  li\}{u)  für  die 
Punkte  w,  ß.  Wir  bestimmen  zuerst  das  Begrenzungsintegral, 
welches  gleich  ist 

-r r    /    l\i){u)  —  '^{U-[-C0.2J\dU-{-- r    I   l\^  {%i)  —- l\)  {U  —  (0{)\dU, 


1  1 


also  mit  Rücksicht  auf  (13),  (10),  (7),  indem  man  in  der  ersten 
Gleichung  (13)  u  —  cöj  an  Stelle  von  u  setzt: 

(15)  ^  {A^B  -  B'Ä)  =  --F. 

Es  bleibt  also  noch  übrig,  die  Residuen  der  Function  A  ip  (^), 
d.  h.  die  Coefficienten  der  ( —  l)ten  Potenz  in  den  Entwicke- 
lungen  nach  steigenden  Potenzen  von  u  —  oc,  u  —  ß  zu  bestimmen. 
Zu  diesem  Zweck  müssen  wir  tp(u)  durch  partielle  Integration 
so  umformen,  dass  der  unendlich  werdende  Theil  in  einer  alge- 
braischen Function  von  A  abgesondert  wird.  Wir  gehen  aus  von 
der  Formel 
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woraus  folgt:  

(16)     .^00  -  v{j)  ^-  ^^  -  -^-^^ ^  [n  -  - 

u 

a(h  —  a)  (c  —  a)    f   du 


■      a{ü  —  a)  [e  —  a)    P   du 
"^  2  J  Y—a 


1 


Wenn  wir    nun   nach   lallenden  Potenzen  von    A    entwickeln, 

so  ist  

,,„.  +V/(A)_  b^c-a 

(17)  ir=r^  -  ''  2 

Geht  man  im  Periodenparallelogramm  von  d  nach  a  und 
von  d  nach  /3,  so  erkennt  man  nach  (8),  dass  in  (17)  das  obere 
Zeichen  in  der  Umgebung  von  a,  das  untere  in  der  Umgebung 
von  /3  gilt,  und  daraus  ergiebt  sich  nach  (12)  und  (16)  die 
Summe  der  Residuen  von  A  i/^  (it) : 

a(h-\-c  —  a),^          .     ,      a(b  —  a)(c  —  a)    /'   du 
_  2a  -  ^ 1  iß  -  «)  +  ^ 2^ LJ  ^-^—^ 

U 

f 

a 

Das  hier  vorkommende  Integral 

J  l  —  a 

ist  eine  einwerthige  Function  von  w,  and  daher  der  Inte- 
grationsweg von  «  nach  ß  beliebig.  Integrirt  man  geradlinig 
und  führt  die  Integrationsvariable  X  ein,  so  folgt: 

0 

/10X  i^        o  .  riih  -\-  c  —  a)  —  hc   -.. 

(18)  F=-.2.u  +  .aJ^^^_J—        äL 

—   00 

Diese  Formel  ist  auch  auf  das  Rotationsellipsoid  und  die 
Kugel  anwendbar,  wobei  das  Integral  ausführbar  wird.  Die 
Transformation  auf  die  Legendre'sche  Normalform  führt  zu 
dem  gewöhnlichen  Ausdruck. 
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§.  52.     Theorie  der  Rotation  eines  Körpers  um  seinen 
Schwerpunkt. 

Die  Bewegung  eines  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt 
wird  analytisch  dargestellt  durch  die  gegenseitige  Lage  zweier 
rechtwinkeliger  Coordinatensysteme  mit  demselben  Anfangspunkte, 
deren  eines  im  Räume  fest  ist,  während  das  andere  mit  dem 
bewegten  Körper  in  fester  Verbindung  gedacht  wird.  Bezeichnen 
wir  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  in  Bezug  auf  das  erste 
System  mit  ^,  y^  ^,  auf  das  zweite  mit  |,  t^,  ^,  so  bestehen  die 
Relationen 

(1)  y  ^  a'  t  +h'7i  +  c'  ^ 

und  die  Bewegung  ist   bestimmt,  sobald   die   neun    Coefficienten 

a,      h,      c 

(2)  a\      h\     c' 

a",     h",     c", 

^wischen  welchen  die  sechs  bekannten  Relationen 

«2    -f  h^    -f.  c2    =  1,         a'  a"  -f  h'  h"  +  c'  c"  =  0 

(3)  a'2  +  Z>'2  ^  c'2  =  1,         a!'a    +  h"  h     f  c"  c    ----  0 
a"^^ -Y  h"^ -\- c"\=  l,         aa'     +  hh'     ^  cc'     =0 

stattfinden,  als  Functionen  der  Zeit  t  gegeben  sind.  Hierin  sind 
«,  ö,  c  die  Richtungscosinus  der  ;2>Achse  gegen  die  Achsen  J,  r]^  ^, 
und  entsprechend  die  übrigen.  Wenn  p^  q^  r  die  Componenten 
der  Rotationsgeschwindigkeit  nach  den  Achsen  J,  t^,  ^  bedeuten, 
so  bestehen  die  aus  der  Mechanik  bekannten  Gleichungen 

da         , 

dt   =  ^'  -  '^ 

(4)  -—  ,^  cp  -  ar 

de  , 

11  =  '"^  --  ^'^'' 

welche  gültig  bleiben,  wenn  a,  6,  c  durch  jedes  der  drei  Systeme 
(2)  ersetzt  wird,  so  dass  durch  (4)  neun  Gleichungen  dargestellt 

Weber,  elliptische  Functionen.  11 
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sind,  ^^elimen  wir  an,  dass  der  feste  Punkt  der  Schwerpunkt 
sei  und  ausser  der  Scliwerkraft  keine  weiteren  Kräfte  auf  den 
Körper  wirken,  so  bestehen  für  die  drei  Grössen  j),  q,  r,  wie  die 
Mechanik  lehrt,  die  Differentialgleichungen 

(5)  Bi^  =  (C-A)rp 

c  ^  =  (4  -  J})pq, 

vorausgesetzt,  dass  die  Achsen  |,  7],  l  die  llauptträgheitsaclisen 
des  Körpers  und  dass  A^  I?,  C  die  Hauptträgheitsmomente  sind. 

Hat  man  durch  Integration  von  (5)  p,  q,  r  gefunden,  so  hat 
man,  um  die  drei  Systeme  (2)  zu  finden,  noch  drei  particulare 
Lösungen  des  Systems  linearer  Differentialgleichungen  (4) 
zu  bestimmen. 

Nach  den  allgemeinen  mechanischen  Principien  kennen  wir 
vier  Integrale,  nämlich  die  drei  Flächensätze  und  den  Satz  von 
der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft,  wodurch  nach  dem  Satz 
vom  letzten  Multiplicator  das  Problem  auf  Quadraturen  zurück- 
fülirbar  ist. 

Nach  den  drei  ersteren  Integralen  sind  die  über  sämmtliche 
Massenpunkte  *;/  des  Körpers  ausgedehnten  Summen 

/     (In  dx\ 

Constanten  gleich,  von  denen  wir  zwei,  etwa  die  beiden  ersten, 
durch  Verfügung  über  die  Lage  des  Coordinatensystems  ^,  y,  .z 
gleich  Null  annehmen  können.  l>ezeichnen  wir  die  dritte  Con- 
stante,  die  wir  als  positiv  voraussetzen,  mit  7,  so  werden  diese 
Gleichungen 

Äpa    -\-Bqh    +Crc    ==0 

(6)  '  Äpa'  +  Bql/  +  Crc'  =.  0 

Apa"  +  Bqh"  +  Crc"  ^  7, 

und  hieraus  durch  Auflösung  nach  Ap),  Bq,  Cr,  wenn  wir  statt 
der  Constanten  A,  B,  C  die  Constanten 
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«=-,       ß  =  -g,       r  =  -<]') 

eiiifüliren: 

(7)  p  =  aa",  q  =  ßb",  r  =  yc". 

Der  Satz  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  lautet, 
wenn  h  die  Constante  der  Integration  ist: 

(8)  Äp^  +  Bq^  +  Cr^  =  h. 
Führen  wir  noch  für  h  die  Constante 

ein,  so  können  wir  (6)  und  (8)  in  die  Form  setzen: 

i^    I    11  _i^  II  _  1 
«•-'  ^    ß-^    ^     f'    " 

cc  :^  ß  ^  r 

woraus : 

('^)  ^1  t-  p  ^        -         ^2 

Hierin  sind  j),  g,  r  den  Richtungscosinus  der  augenblicklichen 
Drehungsachse  proportional  und  (9)  ist  daher  die  Gleichung  des 
Kegels  zweiter  Ordnung,  den  diese  Linie  in  dem  Körper  be- 
schreibt. Es  folgt  aus  (9),  dass  bei  einer  reellen  Bewegung  6 
zwischen  der  grössten  und  der  kleinsten  der  drei  Grössen  w,  /3,  y 
liegen  muss  und  wir  können  danach,  wenn  wir  annehmen,  dass 
ß  die  mittlere  dieser  drei  Grössen  sei,  zwei  Fälle  der  Bewegung 
unterscheiden: 
I.  a>  ß>8>y  ^ 

II.  a<ß  <:ö  <:y, 

so  dass  immer  die  g-Achse  die  Achse  dieses  Kegels  ist;  im  ersten 
Falle  aber  ist  sie  die  Achse  des  grössten,  im  zweiten  die  des 
kleinsten  Trägheitsmomentes. 

Nach  diesen  Annahmen  kann  im  Verlaufe  der  Bewegung 
p  und  q  verschwinden,  nicht  aber  r.  Wenn  wir  vermittelst  (7) 
j),  g,  r  eliminiren,   so    ergeben   die  Gleichungen  (4)  und  (9): 

1)  Wir  folgen  der  Bezeichnung,  die  Hermite  in  seiner  Arbeit:     „Sur 
(quelques  applications  des  fonctious  elliptiques",  Paris  1885,  gebraucht. 

11* 
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(10)  ^=.(„_j,)c'V' 

dt 


(11)  TT  ^^  «<:?«"  --   }^ac' 


^Il^ßah"  -  aha", 
dt 

(12)  f«  -  8)a"^  +  (ß  -  8)b"-^  -f  (7  -  5)c"2  =  0. 
Dazu  kommt  die  Gleichung: 

(13)  a"-^  +  h"^  +  c"2  ==.  1 
und  (12)  und  (13)  sind  zwei  Integrale  von  (10). 

Haben  wir  (10)  integrirt,  so  sind  von  (11)  ausser  der  evi- 
denten Lösung  a  =  a",  h  =  h'\  c  =  c"  noch  zwei  particulare 
Lösungen  zu  ermitteln. 

Die  Aehnlichkeit  des  Systems  (10)  mit  dem  System  der 
elliptischen  Differentialgleichungen  (§.  46)  fällt  in  die  Augen.  Um 
beide  Systeme  auf  einander  zurückzuführen,  setzen  wir: 

u  =  n(t  —  i^ 
(14) 
^     ^  a"  =  A  cn  r(,         h"  =  ^  sn  w,        c"  =  v  dn  ii^ 

wo   über   die  Constanten  A,  ^,  v,  n  und  den  Modul  ^  noch  ver- 
fügt werden  kann. 

Die  Gleichungen  (10)  werden  befriedigt,  wenn 

n  ^{ß  -  y)^ 
(15)  w  =  {a  —  y)^ 

woraus : 

(IG)  A2  -j-  x'-v'-  =  a2. 

#0   ist   so   gewählt,    dass   b"   und   also    auch    r/   für   t  -—  f^    ver- 
schwindet, also  die  momentane  Drehungsachse  in  der  |,  ^-Ebene 
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liegt,  /l,  V  sind  die  Werthe  von  a",  c"  für  t  =  fo  und  können 
ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  positiv  vorausgesetzt 
werden.  P'ür  sie  ergeben  sich  aus  (12),  (13)  die  beiden  Glei- 
chungen : 

X''(a  —  d)  +  i;2(y  —  d)  --^  0 

A2                     +2/2                    ==,   1, 
also  

(17)       -i^V^'    "^V-- 

Eine  Vorzeichenänderung  von  n  bedingt  nur  eine  Vorzeichen- 
änderung von  u  und  daher  kann  auch  n  positiv  vorausgesetzt 
werden  und  die  Gleichungen  (15)  zeigen  dann,  dass  ^  positiv  ist 
im  Falle  I,  negativ  im  Falle  II,  und  es  folgt  aus  (15): 

(18)  -  (y  __  ^)  (ö  -  „)'    "    ~  1      "^  '  (r  -  ß)  (d  -  «)' 

so  dass  )(2,  )('2  positive  echte  Brüche  sind,  ferner 

(19)  n  =  Vir  -  ß)  (d  -  «),      fi  =  ±y^. 

wo  das   obere  oder  untere  Zeichen   die  Fälle  I,  II  unterscheidet. 

Nachdem  so  a",  b'\  c"  vollständig  bestimmt  sind,  suchen  wir 
noch  die  beiden  Systeme  von  Particularlösungen  von  (11).  Wir 
suchen  aber  nur  solche  Lösungen  a,  h,  c,  welche  der  in  (3)  ent- 
haltenen Bedingung 

aa"  +  bb"  +  cc"  =  0 
genügen. 

Setzen  wir  daher 

(20)  a=  WU,  b  =  WV,  c  :=.W, 

so  müssen   die  beiden  Functionen   V,  V  die  Bedingung  erfüllen: 

(21)  Ua"  +  Vb"  ^  c"  =  0, 

und  die  Einführung  von  (20)  in  die  Differentialgleichungen  (11) 
ergiebt : 

dJogW   ,    dU 


(22) 


T-,  d loa  W    .    dV  n  TT    \ 


(23)  i^  =ßh"U-aa"V. 

Eliminiren  wir  W^  so  ergeben  sich  für  U^  V  die  Gleichungen 
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^=-  ßb"ü'  +  aa"VU+  yc"V  —  ßh" 


(24) 


il  =  _  /3  6"  t/F  +  aa"  V  —  y  c"  V  +  <xa", 


und  daraus 

U^J^V^:=--(aa"V-  ßh"U){U-^+  F2+  1). 

Diese  Gleichung  ist  befriedigt,  wenn 

(25)  C/2  _!_  F2  +  1  r=  0 

gesetzt  wird,  und  da  wir  nur  eine  particulare  Lösung  suchen,  so 
genügt  diese  Annahme. 

Durch  (21)  und  (25)  sind  aber  die  Gleichungen  (24)  be- 
friedigt und  wir  können  U^  V  daraus  bestimmen.  Wir  setzen, 
um  (25)  identisch  zu  befriedigen,  indem  wir  einen  noch  näher 
zu  bestimmenden  Parameter  co  einführen: 

(26)  U  =  i  sn  {u  -|-  / «),         F  =  =f  i  cn  (w  -f-  / «), 
was,  in  (21)  eingeführt,  nach  (14)  ergiebt: 

(27)  il  sn {ii  -f  i  w) cn u  j^  i^i cn  {u  -\-  i co) sn u  -|-  v dn u,  =  0. 

Diese  Formel  ist  aber  nach  dem'  Additionstheorem  der  ellip- 
tischen Functionen  [§.  39,  (17)]  befriedigt,  wenn 

-^  =  +  dn^c9,  —  =  snzü) 

gesetzt  wird,  zwei  Gleichungen,  von  denen  in  der  That  nach 
(16)  die  eine  aus  der  anderen  folgt,  und  die  drei  Constanten  A,  ft,  v 
drücken   sich   in  folgender  Weise  durch   co  aus  (§.  40,  5): 

yl  -=  cn(G),  x')      — 


(28)  iu  =  ±  dn  (09,  %')  r^  ± 


cn  {i  09,  x) 
dn  {%  09,  x) 
cn  {%  co^  y) 


,        ,.  ^sn(^09,  %) 

V  ■=  sn(o9,  %)       = 7^^ ^' 

^         ^  cn(«09,  x) 

Es  kann  also,  wenn  im  Falle  I  das  obere,  im  Falle  II  das 
untere  Zeichen  gilt,  09  als  eine  reelle  Consta nte  angenommen 
werden,  die  zwischen  0  und  K'  liegt. 

Ehe  wir  zur  Bestimmung  von  TF  übergehen,  leiten  wir  aus 
(14),  (26),  (28)  nach  den  gefundenen  Ausdrücken  aus  dem  Addi- 
tionstheorem [§.  39,  (17)]  noch  die  Formel  ab: 
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Va"  -  Üb"  =  q=  i, 

wodurch  (23)  die  Form  erhält: 

dlogW  _  .  /o         \  in  TT 

—j^-  -h  ^ci  =  (/3  -  (^)h"U 

=  /  (/3  —  a)  ^  sn  u  sn  (tf  -|-  i  w) 

also  nach  (15): 

,^^.  dlogW         ,    .  „  .         /      I     •    \ 

(29)  — j^ —  :=:  ±  la  —  n x^ sn u sn t  a  sn {u  -f-  ^ co). 

Nun  ist  aber  nach  dem  Additionstheorem  der  Transcendenten 

zweiter  Gattung  (§.  42): 

,      ,     .    ,         (9'(?0     ,     0'e/o9)        ®'{;u-\-i(o) 

^       '         ^         S{u)     ^     (^  (^  w)  0  (^^  -f-  ^ «) 

und  wenn  wir  zur  Abkürzung 


(30)  +  a  —  n 


®'{i(o) 


=    £ 


i  ®  (i  co) 

setzen,  was  eine  reelle  Constante  ist,   so  folgt  durch  Integration 
von  (29)  bei   geeigneter  Bestimmung   der   Integrationsconstanten 

(31)  ^=-''"'^eW^- 

Hierdurch    sind  die    gesuchten    particularen    Lösungen    des 
Systems  (11)  gefunden  in  der  Form: 

..&Cu-\-iGi)       /  ■  I    .    X 
®(ii)    ^"(^  +  ^^)^ 

+  ^"         ®{u)    ^"0^  +  ^^)^ 

und  ein  zweites  System  particularer  Lösungen  erhält  man  durch 
Vertauschung  von  i  mit  — L 

Die  Summe  der  Quadrate  dieser  drei  Functionen  verschwindet 
identisch,  und  wenn  wir  also  setzen: 

a  +  ia'  =         3fe^-Mt-  r)  ^_Ö^^sn(t*  +  i(o) 
(32)         6  +  ih'  =  +    iife^M^-r)  — ^|^tl^cn(if  +  ^'w) 

'  ®  (u) 


168  Sechster  Abschnitt.  [§,  52.] 

wenn  M  und  r  reelle  Constanten  bedeuten,  so  genügen  die  hier- 
aus bestimmten  reellen  Werthe  a,  a\  h,  h'  c,  c'  den  Bedingungen 

«2  -f  b'2  +  C2  =  a'2  +   ^,'2  ^   ^'2,  ,j^,'  4_  j^.  _^   ^^/  ^  Q^ 

und  es  bleibt  nur  noch  übrig,  die  Constante  M  so  zu  be- 
stimmen, dass 

a'2  -|_  ^2  _j_  ^2  _  1 

wird;  denn  die  Constante  r  bleibt  der  Natur  der  Sache  nach 
unbestimmt;  sie  ändert  sich  mit  einer  Drehung  des  Coordinaten- 
systems  x,  y^  s  um  die  ^-Achse. 

Um  nun  M  zu  bestimmen ,  ersetzen  wir  in  (32)  i  durch  —  / 
und  bilden  die  Summe  {a  +  ia'){a  —  ia')  4-  (5  -^  ih')[h  —  ih') 
+  (c  +  ic'){c—  ic')  =  2. 

Dadurch  ergiebt  sich: 

9  _  m2  ^(^  +  i  G))0(u  —  i  (O) 
^  -  ^^^  mü) ^^ 

[sn(ii  -f  i«)sn(?(  —  ico)  +  qw{u  4-  ico)cx\{u  —  i co)  -f-  1], 

und  dies  giebt  mit  Benutzung  der  Additionstheoreme  §.  38  (11), 
§.  39  (13),  (14): 

0 (t  «)  cn  ioj 
Danach  erhalten  wir  also  folgende  Resultate: 

0(ic3)@(ti)  cntco       ' 

„ cnu 

cn  /  CO 

(33)    A  Jr-  ih'  —  Te^-^(^-^>  ®(0)®{u  +  Ig))  c\\(u  +  ?  «) 
^     ^         '  "^  0(^a9)(9(?()  cniö       ' 

,  „ |_   dn  /  (o  sn  u 


cn  i  CO 

^  c  =  —  te 


0  (/  ö)  0  (u)       cn  /  G) 


.   sn  ^ «  dn  u 

—     l ; 

cn  icxi 


Bezeichnen  wir  mit   F.  Q,  R  die  Componenten   der  momen- 
tanen Drehung  nach  den  Achsen  der  ^,  1/,  2,  also: 
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Q  =--  a'  p  +  h'  q  -f  c'  r 

E=  a"p  +  h"q  +  c"r, 
so  erhält  man  R  =  ö,  also  constant,  und  aus  den  beiden  ersteren 
Gleichungen  ergiebt  sich 

P+Qi  = 

(a  +  ia')p  +      (b  +  ih')q    +      (c  -f-  ic')r    = 
a{a  +  ia')a"  +  /3(&  +  i6')6"  +  y{c  +  /c>"  = 
(«  -  7^)  (t^  +  ici')  a"  -^  {ß  -  y){b  +  ih')  b". 
Es  folgt  aber  aus  (15)  und  (28): 

,     .     dn «  «  cn  /  o 

a  —  y  =  -h  in : 

'  Sil  l  CO 

,     .  cnia 

ß  —  y  =  ±  tn  T — ; ^, 

^        '  am  CO  cm  (o     . 

also  nach  (33): 

!   •     it(t-t)  &(0)&(u-ric3)  sn{ii-\-ic})cnu(\nicö  —  snMcn(H-|-?"a9) 
~~  0 (i o)  0 (ii)  cnico  .  sn i co 

Wendet  man  im  Zähler  dieses  Ausdruckes  das  Additions- 
theorem an,  indem  man  in  der  dritten  Formel  (17)  des  §.  39  u 
durch  u  -\-  icj  und  v  durch  —  i cj  ersetzt,  so  erhält  man 
schliesslich : 

'     ^  —  ®{ico)  @(u)  cnicj 


I 


II, 


ALGEBRAISCHER    THEIL 


Siebenter   Abschnitt. 
Hülfssätze   aus  der  Algebra. 


§.  53.     Endliche   Gruppen. 

Wir  geben  hier,  zur  Erleichterung  des  Verständnisses  einen 
Ueberblick  über  den  Theil  der  Algebra,  auf  welchen  sich  die 
weitere  Theorie  der  elliptischen  Functionen  und  ihre  Anwendung  zu 
stützen  hat.  Wir  beschränken  uns  auf  das  für  uns  Nothwendige 
und  verweisen  den  Leser  bezüglich  einer  breiteren  Ausführung 
auf  die  algebraischen  Lehrbücher,  besonders  auf  Serret,  „Cours 
d'algebre  superieure"  (deutsch  von  Wertheim). 

Es  ist  uns  bereits  oben,  bei  der  Zusammensetzung  der 
Transformationen,  der  Begriff  der  Gruppe  begegnet.  Es  ist 
zunächst  erforderlich,  diesen  Begriff  etw^as  schärfer  zu  kenn- 
zeichnen. 

1.  Definition.  Ein  System  (^  von  Elementen  irgend 
welcher  Art,  Ä^ ,  A2 ,  yls  .  .  . ,  heisst  eine  Gruppe ,  wenn  es  den 
folgenden  Bedingungen  genügt: 

I.  Durch  irgend  eine  Vorschrift,  welche  als  Composition 
oder  Multiplication  bezeichnet  wird,  leitet  man  in  ein- 
deutiger Weise  aus  zwei  Elementen  ein  neues  Element 
desselben  Systems  her,  in  Zeichen: 

IL  Es  ist  stets 

(AiÄj,)An  =  Ai{AuAn)  ^  AiA^,An 
(associatives  Gesetz,   das   commutative  Gesetz   der  Multi- 
plication wird  im  Allgemeinen  nicht  vorausgesetzt). 
III.  Aus  AAi  =  AAj,  und  aus  Ai  Ä  =  A/^Ä  folgt  Ai  —  Aj,. 
Besteht  das  System  aus  einer  endlichen  Zahl  von  Elementen, 
so  heisst   die  Gruppe   eine    endliche,   und   die  Anzahl   der  Ele- 
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niente  lieisst  der  Grad  der  Gruppe.  Die  Gruppe  der  Trans- 
formationen der  '9' -Functionen  war  eine  unendliche.  Hier  be- 
schäftigen wir  uns  nur  mit  endlichen  Gruppen. 

Als  Beispiel  einer  endlichen  Gruppe  mag  die  Gruppe  der 
Yertausclmngen  (Substitutionen)  von  n  Elementen  dienen.  Die 
Operation  Ä  möge  darin  bestehen,  dass  an  Stelle  von  n  Elementen 
1,  2,  .  .  .  n  dieselben  Elemente  in  einer  anderen  Ordnung 
üi,  a.2^  .  .  .  «n  gesetzt  werden,  was  wir  so  ausdrücken: 


n,  2,     -  '  ■  n\ 


«=(;;,-' 


Ist  nun 

2,     .  .  .  n 

h.2,  .  .  .   h,,, 

eine  Operation  derselben  Art,  so  ist,  wenn  erst  A,  dann  B  aus- 
geführt wird,  dies  gleichbedeutend  mit: 

t-,  2, 


AB 


/r-,  2,       ...  n    \ 

\ha,,    ha,,    .    .    .    haj 


Hieraus  ersieht  man  leicht,  dass  auch  H,  HI  erfüllt  sind, 
und  diese  Vertauschungen  bilden  also  eine  Gruppe.  Da  die 
Anzahl  aller  möglichen  Vertauschungen  von  n  Elementen  n(n) 
^=  1.  2.  .  .  .  w  beträgt,  so  ist  diese  Gruppe  eine  endliche.  BA 
ist  hier  im  Allgemeinen  von  AB  verschieden. 

2.    In  jeder  endlichen  Gruppe  @: 
(@)  A,,  A,,  ...An 

giebt  es  ein  und  nur  ein  Element  A^\  welches  der  Bedingung 
genügt,  dass  für  jedes  Ai'. 

AiA'  -^  A'Ai^  Ai. 
Ist  nämlich  A  irgend  ein  Element  in  (S,  so  sind  nach  III  die 
Elemente 

von  einander  verschieden  und  müssen  demnach  die  ganze  Gruppe 
®  erschöpfen.  Es  muss  daher  auch  A  darunter  vorkommen; 
sei  also 

A  r^  AA\ 

Daraus  folgt  für  jedes  beliebige  Ai-. 
AiA  ^  AiAA\ 
oder,    da   AiA   zugleich   mit   Ai   die    ganze    Gruppe    durchläuft, 
indem  man  Ai  an  Stelle  von  AiA  setzt: 
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d)  Ai  =  Aa\ 

und  dass  es  nur  ein  solclios  Element  giebt,  ist  eine  Folge 
von  III. 

Ebenso  schliesst  man  auf  die  Existenz  eines  Elementes  Aq^ 
für  welches 

(2)  Äi  =  Ä,Äi 
und  aus  (1)  und  (2)  folgt: 

■A    ^=  Aq  =  Aq  A  , 
also  die  Identität  von  Aq  und  A^. 

Zu  jedem  Element  A  kann  man  ein  anderes  A''^  bestimmen, 
so  dass 

(3)  AA-'  =  A-'A  '-=  A'. 

Denn  zunächst  folgt  daraus,  dass  AAi  und  Ai  A  zugleich 
mit  Ai  die  vollständige  Gruppe  durchlaufen,  die  Existenz  eines 
Elementes  J.~'\  für  welches 

AA-'    =r    ^0. 

daraus  folgt  dann  weiter: 

A-'AA-'  ^  A-'A'  r='A'A-'  =  A-\ 

also  nach  III: 

A-'A  =  A\ 

Damit  ist  die  Bedeutung  der  Potenzen  yl"'  von  A  mit  posi- 
tiven und  negativen  Exponenten  gegeben  als  wiederholte 
Zusammensetzung  des  Elementes  A  oder  A~^  mit  sich  selbst. 
Die  Potenzen  werden  multiplicirt,  indem  man  ihre  Exponenten 
addirt.  Das  Element  A^  heisst  das  Hauptelement  und  wird 
als  Einheit  in  der  Gruppe  mit  1  bezeichnet. 

3.  Wenn  die  Elemente  i?i.  i?2i  •  •  •  -ß»-  einer  Gruppe  § 
sämnitlich  unter  den  Elementen  der  Gruppe  %  enthalten  sind,  so 
lieisst  §  ein  Theiler  oder  Divisor  von  %. 

Der  Grad  v  eines  Divisors  von  %  ist  immer  ein  Theiler  des 
Grades  n  von  ©. 

Denn  wenn  die  Gruppe 

nicht  die  ganze  Gruppe  %  erschöpft,  und  also  nicht  v  =  n  ist, 
so  wälde  man  ein  nicht  in  §  enthaltenes  Element  A.  Es  sind 
dann  die  Elemente  des  Systems 

Cr^  =  B,A,  B,A,  .  .  .  B,A 
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sowohl  unter  einander  als  von  denen  in  §  verschieden.  Ist  damit 
@  noch  nicht  erschöpft,  so  wähle  man  Ä\  so  dass  es  weder  in 
§  noch  in  |)  Ä  enthalten  ist,  und  bilde 

^^Ä'  =r  B,A\   B,A\   .  .  .  B,Ä. 

Diese  sind  unter  sich  sowohl  als  von  denen  in  ,§  und  §  A 
verschieden;  und  so  kann  man  fortfahren,  bis  die  ganze  Gruppe  (B 
in  Reihen  §,  ^^-4,  §)  J.'  .  .  .  von  je  v  Elementen  zerlegt  ist. 
Ist  jo  die  Anzahl  dieser  Reihen,  so  ist 

n  =r  vp. 

Die  Zahl  p  wollen   wir    den  Index   des  Tlieilers  -l")   nennen. 

Die  Reihe  ^^  A  bildet  keine  Gruppe,   wohl   aber  das  System 

A-^^^A  =  A-'B,A,  A-'B,A,  .  .  .  A~'B,A. 

Alle  auf  diese  Weise  aus  einem  und  demselben  §  abgeleiteten 
Grupi:)en  A~~   S^  A  heissen  conjugirte  T heiler  von  ©. 

Ein  Theiler  von  @,  der  mit  allen  seinen  conjugirten 
Theilern  identisch  ist,  heisst  (nach  Galois)  ein  eigent- 
licher Theiler  von  (^3. 

Nennen  wir  den  Inbegriff  aller  derjenigen  Elemente,  welche 
zwei  oder  mehreren  Gruppen  gemeinsam  sind,  welcher  stets  eine 
Gruppe  bildet,  ihren  grössten  gemeinsamen  Theiler,  so 
ergiebt  sich,  dass  der  grösste  gemeinsame  Theiler  aller  mit  ein- 
ander conjugirten  Divisoren  einer  Gruppe  Qo  stets  ein  eigent- 
licher Divisor  von  (B  ist. 

4.  Ist  ,§  ein  eigentlicher  Divisor  von  @  vom  Index  j) 
und  @'  ein  beliebiger  Divisor  von  (^,  so  ist  der  grösste  gemein- 
schaftliche Theiler  ^'  von  ©'  und  §  ein  eigentlicher  Divisor 
von  ©',  dessen  Index  q  ein  Theiler  von  p  ist. 

Um  dies  einzusehen,  zerlege  man  (^'  in  die  Reihen : 

(Ji'  =  .t)',  4vs„ ...  rs,_„ 

worin  die  Si  in  ©',  aber  nicht  in  ^y  und  also  auch  nicht  in  ,^1 
enthaltene  Elemente  sind.  Da  ,*p  ein  eigentlicher  Divisor  von  @  ist, 
so  ist  Si~^  Sy  Si  in  §  und  in  (5)',  also  auch  in  §'  enthalten,  und  da 
Si~^  ^'  Si  auch  von  gleichem  Grade  mit  §'  ist,  so  ist  es  mit  ^' 
identisch,  d.  h.  ,§'  ist  ein  eigentlicher  Divisor  von  ^'.  Daraus 
folgt  aber,  da  (S)'  eine  Gruppe  ist,  dass,  wenn  S^^  S.2  irgend  zwei 
der  Elemente  S  sind,  ein  drittes  dieser  Elemente,  ^3,  und  ein 
Element  H'  aus  ,^'  gefunden  werden  kann,  so  dass 

>b|  O.j    =    IJ     >J3. 
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Hieraus  schliesst  man  weiter  mit  Hülfe  der  Relation: 

dass  der  Inbegriff  der  Elemente: 

eine  (in  ©  enthaltene)  Gruppe  bildet.  Denn  wenn  H^  Si ,  II2  S^ 
irgend  zwei  Elemente  in  2  sind,  so  kann  man  H^  in  §  so  be- 
stimmen, dass 

H^i  Si  Hj  S2  =  fii  H^  Si  S.2  =  Hl  H^  H'  S^ 

w^ird,  und  also  ebenfalls  in  2  enthalten  ist.  Ist  v  der  Grad  von 
§,  so  ist  vp  der  Grad  von  (^  und  vq  der  Grad  von  2,  also  vp 
durch  vq  und  folglich  p  durch  q  theilbar. 

5.  Ist  S  ein  beliebiges  Element  einer  Gruppe  @,  deren  Grad  n 
ist,  so  giebt  es,  da  die  Anzahl  der  verschiedenen  Elemente  end- 
lich ist,  unter  den  auf  einander  folgenden  Potenzen  von  S  gewiss 
zwei  identische,  etwa  S"  und  /S'"*"^,  so  dass  S^  =  1  für  irgend 
ein  von  Null  verschiedenes  q.  Ist  q  die  kleinste  positive 
Zahl,  welche  dieser  Bedingung  genügt,  so  heisst  q  der  Grad 
des  Elementes  S^  und  jeder  andere  Exponent  ft,  für  welchen 
S''  =  1  ist,  muss  durch  q  theilbar  sein;  denn  ist  q'  der  Rest 
von  fi  bei  der  Division  mit  g,  so  ist  auch  S^'  =  1,  und  folglich 
muss  g',  welches  kleiner  als  q  ist,  Null  sein.  Da  die  Potenzen 
von  ß  eine  in  ®  enthaltene  Gruppe  bilden,  so  ist  (nach  3.)  der 
Grad  eines  jeden  Elementes  S  ein  Theiler  des  Grades  der 
Gruppe,  und  es  ist  /S"  =  1  für  jedes  Element  S  in  ©. 


§.54.    Ab  ersehe  Gruppen. 

Wenn  in  einer  Gruppe  @  für  je  zwei  Elemente  A^  B  das 
commutative  Gesetz  gilt: 

AB  =  BA, 

so  heisst  die  Gruppe  eine  Abel'sche. 

Eine  Abel'sche  Gruppe  hat  nur  eigentliche  Theiler  und 
jeder  ihrer  Theiler  ist  selbst  eine  Abel'sche  Gruppe. 

Wir  wollen  hier  nur  die  eine  fundamentale  Eigenschaft  der 
Abel' sehen  Gruppen  beweisen,  dass  sie  sich  durch  eine  Basis 
darstellen  lassen.     Darunter  ist  zu  verstehen: 

Weber,  elliptische  Functionen.  12 
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In  einer  Abel'schen  Gruppe  vom  Grade  n  kann  man 
die  Elemente  A^  B^  C  .  .  .  von  den  Graden  a,  h,  c  .  .  ,  so 
auswählen,  dass  in  der  Form 

S  =  Ä'B^C  ... 
jedes    Element    von  ^   und    jedes   nur   einmal    enthalten 
ist,  wenn  a^  ß^  y  .  .  ,   vollständige  Rostsysteme  nach   den 
Moduln  a,  b^  c  .  .  .  durchlaufen,  so  dass 

n  =  abc  .  .  . 
Dieser  Satz  wird  folgendermaassen  bewiesen: 

1.  Ist  r  irgend  eine  im  Grade  n  von  @  aufgehende  Prim- 
zahl, so  giebt  es  in  (^  Elemente,  deren  Grad  durch  r  theilbar  ist. 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  S^,  S2  >  •  •  Sn  die  sämmtlichen 
Elemente  von  (^  und  mit  mi,  W2  .  .  .  rvin  ihre  Grade,  so  ist  in 
der  Form 

(1)  S  =  >Si'^  St' .  .  .  «" 

jedes  Element  und  jedes  gleich  oft  enthalten,  wenn  ,tii,  fWj  .  .  .  iin 
vollständige  Restsysteme  nach  den  Moduln  mi^  ?%  .  .  .  m„  durch- 
laufen. Es  lässt  sich  nämlich  jedes  Element  genau  ebenso  oft  in 
der  Form  (1)  darstellen,  wie  sich  das  Element  „1"  in  dieser 
Form  darstellen  lässt.    Bezeichnen  wir  diese  Zahl  mit  7^,  so  folgt: 

mi  m^  .  .  .  m„  =  h  w, 
also   muss   unter   den  Graden   m^,   mj,  .  .  .  mn   wenigstens    einer 
durch  r  theilbar  sein,  wie  z.  b.  w. 

2.  Der  Grad  des  Productes  aus  mehreren  Elementen  81^82  ... 
einer  Abel'schen  Gruppe  ist  stets  ein  Theiler  des  kleinsten 
gemeinschaftlichen  Vielfachen  der  Grade  von  Si,  82  .  .  .;  denn 
ist  m  dies  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache,  so  ist 

(8,82  ...r  =  8T8T  .  .  .  =  1, 

also  m  durch  den  Grad  von  81  82  -  .  .  theilbar  (5.  des  vorigen 
Paragraphen). 

3.  Ist  n  =  ab  und  a  relativ  prim  zu  &,  so  existiren  in  ® 
genau  a  Elemente  Ä,  deren  Grad  ein  Theiler  von  a,  und  b  Ele- 
mente B,  deren  Grad  ein  Theiler  von  b  ist,  und  in  der  Form 
AB  sind  sämmtliche  Elemente  von  @  und  jedes  nur  einmal 
enthalten. 

Beweis.  Der  Inbegriff  51  aller  Elemente  A  bildet  wegen 
2.  eine  Abel'sche  Gruppe;  ebenso  der  Inbegriff  53  aller  Ele- 
mente B.     Sind  a',  b'  die  Grade  dieser  Gruppen,  so  ist  a'  relativ 
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prim  zu  h  und  h'  relativ  prim   zu  a;   denn  ist  r  eine   in  a'  auf- 
gehende Primzahl,    so   giebt    es  nach    1.   Elemente    in  ^,   deren 
Grad  durch  r  theilbar  ist  und  also  kann  r  nicht  in  h  aufgehen. 
Bestimmt  man  nun  die  ganzen  Zahlen  x^  y  so,  dass 
ax  -\-  hy  =  1, 
so  ist  für  ein  beliebiges  Element  S: 

da  S""^  in  5B,  S^^  in  51  enthalten  ist.  Daher  lässt  sich  jedes 
Element  S  in  der  Form  Ä  B  darstellen.  Eine  solche  Darstellung 
ist  aber  auch  nur  auf  eine  Art  möglich ,  denn  aus  AB  ^=  A' B' 
folgt,  indem  man  zur  Potenz  hy  erhebt,  A  =^  A'  und  mithin 
B  =  B'.     Demnach  ist 

n  =  ab  =  o!V 

und  folglich,  da  a  mit  V  und  h  mit  o!  keinen  Theiler  gemein  hat: 

a  :=  a\  h  :=  b\ 
wie  z.  b.  w. 

4.  Hiernach  ist  unser  Satz  allgemein  bewiesen,  wenn  er  noch 
für  solche  Abel'sche  Gruppen  als  richtig  erwiesen  ist,  deren 
Grad  eine  Potenz  einer  Primzahl  p  ist. 

Es  sei  also  jetzt  der  Grad  n  der  Gruppe  eine  Potenz  der 
Primzahl  p  und  A^  B,  C  .  .  .  von  den  Graden  a,  b,  c  ...  so 
ausgewählt,  dass  in  der  Form 

(2)  S  =  A''B^C'... 

jedes  Element  von  (B  überhaupt,  wenn  auch  mehrmals,  enthalten 
ist,  wenn  die  Exponenten  a,  /3,  y  .  .  .  kleiner  als  a^  b^  c  .  .  ,  und 
nicht  negativ  angenommen  werden.  Dies  ist  stets  möglich,  da 
man  für  ^,  i?,  C  .  .  ,  nöthigenfalls  alle  Elemente  von  (^  (mit 
Ausnahme  des  Hauptelementes)  nehmen  kann.  Wie  in  1.  schliesst 
man,  dass  in  der  Form  (2)  jedes  Element  gleich  oft,  etwa  h 
mal,  enthalten  ist,  und  es  ist 

hn  =  abc  ,  .  . 

Hierin  sind  a^  b^  c  .  .  .  gleichfalls  Potenzen  von  p. 

Es  sei  nun 

(3)  1  =  A"'B^'C^' ... 

irgend  eine  Darstellung  des  Hauptelementes  in  der  Form  (2),  in 
welcher  nicht  alle  Exponenten  Wq,  /3o,  yo  ...  verschwinden; 
ferner  sei 

Wo  =  «0^1,        ßo  —  hßii       ro  =  Con  .  .  ., 

12* 
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worin  «o,  ^o?  Cq  •  -  -  Potenzen  von  p  sind,  während  «j,  /5|,  yi  .  .  . 
durch  p  untheilbar  sind. 

Man  nehme  an,  es  seien  in  (3)  die  A^  jß,  C  .  .  .  so  an- 
geordnet, dass  ccq  von  Null  verschieden  ist,  und  dass  h^^  Cq  .  .  . 
durch  «0  theilbar  sind.     Setzen  wir  dann: 

so  ist  ^'""  =  1  und  daher  der  Grad  a'  von  A'  ein  Theiler  von 
öjo,  also  gewiss  kleiner  als  a;  da  ferner  Wj  durch  p  nicht  theilbar 
ist,  so  kann  man  x  so  bestimmen,  dass 

a^x  ^  \  (mod  a) 
und  daher 

also  ^  und  mithin  jedes  Element  S  darstellbar  in  der  Form: 

A'"'B^'  C^'  .  .. 

Ist  h'  die  Anzahl  dieser  Darstellungen,  so  ist 

h'n  =  a'hc  .  .  . 
und  folglich 

W  <  /^. 

Man  kann  auf  diese  Weise  so  lange  fortfahren,  die  Anzahl 
der  Darstellungen  zu  verkleinern,  als  diese  Anzahl  noch  grösser 
als  1  ist,  woraus  der  Beweis  des  Satzes  sich  ergiebt. 

Wenn  die  Abel'sche  Gruppe  durch  die  Potenzen  eines  ein- 
zigen Elementes  sich  erschöpfen  lässt,  wenn  sie  also  aus  den 
Elementen 

\,AA\...Ä'-' 

besteht,  so  heisst  sie  regulär. 


§.  55.     Algebraische    Grundbegriffe. 

1.  Rationalitätsbereich.  Wenn  von  Eigenschaften  alge- 
braischer Grössen  die  Rede  ist,  so  ist  es  vor  Allem  erforderlich, 
eine  Festsetzung  darüber  zu  treffen,  welche  Grössen  als  bekannt, 
gegeben  oder  rational  angesehen  werden  sollen.  Die  Fest- 
setzung darüber  ist  zunächst  eine  willkürliche,  jedoch  ist  fest- 
zuhalten, dass  alle  durch  die  vier  Species  (Addition,  Subtraction, 
Multiplication ,  Division)  aus  rationalen  Grössen  abgeleiteten 
wieder  rational  sind.     Hieraus  entspringt  der  Begriff  des  Ratio- 


[§.  55.]  Algebraische  Grundbegriffe.  181 

nalitätsbereichs,  worunter  der  Inbegriff  aller  als  bekannt 
betrachteten  Grössen  verstanden  wird. 

Ein  Grössensystem,  welches  die  Ausführung  der  vier  Species 
(mit  Ausnahme  der  Division  durch  Null)  unbeschränkt  gestattet, 
wird  ein  Körper  genannt,  und  daher  ist  jeder  Rationalitäts- 
bereich  ein  Körper. 

Jeder  Körper  muss,  wenn  er  nicht  aus  dem  einzigen  Element 
Null  besteht,  als  Quotient  zweier  gleicher  Elemente  die  Zahl  1 
und  mithin  alle  rationalen  Zahlen  enthalten. 

Der  aus  allen  rationalen  Zahlen  bestehende  Rationalitäts- 
bereich heisst  der  absolute  Rationalitätsbereich.  Es  kann 
aber  auch  der  Rationalitätsbereich  gewisse  irrationale  oder 
variable  Grössen  enthalten. 

Der  Rationalitätsbereich  kann  durch  Hinzufügung  gewisser 
nicht  darin  enthaltener  Grössen  erweitert  werden.  Eine  solche 
Hinzufügung  nennt  man  Adjunction. 

Wir  bezeichnen  den  Rationalitätsbereich  durch  9t  und  ver- 
stehen unter  rationalen  Functionen  oder  Gleichungen 
solche,  deren  Coefficienten  in  9t  enthalten  sind. 

Eine  ganze  rationale  Function  (einer  oder  mehrerer 
Variablen)  heisst  reducibel  oder  irreducibel,  je  nachdem  sie 
in  ganze  rationale  Factoren  zerlegt  werden  kann  oder  nicht. 
Eine  irreducible  Function  kann  reducibel  werden  durch  Erweite- 
rung des  Rationalitätsbereichs.  Man  unterscheidet  dem  ent- 
sprechend auch  reducible  und  irreducible  Gleichungen,  je 
nachdem  sie  durch  Nullsetzen  einer  reduciblen  oder  irreduciblen 
Function  entstehen. 

Eine  algebraische  Grösse  in  9t  ist  eine  solche,  welche 
die  Wurzel  einer  in  9t  rationalen  Gleichung  ist. 

2.  Sind  x^  y  -  >  -  algebraische  Grössen  in  9t  in  beliebiger 
Anzahl  und 

f{x)  =  0,  tpiy)  =  0  ... 

rationale  Gleichungen  vom  Grade  m,  w  . . .,  welchen  sie  genügen,  von 
denen  wir  nur  voraussetzen  wollen,  dass  sie  keine  mehrfachen 
Wurzeln  haben,  so  kann  man  über  die  rationalen  Grössen 
et,  6  ...  so  verfügen,  dass  die  mn  .  .  .  Werthe  r,  /,  r"  .  .  .,  die 
man  erhält,  wenn  man  in 

r  =  ax  -\-  hy  -{-    '  '  ' 
für  x^  y  .  .  .   die   sämmtlichen  Wurzeln    von   /"  =:=  0,  9  =  0  .  .  . 
setzt,    alle    unter    einander   verschieden   sind.      Die    Differenzen 
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r  —  r\  r  —  r",  /  —  r"  .  .  .  sind  nämlich  lineare  Functionen  der 
Veränderlichen  a^  b  .  .  .^  in  deren  keiner  die  Coefficienten  sämmt- 
lich  verschwinden.  Man  kann  also  über  die  a,  6  ...  so  verfügen, 
dass  keine  dieser  Differenzen  verschwindet  (wie  man  in  der 
Geometrie  des  Raumes  einen  Punkt,  selbst  mit  rationalen  Coor- 
dinaten,  so  wählen  kann,  dass  er  auf  keiner  von  einer  beliebigen 
Anzahl  gegebener  Ebenen  liegt).  Dann  sind  r,  r',  r"  ,  .  .  die 
Wurzeln  einer  rationalen  Gleichung  vom  Grade  mw  .  .  . 

.     0(t)  =  (t  —  r)(t-  r')  (t  —  r")  .  .  .  =  0, 

und  es  lässt  sich  jede  rationale  Function  von  x^  y  •  •  -,  also  auch 
die  X,  y  .  .  .  selbst,  rational  durch  r  ausdrücken.  Der  erste  Theil 
der  Behauptung  folgt  nach  dem  Satze,  dass  die  symmetrischen 
Functionen  der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  rational 
durch  die  Coefficienten  ausgedrückt  werden  können,  einfach 
daraus,  dass,  wenn  t  eine  beliebige  Veränderliche  bedeutet,  0(t) 
ungeändert  bleibt,  wenn  darin  die  Wurzeln  von  f(x)  =  0  oder 
von  cp(y)  =  0  .  .  .  beliebig  unter  einander  vertauscht  werden. 
Bedeutet  aber  q  eine  beliebige  rationale  Function  von  x^y..., 
welche,  entsprechend  den  Werthen  r,  r\  r" . . .,  die  Werthe  q.  q\  q"  ... 
erhält  (die  zum  Theil  auch  einander  gleich  sein  können),  so  ist 
aus  demselben  Grunde 

0-^.  +  r^'  +  ---)^^^)  =  ^(*) 

eine  ganze  rationale  Function  von  t.     Setzt  man  ^  =  r,  so  folgt 

womit  auch  der  zweite  Theil  der  Behauptung  erwiesen  ist.  Es 
ist  hierbei  keineswegs  ausgeschlossen,  dass  die  Gleichungen 
/  =  0,  g)  =  0  .  .  .  gemeinschaftliche  Factoren  haben  oder  sogar 
mit  einander  identisch  sind. 

3.  Algebraischer  Körper.  Der  Inbegriff  aller  rationalen 
Functionen  einer  algebraischen  Function  x  in  Üt  heisst  ein  alge- 
braischer Körper  und  wird  mit  ^{x)  oder  kurz  mit  ü  bezeichnet. 
Nach  2.  ist  der  Inbegriff  aller  rationalen  Functionen  mehrerer 
algebraischer  Grössen  Ü  (x^  y  •  -  -)  unter  dem  so  definirten  Körper- 
begriff" enthalten. 

Es  sei  also 
(1)  f(x)  =  0 
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die  Gleichung  mten  Grades  für  ^,  von  der  wieder  vorausgesetzt 
sei,  dass  sie  keine  melirfacheu  Wurzeln  habe,  und 

seien  ihre  Wurzeln.  Indem  man  x  durch  Xi^  x^  .  .  *  ^m-i  ersetzt, 
entspringen  aus  ü(x)  die  m  conjugirten  Körper 

SO  dass  jeder  Grösse  y  in  ^l  eine  ganz  bestimmte  Grösse  yu  in 
jedem  der  conjugirten  Körper  ^(Xh)  entspricht. 

Diese  Grössen  ?/,  2/ii  •  •  •  t/m—i  heissen  mit  einander  conjugirt. 
Symmetrische  Functionen  von  conjugirten  Grössen  sind  rational. 
Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  unter  diesen  das  Product  aller 
mit  einander  conjugirten  Grössen  y^  welches  die  Norm  von  y 
genannt  wird. 

4.  Der  Grad  des  Körpers.  Wenn  f(x)  reducibel  ist, 
so  sei 

(3)  (p(x)  =  0 

die  irreducible  Gleichung,  welcher  x  genügt,  vom  Grade  w,  und 

(4)  X,  Xi   .  .  .,  Xn-i 

seien  ihre  Wurzeln.  Die  Zahl  w  heisst  der  Grad  des  Körpers 
^(x).  Jeder  rationalen  Gleichung,  welche  durch  eine  der 
Grössen  (4)  befriedigt  wird,  müssen  auch  die  übrigen 
genügen. 

Denn  wenn  il^^x)  =  0  und  cp  (x)  =  0  eine  gemeinsame 
Wurzel  haben,  so  muss  wegen  der  Irreducibilität  von  (p{x)  die 
Function  il^ix)  durch  (p(x)  theilbar  sein. 

5.  Jede  Grösse  y  des  Körpers  ü{x)  genügt  einer 
rationalen  Gleichung  nten  Grades: 

(5)  %(!/)  =  0, 
worin  für  ein  veränderliches  t 

X(t)  =  (t  -  y)(t  -  yi)  .  .  .(t  —  2/n-i), 
entweder    irreducibel    oder   eine   Potenz    einer    irre- 
ducibeln  Function  ist. 

Denn  lösen  wir  x(t)  in  seine  irreducibeln  Factoren 

auf,  so  verschwindet  jede  dieser  Functionen  wenigstens  für  einen 
der  Werthe 

(6)  t  =  ij,  iji  .  .  .,  IJn-l, 

und  mithin  nach  4.,  da  y  eine  rationale  Function  von  x  ist,   für 
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alle  diese  Werthe.  Die  Functionen  Xi(t)^  Xi{^)  •  •  •  haben  daher 
alle  dieselben  Wurzeln,  nämlich  die  von  einander  verschiedenen 
unter  den  Grössen  (6)  und  sind  also  mit  einander  identisch. 
Die  Grössen  (6)  zerfallen  in  Gruppen  von  gleichvielen  unter 
einander  gleichen. 

7.  Wenn  die  Gleichung  (5)  irreducibel  ist,  so  heisst  y  eine 
primitive  Grösse  des  Körpers  ^  (weil  sie  keinem  Körper 
niedrigeren  Grades  angehört).  Jede  Grösse  des  Körpers  ^  ist 
dann  durch  y  rational  ausdrückbar  und  also  ^(x)  mit  ^{y) 
identisch. 

Der  Beweis  ist  derselbe  wie  in  Nr.  2. 

Wenn  umgekehrt  x  durch  eine  Grösse  y  des  Körpers  ^{x) 
rational  ausdrückbar  ist,  so  ist  y  eine  primitive  Grösse  des 
Körpers  Ü. 

8.  Wir  kehren  jetzt  zurück  zur  Gleichung 

fix)  =  0 
vom  mten  Grade  und  betrachten  neben  dem  Körper  9:  {x)  den  Körper 

StyX^  Xi^   X2   .   .   .^   Xm—i)    =    Jl, 

welcher  die  Norm  des  Körpers  ^(x)  heisst,  und  dessen  Grad 
wir  mit  v  bezeichnen  wollen.  Ist  r  eine  primitive  Grösse  des 
Körpers  91,  so  sind  x,  a-i,  x.2  ...,  x^—i  rationale  Functionen  von  r 
(nach  7)  und  der  Körper  D^  ist  identisch  mit  ^(r);  r  ist  eine 
rationale  Function  der  Grössen  (2)  und  die  mit  r  conjugirten 
Grössen 

(7)  r,  ri,  ^2  .  .  .,  rv  _  1 

entstehen  alle  durch  gewisse  Vertauschungen  der  x^  sind  also 
ebenfalls  rationale  Functionen  der  Grössen  (2)  und  daher  auch 
von  r.  Der  Körper  9^  hat  also  die  Eigenschaft,  alle  seine  con- 
jugirten Körper  zu  enthalten,  und  da  dasselbe  für  jeden 
anderen  der  Körper  R(ri),  ^(^2)  .  .  .  gilt,  so  sind  alle  diese 
Körper  mit  einander  und  mit  ihrer  Norm  ^  (r.  ri  .  .  .,  n-i)  iden- 
tisch. Ein  solcher  Körper  heisst  ein  Normalkörper  oder  ein 
Galois'scher  Körper.  Die  Grössen  (7)  genügen  einer  irre- 
ducibeln  Gleichung  vten  Grades 

(8)  F(r)  =  0, 

welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  durch  eine  ihrer  Wurzeln  alle 
übrigen  und  auch  alle  Wurzeln  der  ursprünglichen  Gleichung 
f(x)  =  0  rational  ausdrückbar  sind.  Wir  nennen  eine  solche 
Gleichung  eine  Galois'sche  Resolvente  der  Gleichung/(a;)  =  0. 
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§.  56.    Die  Galois'sche  Gruppe  der  Gleichung /(^)  =  0. 

Drückt  man  die  sämmtlichen  Grössen  des  Körpers  ^  rational 
durch  r  aus  und  ersetzt  dann  r  durch  ri,  oder  macht  man,  wie 
wir  uns  ausdrücken  wollen,  die  Substitution 

so  gehen  die  sämmtlichen  Grössen  in  ^  in  bestimmte  andere 
Grössen  desselben  Körpers  über,  und  niemals  zwei  verschiedene 
Grössen  in  ein  und  dieselbe  [denn  aus  ipi  (ri)  =  ip2  (^i)  würde 
nach  4.  folgen  t^(r)  r=  i/^aO^)]- 

Jede  Gleichung,  die  zwischen  Grössen  des  Körpers 
^  besteht,  bleibt  richtig,  wenn  die  Substitution  S  darin 
ausgeführt  wird.  Die  Grössen  (7)  und  ebenso  die  Grössen  (2) 
in  §.  55  werden  daher  durch  die  Substitution  S  in  bestimmter 
Weise  unter  einander  vertauscht. 

Die  V  Substitutionen  S^ 

(9)  (r,  r),  (r,  r{),  (r,  r^)  .  .  .,  (r,  n-i), 

worin  (r,  r)  =r  Sq  die  identische  Substitution  bedeutet,  durch 
welche  nichts  geändert  wird,  bilden  eine  Gruppe  ©  in  folgendem 
Sinne : 

Wir  wollen  zwei  der  Substitutionen  (9),  etwa  Ä'i,  ^2,  nach 
einander  ausführen.  Durch  S^  =  (r,  ra)  wird  ri  in  eine  bestimmte 
der  Grössen  (7),  etwa  ^3,  übergehen,  so  dass  S->  auch  ==  (ri,  ^3) 
gesetzt  werden  kann.  Dann  ist  das  Resultat  der  successiven 
Ausführung  von  Si^  S2  oöenbar  (r,  Ts)  =  S-^^  und  wir  setzen  daher: 

(10)  (r,  ri)  (r,  ra)  =  (r,  r^)  (n,  ^3)  =  (r,  ^3), 

wodurch  die  Composition  der  Elemente  von  ®  erklärt  ist,  welche 
@  zur  Gruppe  macht.     Die  Zahl  v  ist  der  Grad  dieser  Gruppe. 
Die  Gruppe  @  hat  die  doppelte  Eigenschaft: 
a)  Jede  Grösse  in  5i,  welche  durch  die  Substitutionen 
der  Gruppe  (S  ungeändert  bleibt,  ist  rational. 
Denn  ist 

ip(r)  =  ii>(ri)  =  .  .  .  ^(n-i), 
so  ist 

V  ip  (r)  =  ^  (r)  -\-  ^  (^1)  +  •  •  •  (^  (rv  -  1) 

als  symmetrische  Function  der  Wurzeln  von  (8)  rational. 
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b)  Jede  rationale  Gleichung  zwischen  Grössen  in  ^ 
bleibt  richtig,  wenn  irgend  eine  Substitution  der  Gruppe 
&  angewandt  wird. 

Denn  ist  ^(r)  =i  0,  so  ist,  da  F(t)  irreducibel  ist,  i}^{t) 
theilbar  durch  F(t)  und  also  auch  Jp(ri)  =  0,  .  .  .  i/^(r,_i)  =  0. 

Wenn  man  eine  Substitution  der  Gruppe  (^  auf  die  Grössen- 
reihe  x^  x^^  x.2  .  .  .,  ^„i_i  anwendet,  so  erleiden  diese  eine  gewisse 
Perm  Uta  tion.  Jeder  Substitution  S  entspricht  daher  eine 
gewisse  Substitution  der  Wurzeln  x\ 

/-|-|\  o  f^-)    '^ii  OC2  '  '   .1  Xm — 1\ 

\X  ^  Xi,  X2  -   .  .,  Xm  —  l' 

welche  sich  nach  der  Regel  (10)  zusammensetzen  lassen  und 
daher  eine  mit  @  „isomorphe"  1)  Gruppe  bilden,  die  wir  gleichfalls 
mit  @  bezeichnen  Avollen. 

Sie  heisst  die  Galois'sche  Gruppe  der  Gleichung /=  0 
und  hat  die  beiden  folgenden  Eigenschaften,  die  nur  ein  anderer 
Ausdruck  für  a)  b)  sind: 

a')  Jede  rationale  Function  der  Wurzeln  x^x^..  .^x^-u 
welche  durch  die  sämmtlichen  Substitutionen  @  unge- 
ändert  bleibt,  ist  eine  rationale  Grösse. 

b')  Jede  rationale  Gleichung  zwischen  den  Wurzeln 
X,  Xi  ...,  Xm-\  bleibt  richtig,  wenn  eine  der  Substitutionen 
(S  angewandt  wird. 

Dem  fügen  wir  noch  hinzu: 

c')  Wenn  irgend  eine  Substitution  8  der  Wurzeln  x 
auf  sämmtliche  rationale  Gleichungen  zwischen  den 
Wurzeln  anwendbar  ist,  so  gehört  sie  zur  Galois'schen 
Gruppe  der  Gleichung. 

Denn  eine  solche  Substitution  ist  auf  die  Gleichung  (8)  an- 
wendbar und  ist  daher  mit  einer  der  Substitutionen  (r,  n)  gleich- 
bedeutend. 

Daraus  folgt  noch,  dass  die  Eigenschaften  a')  b')  für  die 
Galois'sche  Gruppe  vollständig  charakteristisch  sind,  d.  h.  dass 
es  keine  zweite  Gruppe  von  Substitutionen  giebt,  welche  die- 
selben Eigenschaften  besitzt,  und  man   kann  die   Gruppe   der 


1)  Zwei  Gruppen  von  gleich  vielen  Elementen  heissen  isomorph ,  wenn 
jedem  Element  der  einen  Gruppe  ein  Element  der  anderen  Gruppe  in  der 
Weise  entspricht,  dass  auch  dem  Compositum  aus  zwei  Elementen  der  einen 
Gruppe  das  Compositum  aus  entsprechenden  Elementen  der  anderen 
entspricht. 
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Gleichung  auch  clel'iniren  als  den  Inbegriff  aller  der- 
jenigen Substitutionen,  welche  in  sämmtlichen  ratio- 
nalen Gleichungen  zwischen  den  Wurzeln  gestattet 
sind. 

Denn  hat  eine  Gruppe  @'  die  beiden  Eigenschaften  a')  b'),  so 
ist  sie  nach  c')  ein  Theiler  von  (^.  Ist  aber  @  durch  (^'  nicht 
erschöpft,  so  geht  durch  @'  ein  Theil  der  Grössen  r,  etwa  r,  r^  ..., 
r^u  —  i,  nur  in  einander  über; 

(t-r)(t-r,)...(t-r,.^) 

wäre  aber  dann  rational  und  F(t)  reducibel,  gegen  die  Voraus- 
setzung. 

Die  Gruppe  @  heisst  transitiv,  wenn  es  in  ihr  wenigstens 
eine  Substitution  giebt,  durch  welche  x  in  eine  beliebige 
andere  Wurzel  x^  übergeht,  im  entgegengesetzten  Falle  in- 
transitiv. 

Ist  @  transitiv,  so  ist /(^)  irreducibel;  dann  alsdann  muss 
nach  b')  jede  Gleichung  (p(x)^=0  für  sämmtliche  Wurzeln 
von  f(x)  ==  0  erfüllt  sein. 

Ist  aber  ^  intransitiv,  so  wird  f(x)  reducibel  sein;  dann 
giebt  es  einen  gewissen  Theil  der  Grössen  x^  etwa  x^Xi  ...^Xn  —  u 
worin  7i  <<  w,  welche  durch  ^  nur  unter  einander  vertauscht 
werden,  und  daher  ist  nach a')  bereits  (p(t)  =  (t  —  x)  ...(t  —  Xn-\) 
rational,  also  (p(x)  ^  0  rational  und  nur  vom  Grade  n. 

Die  Gruppe  der  Gleichung  cp  (x)  :=  0  besteht  dann  neben 
der  identischen  Substitution  aus  allen  durch  die  Substitutionen 
von  ©  bewirkten  Vertauschungen  der  Wurzeln  x,  x^^  x^  . . .,  Xn- 1. 


§.57.    Reduction    der   Galois'schen   Gruppe    durch 

Adj  unction. 

Es  sei  I  irgend  eine  Grösse  des  Körpers  5^  und  |)  der  Inbe- 
griff aller  derjenigen  Substitutionen  von  @,  durch  welche  |  un- 
geändert  bleibt.  Es  ist  dann  §  eine  Gruppe,  und  zwar  ein 
Divisor  von  @  (welcher,  falls  J  im  Körper  91  primitiv  ist,  nur 
die  einzige  identische  Substitution  enthält  und,  falls  J  rational 
ist,  mit  (S)  identisch  ist).  Der  Grad  von  §  sei  fi  und  der  Index 
%,  so  dass 

(12)  V  z=z  ^Yli. 
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Ist  Ui  <;  V  und  Si  eine  nicht  in  §  enthaltene  Substitution 
von  ^,  so  geht  durch  die  sämmtlichen  Substitutionen 

I  in  ein  und  denselben,  von  |  verschiedenen  Werth  |i  über,  und 
es  entsprechen  also  den  %  Reihen  (§.  53,  3): 

(13)  §.  §Si---,C''S„,_„ 
Hl  verschiedene  Werthe  von  |: 

(14)  I,    li    ...,    |n,-l. 

Die  Anwendung  irgend  einer  Substitution  T  von  t^  auf  |i 
hat  denselben  Effect,  wie  die  Anwendung  von  S^  T  auf  |,  und  da 
/S'i  Tin  einer  der  Reihen  (13)  enthalten  ist,  so  werden  durch  jede 
Substitution  T  die  Grössen  (14)  nur  unter  einander  permutirt. 
Hieraus  folgt,  dass,  wenn  t  eine  Veränderliche  bedeutet,  das 
Product 

{t-l)(t-h)  ...(i-|..,-i)  =  9)(0 
rational   ist   und    dass   mithin   §    durch  eine  Gleichung   vom 
Grade  ni: 

(15)  <p(l)  =  0 

bestimmt  wird.  Die  Gleichung  (15)  ist  irreducibel,  da  jede 
rationale  Gleichung  qp(|)  =  0  richtig  bleiben  muss,  wenn  irgend- 
eine Substitution  (13)  gemacht,  also  ^  durch  eine  der  anderen 
Grössen  (14)  ersetzt  wird. 

Jede  Grösse  in  91,  welche  durch  die  Substitutionen  der  Gruppe 
§  ungeändert  bleibt,  kann  rational  durch  J  ausgedrückt  werden 
(Beweis  wie  in  §.  55,  2). 

Die  Gruppe  §  besteht  aus  /i  Substitutionen  der  Form: 
(r,  r),  (r,  r^\  .  .  .  (r,  fu-i), 
und  daher  werden  durch  §  die  ft  Grössen: 

r,  ^1,  ^2,  .  .  .  ru_i 
nur  unter  einander  vertauscht.  Denn  sind  //  =  (r,ri),  i/j  =  (rj,  r^) 
zwei  Substitutionen  in  4^,  so  gehört  HH^  =  (r,  ^2)  gleichfalls  zu  ,'p. 
Das  Product: 

ist  daher  rational  durch  ^  ausdrückbar,  und  wenn  also  J  dem 
Rationalitätsbereich  adjungirt  wird,  so  fordert  die  Bestimmung 
von  r,  also  die  vollständige  Lösung  der  Gleichung  f(x)  =  0,  nur 
noch  die  Kenntniss  einer  Wurzel  r  der  Gleichung  ^ten  Grades: 

(16)  F(r,  I)  ==  0. 
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Wir  wollen  noch  umgekehrt  zeigen,  class,  wenn  §  irgend  ein 
Divisor  von  @  ist,  immer  eine  Grösse  in  91  gefunden  werden 
kann,  welche  durch  die  Substitutionen  |)  und  nur  durch  diese 
ungeändert  bleibt.  Von  einer  solchen  Function  sagt  man,  sie 
gehöre  zu  der  Gruppe  §. 

Besteht  die  Gruppe  §  aus  den  Substitutionen 
(r,  r),  (r,  r^,  •  •  .  (^  n^-i), 
so  bleibt  das  Product 

I  r=  (w  —  r)  («  —  ri)  .  .  .  (oi  —  ru  _  i), 
worin  a  eine  willkürliche  rationale  Grösse  ist,  ungeändert  durch 
,§.  Macht  man  aber  in  dem  so  gebildeten  Ausdruck  |  alle 
Substitutionen  S^  Si  .  .  .^  Sn^-i^  so  entstehen  %- Grössen,  von 
denen  keine  zwei  in  Bezug  auf  «  identisch  sind,  und  von  denen 
also  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Werthen  a  zwei  einander 
gleich  werden  können.  Man  kann  also  über  a  so  verfügen,  dass 
sie  alle  verschieden  sind,  und  dass  also  |  sich  durch  jede  nicht 
in  §  enthaltene  Substitution  ändert,  und  mithin  zu  §  gehört. 

Wenn  man  also  darauf  ausgeht,  die  Auflösung  der  Gleichung 
f(x)  =  0  auf  eine  Gleichung  möglichst  niedrigen  Grades 
zurückzuführen,  so  wird  man  einen  Divisor  §  von  ^  suchen  von 
möglichst  hohem  Grade.  Beurtheilt  man  aber  die  Schwierigkeit 
der  Lösung  einer  algebraischen  Aufgabe  nach  dem  Grade  der 
Gruppe,  so  wird  es  zunächst  darauf  ankommen,  den  Grad  der 
Gruppe  der  Gleichung  (15)  zu  ermitteln.  Wir  betrachten  also 
den  Körper  (§.  55,  8): 

5^1=^(1,    ll...,    Sn.-l) 

und  bezeichnen  mit  q  eine  primitive  Grösse  dieses  Körpers. 
Eine  solche  Grösse  bleibt  nur  durch  solche  Substitutionen  un- 
geändert, welche  gleichzeitig  alle  |,  Ji  .  .  .,  |«i_i  ungeändert 
lassen.  Wenn  nun  |  durch  S  in  |i  übergeht,  so  geht  Jj  durch 
Ä~Mn  I  über,  und  daher  gehört  |i  zu  S~'^^S.  Daraus  folgt, 
dass  Q  zu  dem  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  |)i 
aller  mit  §  conjugirten  Theiler  von  @  gehört. 

Die  Gruppe  §i  ist  ein  eigentlicher  Divisor  von  ©,  dessen 
Grad  und  Index  wir  mit  /Xi,  v-^  bezeichnen,  so  dass 

Es  genügt  also  q  einer  irreducibeln  Gleichung  leiten  Grades 
und  Vi  ist  also  der  Grad  des  Körpers  DZj  oder  der  Grad  der 
Gruppe  der  Gleichung  q)  (|)  =  0. 
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Eine  Reduction  der  Gruppe  von  f{x)  =  0  kann  also  nur 
durch  solche  Grössen  eintreten,  welche  durch  die  Substitutionen 
eines  eigentlichen  Divisors  von  @  ungeändert  bleiben.  Wenn 
^  gar  keinen  eigentlichen  Divisor  besitzt,  so  kann  wohl  eine 
Reduction  des  Grades,  aber  nicht  eine  Reduction  der  Gruppe 
eintreten.  In  diesem  Falle  enthält  §i  nur  die  eine  identische 
Substitution  und  es  kann  r  rational  durch  q  ausgedrückt  werden, 
so  dass  durch  die  Kenntniss  von  q  oder,  was  dasselbe  ist,  der 
sämmtlichen  Wurzeln  |,  |i  .  .  .,  |„j_i  die  Gleichung  f{x)  =  0 
vollständig  gelöst  ist. 

Wenn  die  Galois'sche  Resolvente  F{r)  =  0  nach  Adjunc- 
tion  irgend  welcher  algebraischer  Grössen  reducirt  wird 
und  es  ist 

Fx(0  =  (<-r)(<-n)...(<-r,,-0 
ein  irreducibler  Factor  von  F{t)^  so  bilden  die  Substitutionen 

(r,  r),  (r,  r^\  .  .  .  (r,  n,_i) 
eine  (in  (^  enthaltene)  Gruppe  §.     Denn  wenn 

(r,  ri)  (r,  ra)  =  (r,  ^3), 
also 

(r,  ^2)  =  (n,  rg) 

ist,  so  folgt,  dass,  wenn  rj,  r^  der  Gleichung  Fi  (t)  =  0  genügen, 
ihr  auch  n,  genügt,  weil  in  Fi(ri)  =  0  wegen  der  Irreduci- 
bilität  von  Fi  (r)  =  0  die  Substitution  (r,  r^)  ausgeführt  werden 
darf,  so  dass  also  auch  Fi  (r^)  =  0  ist.  Es  ist  also  (r,  r.^)  in  § 
enthalten.  Suchen  wir  also  eine  zu  dieser  Gruppe  §  gehörige 
Grösse  |  in  9^,  so  folgt,  dass  -Fi  (0  (für  ein  unbestimmtes  t) 
rational  durch  |  ausdrückbar  ist.  Wir  haben  also  nicht 
nöthig,  bei  der  successiven  Reduction  der  Galois'schen 
Resolvente  andere  Irrationalitäten  als  solche  zu  Hülfe 
zu  nehmen,  welche  in  5^  enthalten,  also  rational  durch 
die  Wurzeln  von /(;r)  ausdrückbar  sind. 


§.  58.    Reduction  durch  Wurzeln  reiner  Gleichungen. 
Abel'sche  Gleichungen. 

1.  Wir  wollen  noch  die  Frage  erörtern,  unter  welchen  Um- 
ständen die  Gleichung  F{r)  =  0  durch  Adjunction  der  Wurzel 
einer  reinen  Gleichung  reducirt  werden  kann.  Es  genügt  hier- 
bei   die   Annahme,    dass    der   Grad    der    reinen   Gleichung  eine 
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Primzahl  p  sei,  weil  jedes  Wurzelziehen  sich  auf  eine  Kette  von 
Wurzeln  mit  Primzahlgraden  zurückführen  lässt. 

Wir  machen  hierbei  die  Annahme,  dass  die  pten  Einheits- 
wurzeln zum  Rationalitätsbereich  gehören,  bemerken  aber,  dass 
die  Frage,  ob  durch  Adjunction  der  ^ten  Einheitswurzeln  die 
Gleichung  F{r)  =  0  reducirt  wird,  keine  andere  ist  als  die,  die 
wir  hier  gestellt  haben,  weil,  wie  aus  der  Kreistheilungstheorie 
bekannt  ist,  die  ji^ten  Einheitswurzeln  ausgedrückt  werden  können 
durch  die  Wurzeln  reiner  Gleichungen,  deren  Grade  Divisoren 
von  p  —  1,  also  kleiner  als  p  sind. 

Die  Function 
(17)  ^^{t)  =  f  —  A 

ist,  wenn  A  rational,  aber  nicht  die  j)te  Potenz  einer  rationalen 
Grösse  ist,  irreducibel;  denn  wäre  (17)  reducibel,  so  wäre  ein 
Product  aus  weniger  als  p  seiner  Wurzeln  rational,  also  ^ A^ 
für  Q\n  q  <^  p  rational.  Bestimmt  man  also  die  ganze  Zahl  x 
so,  dass  xq^  l  (mod  _p),  so  folgt,  dass  auch  "]/ A"^^  und  folglich 
y  A  rational  ist,  gegen  die  Voraussetzung. 

Wenn  nun  durch  Adjunction  einer  Wurzel  q  von  (17)  die 
Gleichung  F{r)  =  0  reducirt  wird,  so  giebt  es  einen  Factor 
F(t^  q)  von  F(t),  der  q  wirklich  enthält,  und  zwar  höchstens  im 
Grade  p—l,  so  dass  F(r^Q)  =  0  ist.  Es  hat  daher  F(r,t)  =  0 
und  jI;({)  =  0  eine  gemeinschaftliche  Wurzel,  und  folglich  ist 
i^{t)  nach  Adjunction  von  r  reducibel.  Es  sei  ip{t^  r)  ein  Factor 
von  (17)  von  möglichst  niedrigem  Grade  und 

Diese  Gleichung  ist  in  t  identisch  und  gestattet  daher  die 
Substitutionen  der  Gruppe  @,  d.  h.  sie  gilt  für  alle  Wurzeln 
der  Gleichung  F{r)  =  0.  Bilden  wir  also  das  Product  über 
alle  diese  Wurzeln,  so  folgt: 

worin  n^(t,  r)  rational  ist;  und  da  il^(t)  irreducibel  ist,  so  ist 
dies  Product  durch  eine  Potenz  von  ^•(^)  theilbar,  und  da  es 
keine  anderen  Factoren  enthalten  kann,  mit  einer  solchen  Potenz 
identisch;  also 

il;{ty  =  nip{t,  r). 
Da  t/'(f,  r)  irreducibel  ist,  und  daher  keine  mehrfachen  Fac- 
toren enthält,  da  ferner  zwei  der  Factoren  ^'  (^,  r)  entweder  ganz 
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identisch  oder  relativ  prim  sind,  so  müssen  in  dem  Product  der 
rechten  Seite  je  A  von  den  v  Factoren  einander  gleich  sein,  und 
es  zerfällt  also  t^(f)  in  Factoren  ip{t^  r),  i/^(^,  rj)  .  .  .,  die  alle 
von  gleichem  Grade  sind.  Dieser  Grad  ist  also  ein  Theiler  von 
l?  und  ist  daher  =1,  d.  h.  t/;(f,  r)  ist  in  Bezug  auf  t  linear. 
Daraus  folgt,  dass  die  Wurzeln  q  im  Körper  5^  enthalten, 
oder  rational  durch  r  ausdrückbar  sind.  Die  Gruppe  §, 
zu  welcher  q  gehört,  ist  daher  ein  Theiler  von  ©  vom  Index  ^, 
und  zwar  ein  eigentlicher  Theiler. 

Denn  ist  S  eine  nicht  in  §  enthaltene  Substitution,  durch 
welche  q  in  q^  ==  s  q  übergeht  (wenn  s  eine  pte  Einheitswurzel 
bedeutet),  so  geht  q  durch  S~^  in  e-^Q  über.  Es  bleibt  also 
Q  ungeändert  durch  S^S~^  und  letztere  Gruppe  ist  also  mit 
§  identisch. 

2.    Es  gilt  die  Umkehrung  dieses  Satzes  in  folgendem  Sinne : 

Wenn  @  einen  eigentlichen  Divisor  ,^  vom  Primzahl- 
Index  p  besitzt,  so  wird  die  Gleichung  F(r)  =  0  durch 
Adjunction  der  pten  Wurzel  aus  einer  rationalen  Grösse 
reducirt. 

Man  adjungire  zunächst  dem  Rationalitätsbereich  die  pten 
Einheitswurzeln,  wenn  sie  nicht  schon  darin  enthalten  sind.  Es 
kann  der  Fall  eintreten,  dass  schon  durch  diese  Adjunction  die 
Gruppe  ^  reducirt  wird,  und  zwar  auf  einen  Theiler  von  (SJ,  dessen 
Index  ^  p  —  1  ist. 

Wenn  aber  ®  einen  eigentlichen  Theiler  §  vom  Primzahl- 
index p  besitzt,  so  muss  nach  §.  53,  4  auch  jeder  andere  Theiler 
von  (5i,  der  nicht  mit  §  identisch  ist,  einen  ebensolchen  Theiler 
haben.  Wenn  daher  unsere  Voraussetzung  vor  der  Adjunction 
der  pten  Einheits wurzeln  erfüllt  war,  so  ist  sie  es  auch  nachher 
und  wir  nehmen  daher  an,  die  pten  Einheitswurzeln  gehören 
zum  Rationalitätsbereich. 

Ist  nun  S  eine  nicht  in  ,§  enthaltene  Substitution  von  @, 
und  S^  die  niedrigste  Potenz  von  ;S^,  welche  in  §  enthalten  ist, 
so  ist  das  System 

eine  Gruppe,  welche  in  ©  enthalten  ist.  Es  ist  also  A  ein  Theiler 
von  p  und,  da  p  eine  Primzahl  ist,  A  =  p.  Die  Gruppe  ©  ist 
also  in  die  Reihen  zerlegt: 

0,  §S...,  OS"-', 
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und  wenn  |  eine  zu  §  gehörige  Grösse  ist,  welche  durch 
>S,  S  .  .  .,  /S^  ~  ^  in  li,  I2  •  •  •,  Si)-i  übergeht,  so  ist,  wenn  s  eine 
imaginäre  ^te  Einheitswurzel  bedeutet, 

gleichfalls  eine  zu  ö  gehörige  Grösse,  welche  durch  S  in  s-^q 
übergeht,  deren  jpte  Potenz  also  durch  S  ungeändert  bleibt  und 
daher  rational  ist. 

3.  Die  Gleichung  F(r)  =  0  ist  algebraisch  auf- 
lösbar, wenn  die  Gruppe  §  wiederum  einen  eigent- 
lichen Divisor  vom  Primzahl-Index  besitzt,  und  so 
fort,  bis  man  schliesslich  zu  einer  Gruppe  kommt, 
deren  Grad  eine  Primzahl  ist. 

In  diesem  Falle  befinden  sich  die  Abel'schen  Gleichungen, 
d.  h.  diejenigen  Gleichungen,  deren  Gruppe   eine  Abel' sehe  ist. 

Wenn  nämlich  die  Gruppe  @  durch  die  Basis  (Ä,  B^  C  .  .  .) 
darstellbar  ist,  so  ist,  wenn  p  eine  im  Grade  von  Ä  aufgehende 
Primzahl  bedeutet,  die  durch  die  Basis  (Ä^ ,  J?,  C  .  .  .)  dar- 
gestellte Gruppe  §  ein  eigentlicher  Divisor  von  @  vom  Index  p] 
und  da  §  wieder  eine  Abel' sehe  Gruppe  ist,  so  lässt  sich  dieser 
Schluss  fortsetzen. 

Bei  den  Abel'schen  Gleichungen  lässt  sich  die  Auflösbarkeit 
auch  auf  folgendem  directem  Wege  zeigen. 

Wenn  durch  die  Substitution 

S^Ä^B^  ... 
r  in  ra,ß...  übergeht,  so  geht  durch  dieselbe  Substitution  r«', ß'... 
in  Va'  +  a,^'  +  ß...  über,  oder  es  ist 

S  =  (r,  ra,ß...)   =  (ra',ß>,.  ,   Ta'  ^a,S' +  ß  ...), 

wie  man  erkennt,  wenn  man  auf  Tu', ß' ...  nach  einander  die  Substi- 
tutionen A-'^'B-'^'  ...  und  ^"  +  "'5''  +  '"...  anwendet.  Be- 
zeichnet man  also  mit  (a),  (h)  .  .  .  irgend  welche  Einheitswurzeln 
der  Grade  a,  b  .  .  .,  so  ist  die  über  je  ein  vollständiges  Rest- 
system nach  den  Moduln  a^  b  .  .  .  ausgedehnte  Summe 

/a,ß...  \n 

{  2;    (ar(by  ...ra,f<...)  =>!>,,,... 
durch   die   Substitutionen    S  ungeändert    und    daher   rational. 
Daraus  foli^t  aber 


(a),  (b) 


nr  =       E      1/1/^a,  ?> . . ., 
wo   die  Summe   rechts   über   sämmtliche  ate,  öte  .  .  .   Einheits- 
w^urzeln  (a),  (b)  .  .  .  auszudehnen  ist. 

Weber,  elliptische  Functionen.  J3 
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4.  Für  die  Auilösbarkeit  einer  Gleichung  clurcli  Wurzelzeichen 
hat  Abel  folgendes  Kennzeichen  gegeben: 

Eine  Gleichung  ist  algebraisch  auflösbar,  wenn  alle 
Wurzeln  durch  eine  unter  ihnen,  die  mit  x  bezeichnet 
sei,  rational  darstellbar  sind,  und  wenn  überdies,  falls 
f{x)^f^{x)  irgend  zwei  andere  der  Wurzeln  sind,  die  Be- 
dingung erfüllt  ist 

Dies  Kennzeichen  kann  aus  dem  vorigen  hergeleitet  werden. 

Es  seien 

Xi  =  /i  (x),  x^  =r  f\  {x\  0^3  =f-,{x)  .  .  . 
die  sämmtlichen  Wurzeln  der  fraglichen  Gleichung,  die  wir  als 
von  einander  verschieden  voraussetzen,  darunter  x\  es  seien 
ferner  x^  x\  x"  .  .  .  diejenigen  unter  diesen  Wurzeln,  welche 
einer  irreducibeln  Gleichung  ^  =  0  genügen.  Nach  Voraus- 
setzung ist,  wenn  (p\  cp"  .  .  .  rationale  Functionen  sind, 
x'  =  (p'{x)^     x"  =  cp"  (x)  .  .  . 

Wenn  dann  Xi  =fi(x)  eine  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung 
ist,  so  sind  auch  x'i  =/^(;r'),  x'i  =fi(x")  .  .  .  Wurzeln  (wegen 
der  Irreducibilität  der  Gleichung  0  =  0),  und  die  x'i,  x'i  reprä- 
sentiren  für  ^■  =  1 ,  2,3...  nur  zwei  andere  Anordnungen  der 
Wurzeln  Xi. 

Die  Gruppe  (S  der  gegebenen  Gleicliung  besteht  ausser  der 
identischen  Substitution  aus  den  sämmtlichen  Yertauschungen 

S'  =  (x,x'),     S"  =  (x,  x")  .  .  ., 
welche  gleichbedeutend  sind  mit  den  V^ertauschungen : 

/Xi,   X2,    X^   .  .  .\  /^i,   X2.    ^':5    •  •   A,  ,   , 

\x'i,  x'2,  x's  .  .  ./  \x'i,  x'2,  x';  .  .  J 

Denn  jede  rationale  Gleichung  zwischen  den  Wurzeln  kann 
nach  Voraussetzung  als  eine  rationale  Gleicliung  für  x  aus- 
gedrückt werden,  und  gestattet  also,  wegen  der  Irreducibilität 
von  0  ==  0,  die  Vertauschungen  S\  S"  .  .  .;  und  wenn  umgekehrt 
eine  Function  von  x  diese  Vertauschungen  gestattet,  so  kann  sie 
als  symmetrische  Function  von  x,  x',  x"  .  .  .  dargestellt  werden 
und  ist  also  rational.     Nun  ist  aber 

S'S"  =  (x,  cp'  cp"  (X)),     S"  S'  =  (X,  cp"  cp'  (x)% 
also,    nach   Voraussetzung,    S' S"  ^=  S"  S'   und    mithin    (5)    eine 
Abel'sche  Gruppe. 
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§.  59.     Ganze    algebraische   Zahlen    und    ganze    alge- 
braische Functionen  einer  Veränderlichen. 

Bisher  haben  wir  über  den  Rationalitätsbereich  eine  specielle 
Voraussetzung  nicht  gemacht.  Setzen  wir  den  absoluten  Ratio- 
nalitätsbereich (den  der  rationalen  Zahlen)  voraus,  so  erhalten 
wir  aus  der  allgemeinen  Definition  des  algebraischen  Körpers 
(§.  55,  3)  den  Begriff  der  algebraischen  Zahlkörper.  Ver- 
stehen wir  aber  unter  dem  Rationalitätsbereich  den  der  rationalen 
Functionen  einer  Variablen,  so  erhalten  wir  die  Körper  der 
algebraischen  Functionen  einer  Variablen.  In  letzterem 
Falle  können  noch  die  Constanten  entweder  unbeschränkt  oder 
auch  auf  einen  beliebigen  Zahlkörper  beschränkt  sein.  Bezüglich 
der  Theorie  der  algebraischen  Zahlkörper  verweisen  wir  auf 
Dedekind's  Darstellung  (Dirichlet-Dedekind,  Zahlentheorie, 
Supplement  XI).  Es  sollen  hier  nur  wenige  der  einfachsten 
Sätze  erwähnt  werden,  die  sich  auf  die  beiden  oben  erwähnten 
Arten  von  Körpern,  und  besonders  auf  den  Uebergang  von  dem 
einen  zum  anderen  beziehen,  von  denen  wir  später  Gebrauch 
machen  müssen. 

Genügt  y  einer  algebraischen  Gleichung  nten  Grades 

(1)       F{y)  =  y^  -{-  CHV'^-^  -\ -f  a^-i  ^  +  «n  =  0, 

so  ist,  je  nachdem  die  «j  .  .  .,  a^-i,  an  rationale  Zahlen  oder 
rationale  Functionen  einer  Veränderlichen  x  sind,  y  eine  alge- 
braische Zahl  oder  eine  algebraische  Function  von  x. 
Den  Coefficienten  der  höchsten  Potenz  der  Unbekannten  nehmen 
wir  immer  =  1  an. 

Eine  und  dieselbe  Grösse  y  genügt  unendlich  vielen  Gleichungen 
von  der  Form  (1).  Unter  diesen  ist  eine  und  nur  eine  vom 
niedrigsten  Grade,  und  diese  ist  irreducibel.  Ist  F{y)  =  0 
selbst  diese  irreducible  Gleichung  und  ^(/y)  =  0  eine  andere 
Gleichung  von  der  Form  (1),  so  ist  0(t)  durch  F(t)  (mit  varia- 
blem t)  theilbar. 

Sind  in  (1)  die  Coefficienten  cti,  ...  a„  ganze  rationale 
Zahlen  oder  ganze  rationale  Functionen  von  x^  so  heisst  y  eine 
ganze  algebraische  Zahl  oder  eine  ganze  algebraische 
Function  von  x.  Wir  w^ollen,  um  beide  Fälle  zusammenzu- 
fassen, y  Sih  ganze  algebraische  Grösse  bezeichnen.  Es 
gelten  folgende  Sätze: 

13* 
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1.  Ganze  algebraische  Grossen,  die  zugleich  rational 
sind,  sind  ganze  rationale  Grössen  (Zahlen  oder  Func- 
tionen). 

Ist  nämlich 

u 

und  sind  u,  v  ganze  rationale  Grössen  ohne  gemeinsamen  Theiler, 
so  folgt  aus  (1): 

Daraus  ist  zu  schliessen,  dass  ein  Primtheiler  von  v^  d.  h. 
eine  in  v  aufgehende  Primzahl  im  Falle  der  Zahlen,  und  ein  in 
V  aufgehender  linearer  Factor  im  Falle  der  Functionen,  auch  in 
W^  und  mithin  in  u  aufgehen  müsste.  Es  kann  also  y  keinen 
anderen  Nenner  haben  als  1  oder  eine  Constante. 

2.  Summe,  Differenz  und  Product  zweier  ganzer 
algebraischer  Grössen  sind  wieder  ganze  alge- 
braische Grössen. 

Sind  nämlich  y^  s  zwei  ganze  algebraische  Grössen,  welche 
den  beiden  Gleichungen 

r  +  «ir~'   +•  •  •  •  «n-i  !/  +  «n  =  0 

genügen,   so   kann   man,   wenn  \i  =  mn  gesetzt  wird  und  unter 
^1,^2...  '^,u  die  fi-Producte 

y^  z^\   r  =  0,  1,  .  .  .  >^  —  1;  s  =  0,  1,  .  .  .  m  —  1 
verstanden  werden,   und  wenn  endlich  ii   eine   der   drei  Grössen 
y  -\-  z^  y  —  ^1  y  z  bedeutet,  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (2)  setzen : 
^ttj  =  «1,1  ^1  -|-  •  •  •  ai^uU^i 


worin  a^-,  y,  ganze  rationale  Grössen  sind.  Daraus  folgt  aber,  dass 
u  eine  Wurzel  der  Gleichung: 

^1,1  — w  .  .  .,  ai,u 

=  0 

^ß,  1  •  •   •  ?   öf,u,  f.1         'M' 

ist,  welche  ebenfalls  ganze  Coefficienten  hat.  Es  ist  daher  u  auch 
eine  ganze  Grösse.  Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes 
folgt,  dass  jede  ganze  rationale  Function  von  ganzen  Grössen  mit 
ganzen  rationalen  Coefficienten   ebenfalls  eine  ganze  Grösse  ist. 
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3.  Wenn  eine  algebraische  Grösse  ij  einer  Gleichung  genügt 
von  der  Form 

(3)  2/'  +  ^1 2/'  ~  '  +  «V  -  1 2/  +  ^v  =  0, 

deren  Coefficienten  a^  .  .  .  av  ganze  algebraische  Grössen 
sind,  so  ist  auch  ij  eine  ganze  algebraische  Grösse. 

Denn  nach  Voraussetzung  genügen  die  «j,  .  .  .  «>,  gewissen 
Gleichungen  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten.  Denkt  man 
sich  auf  der  linken  Seite  von  (3)  für  die  Coefficienten  alle  mög- 
lichen Combinationen  der  Wurzeln  dieser  Gleichungen  gesetzt 
und  die  so  gewonnenen  Ausdrücke  mit  einander  multiplicirt ,  so 
entsteht  eine  ganze  rationale  Function  von  y^  deren  Coefficienten 
als  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  jener  Gleichungen 
rational  sind.  Sie  sind  aber  auch,  da  sie  aus  ganzen  Grössen, 
nämlich  den  verschiedenen  Werthen  der  a  durch  Addition  und 
Multiplication  zusammengesetzt  sind,  nach  2.  ganze  algebraische, 
und  mithin  ganze  rationale  Grössen.  y  erscheint  somit  als 
Wurzel  einer  rationalen  Gleichung  mit  ganzen  Coefficienten  und 
ist  also  eine  ganze  algebraische  Grösse. 

4.  Ist  F{y)  =  0  die  rationale  Gleichung  niedrigsten  Grades, 
welcher  die  ganze  Grösse  y  genügt,  so  hat  i^  ganze  Coefficienten. 
Denn  es  genügt  y  irgend  einer  rationalen  Gleichung  0(ij)  =  0, 
mit  ganzen  Coefficienten  und  ^{t)  muss  durch  F{t)  theilbar  sein. 
Folglich  sind  alle  Wurzeln  von  F  unter  denen  von  cD  enthalten 
und  sind  also  ganze  algebraische  Grössen.  Aus  diesen  setzen 
sich  aber  die  Coefficienten  von  F  durch  Addition  uüd  Multipli- 
cation zusammen  und  sind  daher  ebenfalls  ganze  Grössen.    * 

5.  Es  sei  jetzt 

(4)  F{y)  =  y-  +  a,y--^  -| an-iy  +  «n  =  0 

eine  Gleichung  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten,  von  der  wir 
nur  vorauszusetzen  brauchen,  dass  sie  keine  mehrfachen  Wurzeln 
habe,  dass  also  nicht  F' (ij)  gleichzeitig  mit  F{y)  verschwinde. 

Die  Grösse  y  giebt  Anlass  zu  einem  algebraischen  Körper 
il'(^),  dessen  Elemente  in  der  Form  ausdrückbar  sind: 

(5)  09  =  &o   +   &l2/H &n-ir~', 

worin  die  h  ganze  oder  gebrochene  rationale  Grössen  sind.  Unter 
den  Grössen  dieses  Körpers  sind  unendlich  viele  ganze  enthalten, 
unter  anderen  alle  die,  in  welchen  die  &o?  ^n  •  •  •  ^n  selbst  ganze 
rationale  Grössen  sind.  Es  ist  aber  keineswegs  immer 
nothwendig,  dass  diese  Coefficienten  ganz  seien,  damit 
CO  eine  ganze  Grösse  sei. 
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Es  ist  dies  eine  in  der  Theorie  der  algebraisclien  Grössen 
fundamental  wichtige  Frage,  auf  die  näher  einzugehen  hier  nicht 
der  Ort  ist.  Nur  einen  hierauf  bezüglichen  Satz,  von  dem  wir 
später  mehrfach  Gebrauch  zu  machen  haben,  müssen  wir  hier 
ableiten. 

Jede  ganze  Grösse  *ft  des  Körpers  ü{y)  kann  dar- 
gestellt werden  in  der  Form: 

(ß)  LI    -    ^^ 

so   dass 

(7)  ^(y)^h,+b,ij^ hn-,y--' 

ganze  rationale  Coefficienten  hat. 

Beim  Beweise  setzen  wir  zunächst  voraus,  es  sei  F{y)  irre- 
ducibel,  so  dass  zugleich  mit  ft  die  mit  ^i  conjugirten  Grössen 
ganze  Grössen  der  mit  ^(y)  conjugirten  Körper  sind.  Beziehen 
wir  das  Zeichen  27  auf  diese  conjugirten  Werthe,  so  ist,  wie  aus 
elementaren  Sätzen  über  Partialbruchzerlegung  folgt  [vgl.  §.9(2)]: 

(8)  2J  Jl^  =  0,  wenn  0  ^  %  ^  ^  —  2, 
ferner  folgt: 

.in  —  1 

und  dann  aus  (4): 

(1'^)  ^  WJy)  =  -  «"     ^  p-^)  =  «/  -  «-^  •  •  •' 

und  allgemein  ist 

(11)  i^   r   _„ 


wenn  k  ^  n  —  1,  eine  ganze  rationale  Grösse,  wie  man  aus  (4) 
durch  den  Schluss  von  %  auf  x  -|-  1  findet.  Nun  lässt  sich  das 
Product  (iF'iy)  gewiss  in  der  Form  ^(y)  darstellen,  nur  bleibt 
noch  nachzuweisen,  dass  die  Coefficienten  öo,  •  •  •  ^n-i  ganze 
Grössen  sind.  Dies  ergiebt  sich  aber  leicht  mit  Hülfe  der 
letzten  Formeln  aus  2.,  denn  es  ist  nach  (8)  bis  (11): 

2.>  =:  bn-i 

2J  y  ^     -TTZ  Sn  hn  -  1   +   hn-2 

2Jy'i^   —   Sn  +  l   hn-\   +   S'n  ^n  2   +   ^u  -  3 


und  daher  ?>„_i,  />„_2,  ^n-3i  •  •     ganze  Grössen. 


I 
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Ist  aber  F{t)  nicht  irreducibel,  sondern  in 
■     F(t)=F,(t)  F,{t) 
zerlegbar   und   ist   Fi(t)   der   irrediicible  Factor,   der  für  t -^^  y 
verschwindet,  so  ist 

F'{y)==F;{y)F,{y). 
Nach  dem  Bewiesenen  ist  ft  zunächst  in  der  Form  darstellbar: 

und  dies  geht,  indem  man  Zähler  und  Nenner  mit  F.^  (y)  multiplicirt 
und  dann  mittelst  F{y)  =  0  den  Grad  des  Zählers  erniedrigt, 
in  die  Form  (6)  über. 

Es  ist  kaum  nöthig,  zu  erwähnen,  dass  man  nicht  etwa  um- 
gekehrt schliessen  darf,  dass  jede  Grösse  der  Form  (6)  eine 
ganze  Grösse  sei. 

6.  Der  letzte  Satz,  den  wir  hier  ableiten  wollen,  bezieht  sich 
auf  algebraische  Functionen  einer  Veränderlichen  x^  und  den 
Uebergang  von  diesen  zu  Zahlen  durch  Einsetzen  eines  speciellen 
Werthes  von  x. 

Es  sollen  jetzt  in  (4)  die  Coefficienten  a-^,  «2,  •  •  •  f^n  ganze 
rationale  Functionen  einer  Veränderlichen  x  sein.  Die  nume- 
rischen Coefficienten  können  irgend  einem  festgesetzten  Rationa- 
litätsbereich, z.  B.  dem  der  rationalen  Zahlen,  angehören. 

Eine  ganze  algebraische  Function  von  x  kann,  wie  aus  ihrer 
Definition  unmittelbar  hervorgeht,  für  keinen  endlichen  Wertli 
von  X  unendlich  werden.  Nun  ist  in  der  Darstellung  (6)  einer 
ganzen  Function  des  Körpers  ^(y)  nur  vorausgesetzt,  dass  F'(«/) 
nicht  identisch  verschwindet;  es  ist  aber  nicht  ausgeschlossen, 
dass  F' (y)  für  einen  besonderen  Werth  Xq  von  x,  für  welchen 
y  z=  y^  wird,  verschwinde,  und  da  ^  für  einen  solchen  nicht  un- 
endlich werden  kann,  so  muss  auch  der  Zähler  von  (6)  für  den- 
selben Werth  von  x  verschwinden. 

Der  Ausdruck  (6)  giebt  dann  den  Werth  von  ^  in  unbe- 
stimmter Form ,  und  es  handelt  sich  darum ,  ihn  zu  bestimmen. 
Die  Werthe  Xq,  y^  werden  im  Allgemeinen  nicht  dem  ursprüng- 
lich festgesetzten  Ration alitätsbereich  der  Coefficienten  der  a^^ ...  an 
angehören. 

Wir  machen   zunächst  folgende   allgemeine   Erwägung.     Die 
in  (4)  vorkommende  Function: 
(13)  F(t)  .-=:  (t  -y)it-  2/0  .  .  .  (t-  »/„_,) 


200  Siebenter  Abschnitt.  [§.  5'J.] 

sei    irgendwie    in    die    zwei    Factoren   Fi(t)   und   K(Q   zerlegt, 

so  dass 

(U)  F,  (t)  =  {t-y){t-y,)...{t-  2/,_  ,) 

=  t'-+  a,  t>—i  H \-a/., 

(15)  F,  (t)  =  {t-  y>.)  («  -  yx  + ,) .  .  .  «  -  y„- .) 

=  «"-'• +  fti''-'-'H +  ^„-A, 

worin  die  Coefficienten  a,  /3  algebraische  (natürlich  nicht  rationale) 
Functionen  von  x  sind. 

Indem  wir  die  Division  F(t):Fi(t)  ausführen,  können  wir 
die  ß  als  ganze  rationale  Functionen  der  «  und  der  a  darstellen. 
Da  F^  (y)  =  0  ist,  so  können  wir  nach  (G)  setzen : 

und  da   alle  Potenzen  von  ^    gleichfalls   ganze  Functionen  sind: 


i\(yWi(yy      ''    -  F,(y)F;(y) 
Wir  setzen  nun  « 

(18)  F,{y)FAyi).-.F,(y,^,)  =  F 

und  können,  da  F  eine  symmetrische  Function  der  Wurzeln  von 
(14)  ist,  P  ausdrücken  als  ganze  rationale  Function  der  w,  der  ß 
und  der  a,  also  auch  der  a  und  der  a  allein. 
Ebenso  ist 

P,=F,(yO---F,{y,-,)=.j^^^ 
als  ganze  symmetrische  Function  der  Wurzeln  der  Gleichung 

t-y 
eine  ganze  rationale  Function  von  ?/,  oc,  a.    Hiernach  können  wir, 
wenn  wir  mit  cp^  (?/),  g?2  (y),  9^3  (v)  •  -  •  ganze  rationale  Functionen 
von  X,  2/,  «1,  «2  •  •  -1  f^^  bezeichnen,   deren  Zahlencoefficienten  im 
ursprünglichen  Rationalitätsbereich  enthalten  sind,  setzen 

f  lO)       u  -     ^^^^^        a2  _     9>2f!/)  _     9^3  (?/) 


FF[{yy    ^    -  FFiiyy    ''    ~  PF[{y)        ' 

und  hierin  kann  y  auch  durch  ?/i ,  7/2  .  .  .,  2//-1  ersetzt  werden, 
wenn  gleichzeitig  für  /u.  die  entsprechenden  conjugirten  Werthe 
7*11  i"2  •  •  M  i"A-i  gesetzt  werden. 

Setzen  wir  die  Functionen  (py,  in  die  Form: 
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SO  ergiebt  sich  aus  (8),  (9),  wenn  die  Summe  H  auf  die  X  Werthe 
y^  Vi  '  '  ")  y^  —  i  erstreckt  wird: 

^(1)  ^(2)  (3) 

(20)  2:^^^,     z^'-'  =  ^,...     2:^^==^..., 

und  da  man  aus  den  Potenzsummen  der  Wurzeln  einer  Gleichung 
die  Coefficienten  ganz  und  rational  zusammensetzen  kann,  so 
ergiebt  sich  aus  (20)  eine  Gleichung  Aten  Grades,  deren  Wurzeln 
/i,  ftj  .  .  .,  ft^  _  1  sind,  von  der  Form 

(21)  c,ii'  +  6>^-iH a,_,ft+  c,  =  0, 

deren  Coefficienten  ganze  rationale  Functionen  von  x^a-^^a^.. ., «ä - 1 
sind,  und  worin  Co  eine  Potenz  von  P  ist.  Die  numerischen 
Coefficienten  in  den  Functionen  C  gehören  dem  ursprünglichen 
Rationalitätsbereich  an. 

Diese  ganze  Betrachtung  ist  nur  in  dem  Falle  für  uns  von 
Interesse,  dass  für  einen  besonderen  Werth  Xq  von  x  die  Werthe 
2/i  ?/i  •  •  M  2//1  - 1  einander  gleich  und  gleich  ?/o  werden ,  während 
die  übrigen  i/;.,  ^^  + 1  .  .  -,  ^n-i  von  i/o  verschieden  sind. 

Dann  wird  für  x  =  x^: 

F,(t)  =  {t  -  y,)\ 


also 


^1  =  -  A^/o,       «2  =     \   ,^      y^  .  .  .,      w,  =  (-  1)^  2/o- 


Die  Coefficienten  von  (21)  gehen  über  in  ganze  rationale 
Functionen  von  ^q,  i/o  und  der  Coefficient  C^o  cler  höchsten  Potenz 
von  ft  ist  als  Potenz  von  P  nach  der  Bedeutung  dieser  letzteren 
Grösse  von  Null  verschieden.  Für  ein  solches  Werthpaar  ä^o,  i/o 
erhält  man  also  l  Werthe  für  fi,  welche  Wurzeln  der  Gleichung 
(21)  sind,  die  im  Allgemeinen  von  einander  verschieden  sind,  in 
besonderen  Fällen  aber  auch  theilweise  oder  alle  einander  gleich 
werden  können. 


Achter   Abschnitt. 

Multiplication  und  Theilung*  der  elliptiscilen 
Functionen. 


§.  60.     Multiplication  der  elliptischen  Functionen. 

Unter  der  Multiplication  der  elliptischen  Functionen  versteht 
man  die  Darstellung  der  Functionen  snnv^  cnnv^  dnnv  für  ein 
ganzzahliges  n  als  rationale  Functionen  von  sni^,  cni;,  dnt^,  eine 
Aufgabe,  die,  wie  aus  dem  Additionstheorem  ersichtlich  ist,  immer 
gelöst  werden  kann. 

Die  Form  der  Lösung  ergiebt  sich  leicht  aus  der  Betrachtung 
der  O'-Functionen. 

Es  sind,  wie  aus  §.18  unmittelbar  zu  ersehen,  die  Functionen 
^9u9i('^^'^)  0- Functionen  der  Ordnung  w^,  deren  Charakteristik 
(0,  0)  bei  geradem  w,  (//i,  (/.j)  l^^ei  ungeradem  n  ist.  üeberdies  ist 
'^11  (^^)  eine  ungerade,  ^QQ(nii)^  -^i^,  (ntf),  d-Q^'(nii)  sind  gerade 
Functionen  von  u.  Es  lassen  sich  also  diese  Functionen  rational 
durch  die  -O- -  Functionen  darstellen  und  die  Sätze  des  §.  18  er- 
geben die  Form  dieser  Ausdrücke.  Es  wird,  wenn  wir  wieder 
mit  F''^\x,  y)  eine  ganze,  rationale,  homogene  Function  rter  Ord- 
nung bezeichnen: 

bei  geradem  n: 

(--2) 

^9u9.  O^^O  =  i^^ '  ^  (^!i  (w),  %  {u)\      (/A,  r/,)  =:  (10),  (Ol),  (00), 
bei  ungeradem  n: 
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Wenn  wir  diese  Formeln  cliircli  'S'oiOO"'^  dividiren,  so  lassen  sich 
die  rechten  Seiten  als  ganze  rationale  Functionen  von  den  ellip- 
tischen Functionen  sn^',  cnv,  dnv  darstellen  (§.  37).  Wenn  wir 
die  linken  Seiten  alsdann  durch  die  Jacob i' sehen  Functionen 
0(t'),  II (v)  (§.  38)  ausdrücken,  und  zur  Abkürzung: 

(3)  sn  V  =  x^       cn  v  ^=  y,       dn  v  ^  ^ 

setzen,    so   können   wir   die  Formeln  (1),    (2),  indem   wir   einen 
Constanten  Factor  passend  bestimmen,  so  schreiben: 
1.    bei  geradem  w: 

&(K)@(0f-''  H{nv) 
H(K)  0{vY' 

@(0f  H(nv  4-  K) 

H{K)       @{vy' 

0  (Of"  0{nv  -^  K) 
0(K)         0(vY' 

II.    bei  ungeradem  n: 

0{K)0(oy'-  '    H{nv) 
H{K)  0{vy^' 

0{oY  ii(nv  +  ig 

Jrl(K)         0{vY' 

0  (0)"'  0{nv  -\-  K) 
0{K)  0{vy' 

worin  J.,  B^  C,  D  ganze  rationale  Functionen  von  x^  sind,  deren 
Grade  aus  den  Formeln  (1),  (2)  abzulesen  sind.  Da  zwei  ver- 
schiedene der  vier  Functionen  ^g,g.2i'^u)  niemals  für  denselben 
Werth  des  Arguments  verschwinden,  so  haben  keine  zwei  der 
vier  Functionen  A^  I),  (7,  D  einen  gemeinsamen  Theiler. 

Wenn  man  von  diesen  Formeln  je  die  drei  ersten  durch  die 
letzte  dividirt,  so  erhält  man  die  Multiplication  der  elliptischen 
Functionen. 


=  xyzÄ(x 

% 

.4(0)  =  n 

^  B{x^). 

B{0)  =.  1 

=  C{x-^, 

(7(0)  =  1 

=  D{xiy 

D(0)=l. 

=  xA{x'l 

.4(0)   =r-    H 

=  yB(x% 

B(0)=:.    1 

=  .•  C(,x-), 

C(0)=1 

=  B(x^. 

/;(o)=  1, 
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III.     Bei  geradem  n:  IV.    Bei  ungeradem  n: 

xii  z  A  (xA  X  A  (x-') 

B(x^)  yB(x^) 

'''''' =  i)(^y  ^^^^"  =  'i)M' 

,  C(x^)  ,  zC(x'') 

dnnv  =  TT7— o(i  du  UV  =    ^/  .^» 

l)(x'-)  D(x^) 

Die  Coefficienten  von  yl,  I?,  C,  Z>  hängen  noch  von  cj  oder 
von  x2  ab.  lieber  die  Art  dieser  Abhängigkeit  geben  die  Recur- 
sionsformeln  Aufschluss,  die  man  zur  successiven  Berechnung  von 
^,  J5,  C,  Z)  aus  dem  Additionstheorem  folgert.  Wenn  wir  den 
Werth  des  Multiplicators  n,  zu  welchem  diese  Functionen  gehören, 
durch  einen  Index  andeuten,  so  haben  wir  zunächst 

(4)  A,^  1,    B,  =  h     C\  =  1,    A  =  1; 

ferner  aus  den  Additionsformeln  [§.  39,  (16),  für  u  =  v]:. 

2  snv  cni;  dnv 


sn  2?;  =r 


1  —  K^  sn4^; 


(5)  cn  2  V  =  - 


dn  2  t;  =r 


dw'^v  —  x^sn^y  cn2|; 


1  —  x'^sn'^v 
A,  =  2 

/gx  i^2    =rr    1    _    2^2   _|_   ^2^4 

a,  r=  1  _.  2x2;r2  -]-  x^o;* 

I>2    ==    1    —    X2^^. 

Wenn  wir  in  (5)  v  durch  nv  ersetzen,  so  folgt: 

^2 n  =  i>1^  Dl  —  X''  y  ^2  AI  a,  n  gerade, 

=  ißBlBl  —  x'^s'^  An  Cl,  n  ungerade, 

(7)  (72  „  =3  O^D^,  -  Ti-^x^^ifs^^AlB:,,  n  gerade, 

=  ^2  C;,!)^  —  Ti'^x^y^AlBl,  n  ungerade, 

Bin  =  Bn  —  K^x^y^z^Äli,  n  gerade, 

=--  Bn  —  K'^x'^Ä'n,  n  ungerade, 

und   wenn    man    in    den    Additionsformeln    des   §.39    w  =  wt;, 

V  =1  (n  -{-  l)v  setzt: 
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^2 n  + 1  =  ^f2'^Än DnBn  +  iCn^i  +  An  + 1 Z)„ ^ i CnBn,  n gerade, 

=  y\nI)nBn  +  lCn+l  +  lß^'^Än  +  iDn  +  iCnBn,  W  Ungerade, 
(8)  2?2  n  +  1  =  Bn  Bn  -f  i  Bn  D^  +  1    —  Ä?"  ^^  An  An  -f- 1  C«  (7«  +  1 

C2  n  +  1    =    ^n  ^n  +  1  ^-^n  Dn  -j- 1  3^ ^  ^'^  2/^  ^h  ^n  +  1  B^  Bn  4. 1 

An  +  1  =  BlBl^,  -  Tc^x^y^^^AlAl^,. 

Aus  diesen  Formeln  schliesst  man,  dass  die  A,  B,  C,  B 
ganze  rationale  Functionen  von  x^  sind,  und  dass  die 
Zahlcoefficienten  ganze  rationale  Zahlen  sind. 

Denn  nach  (4),  (6)  hat  diese  Eigenschaft  für  n  ^=  1,  2  statt 
und  folglich  nach  (7),  (8)  allgemein. 

üeber  den  Grad,  bis  zu  welchem  x^  ansteigt,  lässt  sich  noch 
schliessen,  dass  die  Coefficienten  von  x^^  den  Grad  v  in  Bezug 
auf  x2  nicht  übersteigen.  Denn  ist  diese  Regel  richtig  für  n  und 
w  -j-  1,  so  folgt  ihre  Richtigkeit  für  2n  und  2n  -{-  1,  und  für 
n  ^=  1^  n  =  2  trifft  sie  zu. 

Aus  den  Grundgleichungen  zwischen  den  drei  elliptischen 
Functionen: 

1  ==  cn2  V  -f-  sn2  ^  =  dn2  v  -{-  k^  sn2  x 
ergeben  sich  noch  die  Relationen: 

D2  =  I?2  _|_  x^ifz^A^  =  (72  -]-  n^x'^y^s^A^    n  gerade, 
^'  ^      ß-2  —  y2]ß  j^  x^A-^       =  ^2  (72  _|_  ^2^2  j^2^        n  ungcradc. 

Die  ersten  Coefficienten  in  den  Functionen  A^  1?,  C,  B  sind 
schon  oben  durch  die  Formeln 

^(0)  =  n,        B{0)  =  C{0)  =  B(0)  =  1 
bestimmt. 

Um  auch  die  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  von  x  in 
A^  i?,  0,  B  zu  finden,  setze  man  in  I.  IL,  v  -\-  i  K'  an  Stelle  von 
V  und  wende  die  Formeln  der  §§.  38,  39  an. 

Es  ergiebt  sich  so  für  ein  gerades  n: 


(10) 


c(x^)=        iv-.xr    c(^) 
D{x^)  =  {~i)^  {v^xr  ß{~} 
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und  daraus  finden  sich,  wenn  man  x  unendlich  setzt,  die  Coet'ti- 
cienten  der  höchsten  Potenzen  von  x  in  A,  B,  C\  D\ 


(-1)— »W"--^    yr,    \/-/\    {-lyv 

und  für  ein  ungerades  n\ 


— n'-' 

5c    ; 


A  (,r^)  =  (-  1  )^  ( ^^xY  - '  n  (j^) 

D{x^)  =  (-  1)"-^'  (\/xx)"' - ■  A (^). 
also  die  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  von  x  in  yl,  7^,  (7,  Z>: 


(11) 


n  —  1 


(_  1)   2     y^         ,       |/x         ,      1/x         ,       (—  1)  ^     nVyi 

Im  Falle  eines  ungeraden  n  kann  man  die  vier  Polynome 
yl,  i?,  C,  D  auf  eines  zurückführen,  wie  man  findet,  wenn  man  in 
II.  V  um  K  und  um  iK'  vermehrt: 


n   -  1 


(12)     .  .!(:.■-')  ^(--1)-^    (_^)"-'j,(|:) 

-(-i)-(i/^.r-'c(g 

Die  der  Multiplication  entgegengesetzte  Aufgabe  ist  die  der 
Theilung,  d.  h.  die  der  Darstellung  der  Functionen: 

sn  — ,     cn  — ,     dn  — , 

n  n  n 

durch  sni),  cnv,  dnv. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  durch  III.,  IV.  auf  die  Auf- 
lösung einer  algebraischen  Gleichung,  der  Theilungs- 
gleichung,  zurückgeführt,  deren  algebraische  Eigenschaften  in 
unseren  ferneren  Betrachtungen  das  hauptsächlichste  Interesse 
in  Anspruch  nehmen. 
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§.  Gl.     Multiplication  der  Function   p(u). 

Eine  sehr   elegante    Form    erhält   die    Multiplicationstheorie 
für  die  Weierstrass'sche  Function  p(ti)mit  den  beiden  Perioden 

«1,    05.2. 

Betrachten  wir  die  doppelt  periodische  Function 

(1)  p(nu)  -  p(u), 

worin  n  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  sein  mag.  Diese 
Function  wird  unendlich  für  u  =  0^  und  zwar  so,  dass 

(2)  p  (n  ^0  -  p  (^0  +  — ^^i—  ^ 

für  u  =  0  endlich  bleibt.  Ausserdem  wird  sie  aber  unendlich 
für  alle  Werthe  tr  von  w,  welche  der  Bedingung 

nti/^  ^  0  (mod  «i,  Wg) 
genügen,  also  von  der  Form  sind: 

^  ^  n 

worin  Vj,  1^2  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten.  Wir  erhalten  alle 
in  (3)  enthaltenen  incongruenten  Werthe,  wenn  wir  v^  und  v.2  je 
ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  ModuF  w  durchlaufen 
lassen. 

Die  Function  (1)  verschwindet  für  alle  diejenigen  Werthe  u^ 
von  ?i,    welche    von   Null    verschieden   sind  und    der   Bedingung 

+  nu^  ^  u^  (mod  oji,  «.>) 
genügen,  also  für 

i\  «1  4-  '^2  «2 


(4)  u^ 


n  -^  1 


wenn  wieder  ?'i,  V2  beliebige  ganze  Zahlen  sind.  Die  Nullpunkte 
sind  von  der  ersten,  die  ünendlichkeitspunkte  von  der  zweiten 
-Ordnung. 

Wir   führen   daher  jetzt  eine   Function  i^'„(zt)    ein,   die   wir 
folgendermaassen  erklären: 

(5)  t..  {ny  -  nM  I  [pin)  -  p['    '  ^         -)j. 

wobei  Vi^  7'2  je  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Module, 
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mit   alleinigem    Ausscliluss    des    Werthepaares  0,0    durchlaufen, 
und  fügen  noch  die  Bestimmung  hinzu,  dass  t^^  =  I  sein  soll. 

Wenn  n  ungerade  ist,   so  kommt  in  dem  Product  (5)  jeder 
Linearfactor  zweimal  vor,   da  die  beiden  incongruenten  Werthe 

n 
den  gleichen  Werth  von  p(^^)   ergeben.     Ist  aber  n   gerade,   so 
kommen  wieder  in  (5)  alle  Linearfactoren  zweimal  vor,  mit  Aus- 
nahme der  drei 

welche  nur  einfach  vorkommen.     Beachtet  man  nun,   dass  nach 
§.  31  und  §.  41 


ist, 
(6) 


ist,  so  ergiebt  sich  das  Resultat: 

n  ungerade:     i^„  =  P„ 

n  gerade:         i^n  =  p' (^^)  Pn, 
wenn  P„  eine  ganze  rationale  Function  von  p(u)  bedeutet,  welche 

bei  ungeradem  n  vom  Grade  —  {n^  —  1)  und  bei  geradem  n  vom 

Grade  —  (n^  —  4)  ist,   und  in  welcher  das  Glied  höchster  Ord- 
nung  bezw.  gleich 

„2  _  1  n2  —  4 

n 


ist,  wodurch  zugleich  das  nach  (5)  noch  unbestimmte  Vorzeichen 
bestimmt  ist.  Bei  dieser  Bestimmung  der  Vorzeichen  ist  das 
Anfangsglied  in  der  Entwickelung  von  i/'„(n)  nach  steigenden 
Potenzen  von  u  in  beiden  Fällen: 

(7) 


,rC^-\ 


Erwägt  man  nun,  dass  die  Unendlichkeitspunkte  der  Func- 
tion (1)  mit  den  Nullpunkten  von  i/^nW  zusammenfallen  und  die 
Nullpunkte  von  (1)  mit  den  Nullpunkten  von  i/;„ -i-i(?^),   dass  also 

eine   überall    endliche    doppelt   j)eriodische   Function   und    daher 


[§.  61.]  Multiplication  der  Function  p{u).  209 

eine   Constante   ist,    deren  Werth  sich    aus   ii  r=  0   gleich   —  1 
crgiebt,  so  folgt 

Wir  bestimmen  zunächst  die  Function  P„  in  den  ersten 
Fällen  ^?=  1,  2,  3,  4.  Dazu  bilden  wir  nach  dem  Additions- 
theorem der  p- Function  (§.  44): 

indem  wir  u  =:  v  setzen  und  den  Grenzwerth  rechts  durch  Differen- 
tiation bestimmen: 

oder 


3 


(10)  p(2„)  =  g,iu) i -,^^^^, ^, 

SO  dass 

(11)  P,==l,    A  =  -l,  P.-3^  W4-|-^,^(«)^-3^3p00-f| 
wird.     Wir  erhalten  ferner  aus  der  Additionsformel,  (§.  44): 

indem  wir  i;  =  2  it  setzen : 
also: 

^4 00  =  p '  (^0 1\  =  -  p' W  p ' (2  ^0. 

und  wenn  man  aus  (10)  den  Werth   p'(2u)  bildet: 

(12)        P4  =  -  2^<?  (^0'  +  ^9'2p  W  +  10^,  p  {uy 

5  1  q^ 

+  8"  ^'^^00'  +  -2  .^^^•.  POO  +  ^'  —  '3|- 

Weber,  elliptische  Functionen.  24 
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Für  grössere  Werthe  von  n  leiten  wir  Recursionsformeln  ab. 
Zu  diesem  Zweck  wenden  wir  die. Formel  (9)  auf  zwei  verscbiedene 
Zahlen  m,  n  an  und  erhalten: 

^m-HlW^tn-lCw) 


^W  —  ^0>^^) 


n^m  {uy 


p{u)  -  p{nu)    = ^^^-^^ , 

woraus  zu  ersehen  ist,  dass  die  rechten  Seiten  einander  gleich 
werden  für  solche  Werthe  ii^  von  u^  welche  von  Null  verschieden 
sind  und  der  Bedingung  genügen 

7nu^  ^  ^  nu^  (mod  ö^,  öj), 
oder 

(m  ±  n)u^  ^  0  (mod  oj^,  «2); 

für  dieselben  Werthe  w«  verschwinden  aber  auch  die  Functionen 
SO  dass  die  beiden  Functionen: 

tm  +  1  00  ^m-l  00  ^n  00^  —    lpn  +  1  (u)  Ipn- 1  (u)  ^^m  W 
^m  +  «OO^m-n(M> 

welches  nach  (G)  ganze  rationale  Functionen  von  p{ii)  sind,  für 
die  nämlichen  endlichen  W^erthe  von  p(w)  verschwinden.  Sie 
unterscheiden  sich  also  nur  durch  einen  constanten  Factor  von 
einander,   der  sich  aus   (7)  gleich  1  ergiebt.     Wir   haben   daher 

(12)  ^m^n{y)^r>,_n    (?0    = 

^m  +  1  {U)  ^m -  1  («)  ^n  (^0^  —   ^n  +  1  (t*)  ^n - 1  (^0  ^>n  (n)'- 

Diese  Formel  wenden  wir  auf  zwei  specielle  Fälle  an,  indem 
wir  it  -|-  1,  n  oder  n  -\-  l^  n  —  1  an  Stelle  von  w,  n  setzen,  und 
erbalten  so: 

^2»  +  1  (U)  =  ll^n  +  2  (^0  ^n  (i^)^  —   ^n  +  1  W^  ^n  -  1  (^) 
P '  («0  ^2  n  (W)  =  —  ll^n  {^0  [iPn  +  2(u)tn-l  (u)^  —  t^n  +  1  (w)^  ^"  -  2  (w)  1' 

und  daraus  erhält  man  nach  (6)  die  Recursionsformeln  für  P«: 

(13)  F,n  +  i  =  p'(nyi\  +  ,P%  -  P^  +  iP,_i,  ^^  gerade, 

=  P^  +  2  Pn  —  p'  (}iy  Pn  +  1  P«  _  1,  n  ungerade. 

(14)  1  2n   ^=  Pn  {Pn  +  2  Pn  —  1    —    J-  n  +  1  Pn  —  2)- 

Da  sich  die  Functionen  P„  alle  hiernach  aus  Pi,  P2,  P>,  P4 
berechnen  lassen,  so  folgt,  dass  die  Coefficienten  von  P„ 
rational  aus  ^21  fj?,  und  rationalen  Zalilen  zusammen- 
gesetzt sind. 
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Unsere  ferneren  Betrachtungen  über  die  Theilung  knüpfen 
wir  aber  an  die  Multiplicationsformeln  der  Functionen  sn  w,  cn  w, 
dntf,  welche  Vortheile  bieten,  die  erst  im  dritten  Theil  vollständig 
zur  Geltung  kommen  werden. 


§.  62.     Die  Theilung  durch  2. 

Indem  wir  uns  zunächst  zur  Betrachtung  des  einfachsten 
Falles  wenden,  setzen  wir  in  den  Gleichungen  III  des  §.  60  n  =  2 
und  schreiben  v  an  Stelle  von  2v.     Dann  ist: 


(1)               a?  =  sn  -, 

2/  =  cn  |-,           ^  = 

1     ^ 

und  wir  erhalten 

2xyz 

sni;  = —-— 

1  —  %^x^ 

(2) 

,                       ^2    _    ;c2^2^y2 

dnv  =  — ; ,    /  • 

1  —  %^x^ 


Die  beiden  letzten  dieser  Gleichungen  sind  quadratisch  in 
Bezug  auf  a?2^  sie  haben  aber  nur  eine  gemeinschaftliche 
Wurzel,  denn  die  Wurzeln  der  zweiten  der  Gleichungen  (2)  sind 


sn2  |-,         sn2  1 

^l  +  A'+^-A") 

und  die  der  dritten 

sn^f, 

-tt  +  4 

Man  findet  nun  leicht  aus 

(2): 

2  ?/■- 

1        1       pn  91                           '' 

1     1    dnr  -         2^' 

1    1    cn«'-i_^,^4' 

'    '    ''"'  -  1  -^■'x* 

2  «2  ^2 
1             «"«'=1_^.^.' 

l  —  dnv  = —- 

1  —  x''x* 

dn  V  -(-  cn  V 

2«/2ä2 

—  1  _  x-ix*' 

also 

14* 
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\ /l  —  cn?;       _  M/l 
K    1  4-  dn  V       ■"  X    K   r 


(In  V 

(3)  ^  ^ 


Vdiii;  +  cni;  \  /dn v 

l  +  cln.  '^=K-n 


cnt; 


-|-  dn^»  K      1  -f-  cn^)    ' 

zwischen  den  Vorzeichen  dieser  drei  Grössen  besteht  nach  der 
ersten  Gleichung  (2)  noch  eine  Relation,  so  dass  man  nur  vier 
verschiedene  Werthsysteme  erhält,  welche  folgende  Bedeutung 
haben : 

^"©'  'Kl-)  ^"fi)' 

sn(|  +  24  cn(|-  +  2/f)  cln(|  +  2  ^ 

sn(|-  +  2^Ä:'),  cn(|-  +  2iK\  dn(|  +  ^iK^ 

^nC^+2K+2iK\    cn('|  +  27i:+2^7r\    dn(|  +  2Ä^+2iAA 
Wir  führen  noch  die  aus  (3)  sich  ergebenden  speciellen  Fälle  an : 

K^  _     1  iEL  —  j-         ^^ 

2  ~  VTT^'   "''   2   ~  \/^ 

K 


_.        .  .^+^■7l:'     1 /%  +  /%' 

sn  -r-  =  -7=^,     sn  — r-  =  — =,  sn '- =  1/  — , 


W     %'  t/r      '1/1+%        K+iK'      \/-iy! 


V.',  dn-^  =  Vl-f.,    dn-^-^y/^^-— , 


Hieraus  folgt  nun,  dass  man  die  Theilung  durch  2  und 
mithin  auch  durch  jede  Potenz  von  2  durch  eine  Kette  von 
Quadratwurzeln  ausführen  kann.  Setzt  man  daher  die  Aufgabe 
der  Theilung  durch  eine  ungerade  Zahl  als  gelöst  voraus,  so  ist 
die  Theilung  durch  eine  gerade  Zahl  auf  Quadratwurzeln  zurück- 
gefülirt.  Im  Folgenden  beschäftigen  wir  uns  ausschliesslich  mit 
der  Theiluncj  durch  ungerade  Zahlen. 


§.  G3.     Die  Theilung  durch  eine  ungerade  Zalil. 


Setzt  man,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist 

(1)  ^  =  sn  — ,         7/  =  cn  — ,  ^  r=  ( 

n  n 

so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  IV,  §.  GO: 
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D  (^2)  ?>x\v  —  xA  {x'^)  =  0 
(2)  JD  (x^)cnv  —  yB{x'}  =  ü 

7)(5S-2)dnV    —    ZC{X''-)   rrr   0. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  in  Bezug  auf  die  Unbekannte 
X  vom  Grade  n'^'^  durch  die  zweite  und  dritte  werden  y  und  z 
rational  durch  x  (und  durch  cnv,  dnz?)  ausgedrückt.  Es  er- 
geben sich  also  n-  Werthsysteme  für  die  drei  Unbekannten 
x^  y,  z^  welche  folgende  Bedeutung  haben: 

Xa.  w  =  sn ^  ) 

(^)  y..'  =  --[-^  +  -^ — -r^ — ) 

worin  ft,  ^'  je  ein  vollständiges  Restsystem  (mod  n)  durchlaufen. 

Die  erste  Gleichung  (2): 
(4)  D  {x'^)  sni;  —  xA  (^2)  =  0, 

vom  Grade  n^  heisst  die  allgemeine  Theilungsgleichung. 
Sie  ist  in  dem  Sinne  irreducibel,  dass  sie  nicht  in  Factoren 
zerlegbar  ist,  welche  in  Bezug  auf  snv,  cnv,  dnv  rational  sind 
und  beliebige  von  v  unabhängige  Coefficienten  haben. 

Denn  zunächst  sind  die  n'^  Werthe  Xu,  u'  alle  von  einander 
verschieden,  und  wenn  irgend  eine  rationale  Gleichung: 


!^^f  sn  — ,  sn  v,  cn  v,  dnvj  =-  0 


besteht,  so  kann  darin  die  Variable  v  durch  v  -\-  i  ^  K  -\-  4:  a'  i  IC 
ersetzt  werden.  Wegen  der  Periodicität  von  snv^  cn «;,  dnv  folgt 
aber  daraus,  dass  die  Gleichung 

F  (^,  sn  V,  cn  ^;,  dn  ^;)  =  0 

für  alle  Wurzeln  der  Gleichung  (4)  erfüllt  ist.  Um  ihre  Galois'- 
sche  Gruppe  zu  ermitteln,  setzen  wir  zunächst  den  llationali- 
tätsbereich   fest.     Er  soll  folgende  Grössen  umfassen: 

1.  rationale  Zahlen, 

2.  rationale  Functionen  von  %% 

3.  die  drei  Functionen  sn?;,  cny,  dn?;, 

4.  die  Grossen  sn  { • 
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Aus  (2)  folgt  dann,  dass  auch 

zum  Rationalitätsbereich  gehören. 

Wir  bemerken  nun,  dass  nach  dem  Additionstheorem  jede  der 
Grössen  ^u,  u'  durch  jede  andere  unter  ihnen  rational  ausdrückbar 
ist.    Wenn  insbesondere 

ist,  so  ist 

(G)  Xu  +  V,  u'  -I-  »'   =    ^«,  ,u'  (^v,  V')   =   -^«  +  V,  ,u'  +  V'  {^01  o)- 

Daraus  folgt,  dass  die  Galois'sche  Gruppe  unserer  Gleichung 
aus  den  n^  Vertauschungen  Sr,  v'  besteht,  die  man  erhält,  wenn 
man  in  den  Wurzeln  Xf^i^  u'  die  Indices  ^,  ft'  alle  um  dasselbe 
Zahlenpaar  v,  v'  vermehrt  (wobei  jeder  Index  nach  dem  Modul  n 
zu  nehmen  ist). 

Denn  nach  (5)  kann  jede  rationale  Function  der  Wurzeln 
a?«,  u'  rational  durch  x^^^  o  ii^  ^^r  Form 

^  (^0,  o) 

ausgedrückt  werden  und  geht  also  nach  (6)  durch  die  Substitution 
/Sv,  V'  in  (P  {Xr^  V')  über ;  bleibt  sie  also  durch  diese  Substitution 
ungeändert,  so  ist  sie  rational.  Umgekehrt  folgt  aus  der 
Irreducibilität ,  dass  jede  rationale  Gleichung  zwischen  den 
Wurzeln,  da  sie  in  die  Form  gesetzt  werden  kann 

^  (^01  o)   =  0, 
und  also 

^  (^V,  V')      =    0 

zur  Folge  hat,  die  Substitution  Sv,v'  gestattet.  Die  Gruppe 
der  /Sv,  V'  ist  aber  wegen 

eine  Abersche,  welche  nach  der  Formel 

Sv,  V'  =   >J  1, 0  '^  0, 1 

durch  die  Basis  Si^o^  So,\  darstellbar  ist,  und  also  ist  nach  g.  58 
die  allgemeine  T  heilungsgleich  ung  algebraisch 
lösbar. 
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§.  64.     Die    Theilung   der   Perioden. 

Die  weiter  nocii  zu  lösende  Aufgabe  besteht  nun  darin,   auf 
algebraischem  Wege  die  Grössen 


(1)  ^»,  «'  =  sn  C- 


zu  bestimmen.  Man  erhält  alle  Werthe  dieser  Grösse,  wenn  man 
^,  ^i'  von  einander  unabhängig,  je  ein  vollständiges  Restsystem 
nach  dem  Modul  n  durchlaufen  lässt.  Diese  Werthe  sind  aber 
auch  alle  von  einander  verschieden,  denn  snz;  kann  nur 
dann  =  sn  v'  sein,  wenn  v'  congruent  v  oder  congruent  2  K  —  v 
modulo  4:K^  2i  K',  und  beides  kann  für  zwei  verschiedene  der 
Argumente  von  (1)  nicht  eintreten. 

Die  >^2  Grössen  (1)  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(2)  X  A  (^'-0  =  0, 

und  nach  den  Formeln 


(3)      . 
können  auch 


_  Pix'-)  _  D(xJ) 

'  "  B(x'^y         ^  "  cjx^y 

•      2/.,,u'=cn( -) 

rational  durch  ^«^  »' ausgedrückt  werden,  wenn  der  Rationali- 
tätsbereich aus  rationalen  Zahlen  und  rationalen 
Functionen  von  %2  besteht. 

Aus  den  Wurzeln  x^  der  Gleichung  Ä  =z  0  lassen  sich  nach 
(12),  §.  60  die  Wurzeln  von  B  =  0,  C==0,  D  =  0  rational 
ableiten;  wenn  nämlich  x-  eine  Wurzel  von  ^  =  0  ist,   so  sind 

1  —  x'-  1  —  x-^x'^  1 


1   —  K^X^'  1    —  x'^    '  %2^'^ 

die  Wurzeln  von  B  ^=  0,  C  =  0,  D  =  0.    Die  Bedeutung  dieser 
letzteren  Wurzeln  ist  aber 
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und  hiernach   sind   durch    Auflösung   der  Gleichung  A  =  0   alle 
Grössen  von  der  Form 

worin  <Lt,  ^'  beliehige  ganze  Zahlen  sind,  rational  bestimmt. 

§.  G5.     Die  Abel'schen   Relationen. 

Für  eine  nähere  Untersuchung  der  algebraischen  Natur  der 
Periodentheilungsgleichung  ist  ein  System  von  Relationen  zwischen 
ihren  Wurzeln  von  grosser  Wichtigkeit,  zu  dessen  Ableitung  wir 
jetzt  übergehen  1). 

Wir  betrachten  die  Summe: 


s.-  '■'(•■"^■^ 


8   )■  V  TT  t 


/  2v\^ 


genommen  nach  v  über  ein  vollständiges  Restsystem  für  den 
(ungeraden)  Modul  n.  v'  ist  eine  beliebige  ganze  Zahl  und  g^g^ 
eine  der  drei  geraden  Charakteristiken  (0,0),  (0,1),  (1,0).  Diese 
Summe  ist  unabhängig  von  dem  besonderen  Restsystem,  welches 
V  durchläuft. 

Der  Hauptnenner  der  in  (1)  vorkommenden  Brüche: 

^K.9.\^^  +  — ) 


1)  Diese  Relationen  rühren  von  Abel  her  (Oeuvres  completes,  Bd.  I, 
S.  523;  Bd.  II,  S.  251  der  neuen  Ausgabe).  Der  oben  gegebene  Beweis 
dieser  Relationen  schliesst  sich  an  Hermite  an  (Crelle's  Journal,  Bd.  32, 
S.  283).  Zu  erwähnen  ist  noch  Sylow,  Christiania  Videnskabsselskabs 
Forhandlinger  1864  und  1871.  Kronecker,  Berichte  der  Berliner  Aka- 
demie, 19.  Juli  1875.  Engel,  Berichte  der  Sächsischen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften,  31.  Juli  1884. 
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ist   nach   den   letzten  Formeln   des  §.  28,  von   einem  constanten 
Factor  abgesehen,  gleich 

^g.^gi  0^^^'  ^^^)i 
und  wenn  wir  also  die  Summe  (1)  gleich 

(2)  ■  ^^^0 

setzen,  so  ist  0{u)  eine  ganze  transcendente  Function  von  u. 

Vermehrt  man  u  um  — ,   so   ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf 

n 

2r  4-  1\  ^     /       ,     2v  -{-  n  -\-  \\ 


*"(«  +  ^^)     .   ,..,  ^"(«-^ 


=   (—  IjS'i  +  1 


2i;+l\~^      ^  „         /       ,     2i'-4-w+l\' 


und   da  v   und  v  -] ^-~-   gleichzeitig   ein    vollständiges  Rest- 

System  modulo  n  durchlaufen 

(3)  ^  {ii  +  i)  =^  -  e       ^  0  («), 
und  durch  Vermehrung  von  u  um  co\ 

(4)  ^(i^    -f     «j     =     —     C-^'-^^äH    f    CO)     ^^^^)^ 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Function  ^{u)  eine  f-Function 
ist  mit  den  Perioden  — ,  «,   welche   durch   die  Bedingungen  (3), 

VI 

(4)  bis  auf  einen  von  u  unabhängigen  Factor  bestimmt  und  durch 
eine  -O-- Function  ausdrückbar  ist  (§.  17).  Man  sieht  leicht,  dass 
die  Bedingungen  (3),  (4)  durch  die  Function 

(,-iTiiv'u  ^^^(^nii  —  2v'fc),  na) 
befriedigt  sind,  so  dass  sich  ergiebt: 
/  2 1'\ 


^gug{n  +  '^^ 


^guöA^'^'^-^  ^^«) 


Die   Bestimmung   der   Constanten  C  kann   man   leicht   aus- 
führen, wenn  man  rechts  und  links  mit 

multiplicirt  und  dann 

(1-.^.)+  (l-.^i)« 
u  —  2 

setzt.     Die  Formel  (6)  des  §.18  ergiebt  dann: 
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n  —  1 


Die  Ab  ersehen  Relationen  erhält  man  einfach,  indem  man 
in  (5)  nu  =  2v'cü  setzt,  wodurch  die  rechte  Seite  verschwindet: 

'2v'g)  +  2v^ 


(7)  ^e-^ 


^2v'co  +  2v\ 


=  0. 


n  / 

Wendet  man  auf  die  hier  vorkommenden  'O'-Functionen  eine 
lineare  Transformation 


5),         ad-ßy  = 


an,  so  erhält  man  nach  §.  34  die  allgemeine  Formel: 
^      /2(va  4-  v'y)  -f-  2  (v ß  -f  v'ö)co\ 

r^        ^1.    ^ -, -j 


(8)    ^e     »       ^         /2{va-^vy)+2(vß  +  v'Ö)cj 


9... .  ,^ 


Diese  Gleichungen  gehen  nun,  wenn  man  r/i,  ^2  =  0,  1  setzt 
und  die  Bezeichnungen  des  vierten  Abschnittes  einführt,  un- 
mittelbar in  Relationen  zwischen  den  Wurzeln  Xy^  v'  (§•  64)  über: 


V  V  7t  l 


(9)  2*^    "      ^'"  +  '■'■''  '-f  +  •■•'  =  *^' 

und  den  beiden  speciellen  Fällen: 

/«,  ß\    _   /l,  0\  /     0,  1\ 

\y,  s)  -  Vo,  \r     \-  1,  0) 

entsprechend 


7t  l 


(10)  2^     "      ^'■'^'  ^  ^' 

v'      8  V  i''  /r  i 

(11)  ^e~^~  Xy^,.  =  0. 

Nach  (5),   (6)   kann   man    auch   den  Werth  dieser  Summen 
bestimmen,  wenn  darin  die  P]inheitswurzel 

8  Tti 

e  '^ 
durch  eine  andere   ersetzt  wird,   indem   man  in  (5)  v'  durch  ein 
anderes  Zeichen,   w,   ersetzt   und    dann  nuz=2v'(o   setzt.     Be- 
schränken wir  uns  auf  den  Fall  (//i,  g.^)  =  (0,  1)  und  multiplicirt 
(5)  noch  mit  -O-qo  :  -O-^o,  so  folgt: 
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V        8  m  V  7t  i 

(12)  ^e~»~^,,..  = 

{-  \V^  nr^^^  ^00  ^0,  ^'n  (0,  n fo) ^^  (2  W  -  m)  oj,  n  a.) 

wo   die   linke  Seite    dann,   aber   auch   nur   dann  verschwindet, 
wenn  m  ^  v'  (mod  n)  ist. 


§.66.    Die  Galois'sche  Gruppe  der  Theilungsgleichung. 

Um  die  Galois'sche  Gruppe  ^  der  Theilungsgleichung  zu 
ermitteln,  setzen  wir  als  Rationalitätsbcreich  fest  den  Inbegriff 
aller  rationalen  Zahlen  und  rationalen  Functionen 
von  j(2. 

Nach  dem  Additions-  und  Multiplicationstheorem  (vgl.  §.  60, 
64)  ist,  wenn  /  und  g?„i  rationale  Functionen  bedeuten,  welche 
von  ^,  \ji\  v,  v'  unabhängig  sind, 

Ist  nun  S  irgend  eine  Substitution  der  Gruppe  @,  durch 
welche,  wenn  a,  &,  c,  d  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  nach  dem 
Modul  n  genommen  sind, 

^1,  Ol    ^0,  1       1^       '^ö,  —  C5    ^—  h,  a 

Übergeht,   so  können  wir   S  auf  jede   der  Formeln  (1),  (2)  an- 
wenden.    Es  ist  aber  nach  (2): 

OCu,  0  =   <P."  (^1,  o), 

woraus  zu  schliessen,  dass  durch  die  Substitution  S 

X,(^  0      1^       ^u  (^ö,  —  c)   "^^^  ^ö  ,",  —  c  u 

Übergeht.     Ebenso  findet  man,  dass  durch  S 

Übergeht. 

Wenden  wir   dies  auf  die  aus  (1)  hervorgehende  Gleichung 

an,  so  folgt,  dass  durch  S 

Übergeht. 

Hieraus  schliessen  wir  zunächst,  dass  die  Zahlen  a,  &,  c,  ö 
so  beschaffen  sein  müssen,  dass  ihre  Determinante 
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(4)  ni  =  ad  —  hc 

mit  ii  keinen  Tlieiler  gemeint  liat.  Denn  wäre  ein  solcher  Theiler 
vorhanden,  so  würden  ft,  /u.',  ohne  dass  beide  durch  n  theilbar 
sind,  so  bestimmt  werden  können,  dass 

d ^  —  />fi'^0,     —  c^-{-a^'^0  (mod  n), 
so  dass   mehrere  von  einander  verschiedene  Wurzeln  Xu,  u'  durch 
S  in  ein  und  dieselbe  Wurzel  übergehen  würden,  was  unmöglich 
ist.     Bezeichnen  wir  abgekürzt  die  Vertauschung  (3)  mit 

so  ist 


V 

v' 

z=r.     _ 

^  (mod 

n), 

und 

daraus , 

durch 

Auflösung,   mit 

Benut; 

?uni 

§.  24 

,(4): 

(5) 

m  (u, 

^') 

>■ 

v'). 

Es  ist  daher 

(6) 

( 

ein  zweckmässiges  Zeichen  für  die  Vertauschung  S  und  aus  (5) 
ersieht  man,  dass  sich  zwei  solche  Vertauschungen: 

genau  nach  der  in  §.  24  gegebenen  Kegel: 

(7)       SS' =  ,§"=(""; +5«,'  ",^; +!',') 

zusammensetzen,  so  dass  die  Vertauschung  S"  der  Wurzeln  ent- 
steht, wenn  zuerst  die  Vertauschung  /S,  sodann  die  Vertauschung 
S'  unter  den  Wurzeln  der  Theilungsgleichung  vorgenommen  wird. 
Zu  beachten  ist  aber  immer,  dass  hier  nur  die  nach  dem  Modul 
n  genommenen  Reste  der  Zahlen  a,  6,  c,  d  in  Betracht  kommen, 
so  dass  die  Anzahl  der  Vertauschungen  S  stets  endlich  ist. 

1.    Der   Inbegriff    aller   Substitutionen    (    '     )   bildet 

\c,  dj 

eine  Gruppe,  die  wir  mit  %  bezeichnen,  in  welcher  nach 
dem,  was  wir  bewiesen  haben,  die  Gruppe  ©  der  Thei- 
lungsgleichung enthalten  ist. 

In  ^  ist  als  Theiler   eine  Gruppe  23  enthalten,   welche  aus 
allen  denjenigen  Substitutionen  (5) 
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besteht,  welche  der  Bedingung 

(9)  ad  —  ßy  =  l  (mod  n) 

genügen. 

Jede  Substitution  S  lässt  sich   durch  Zusammensetzung  von 

\o,  i; 

mit  einer  Substitution  T  herleiten;  man  hat,  damit 

sei,  a,  /5,  7,  ö  einfach  aus  den  Congruenzen 

a  ^  a m,     h  ^  ßm^     c  ^  y,     d  ^  ö  (mod  n) 
zu  bestimmen. 

Wir  betrachten  nun 

(■«,    .,.,„„,(<i^5±M^)      "•••H-^^) 


'^00 


2w,  -|-  2u'a9 


als  Functionen   von   ra,   und  wenden  darauf  eine   lineare  Trans- 
formation 

\y,sj 

an,  in  welcher  wir 

(11)    06=1,     ö^\,     ß  =  0,     7  =  0  (mod  8),     ad~ßyr^l 

voraussetzen.     Nach  §.  34  geht  hierdurch 

d.  h.   es   erleiden   die   x^^  ^c   eine   Substitution,    welche  nach   (3), 
(G)  mit 

V-  ß.       «. 
zu  bezeichnen  ist,  während  %2  ungeändert  bleibt. 

Dass  auf  diese  Weise  auch  umgekehrt  jede  der  Substitutionen 
T  entsteht,  folgt  daraus,  dass,  wenn  irgend  eine  Substitution 
T  gegeben  ist,  man  durch  Hinzufügen  passender  Vielfachen  der 
(ungeraden)  Zahl  n  zu  den  Zahlen  «,  /3,  y,  8  die  Bedingungen  (11) 
immer  erfüllen  kann. 
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Irgend  eine  rationale  Gleichung  zwischen  den  Wurzeln  a;«,  »^ 
geht,  auch  wenn  beliebige  constante,  d.  h.  von  cd  unabhängige 
Zahlencoefficienten  darin  vorkommen,  durch  (8)  in  eine  Identität 
über,  und  man  kann  daher  für  a 

y  -\-  ö  (o 
06  -\~  ßcj 
substituiren,  d.  h.  man  kann  jede  Substitution  T  auf  die  rationale 
Gleichung  zwischen  den  Xu,  u'  anwenden.  Daraus  folgt,  dass  die 
ganze  Gruppe  25  in  ^  enthalten  ist  (§.  56),  und  dies  bleibt 
auch  dann  noch  richtig,  wenn  (^  durch  die  Gruppe  ©' 
der  Theilungsgleichung  nach  Adjunction  beliebiger 
Constanten  ersetzt  wird. 

Wenn  wir  nun  den  Rationalitätsbereich  durch  Adjunction 
von  nten  Einheitswurzeln  erweitern,  so  gehören  zu  den  rationalen 
Gleichungen  auch  die  Abel' sehen  Relationen  des  vorigen  Para- 
graphen.   Auf  diese  Relationen,  etwa  auf 

y    Svv'ni 

ist  aber  keine  der  Substitutionen 

M  =  '''^  ^^ 


~  V  0,  V 


anwendbar;  denn  durch  diese  Substitution  geht,  wenn  mm'  ^  1 
(mod  n)  ist. 


V  V'  Tt  l  ..8  V  m'  I '  TT  l 


Ze     «      Xy^  V'    in    Ze      "        Xy^ ,' 
über,  was  nach  (12),  §.  65  von  Kuli  verschieden  ist,  wenn  nicht 
m'  und  also  auch  m  ^  1  (mod  n)  ist.     Daraus  folgt  der  Satz: 

2.  Nach  Adjunction  der  wten  Einheitswurzeln  (und 
beliebiger  anderer  Constanten)  ist  23  die  Galois'sche  Gruppe 
der  Theilungsgleichung.  Es  wird  23  auch  die  Monodro- 
miegruppe  der  Theilungsgleichung  genannt. 

3.  Wir  beweisen  jetzt  noch,  dass  in  dem  ursprünglichen 
Rationalitätsbereich,  also  ohne  Adjunction  der  ?^ten  Einheits- 
wurzeln die  Gruppe  der  Theilungsgleichung  mit  der 
Gruppe  21  identisch  ist. 

Dabei  setzen  wir  den  aus  der  Kreistheilungstheorie  ^)  be- 
kannten Satz  voraus,  dass  die  primitiven  ?zten  Einheitswurzeln  q 
Wurzeln  einer  irreducibeln  Gleichung 


1)  Man  vgl.  etwa  Bachmann,  Die  Lehre  von  der  Kreistheilung,  fünfte 
Vorlesung. 
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(12)  0(Q)  =  O 

sind  (die  auch  nicht  durch  Adjunction  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen x2  zum  Rationalitätsbereich  der  rationalen  Zahlen 
zerfallen  kann). 

Der  Grad  dieser  Gleichung  ist  cp  (n),  d.  h.  gleich  der  Anzahl 
derjenigen  Modulo  n  incongruenten  Zahlen  m,  welche  relativ 
prim  zu  n  sind. 

Es  sei  nun 

(13)  F(r)  =  0 

die  Galois'sche  Resolvente  der  Theilungsgleichung  im  ursprüng- 
lichen Rationalitätsbereich  vom  Grade  ft  (so  dass  alle  Wurzeln 
Xy^  yf  rational  durch  r  darstellbar  sind).  Diese  Gleichung  muss 
nach  Adjunction  einer  Wurzel  von  (10)  zerfallen;,  denn  wäre 
dies  nicht,  so  würde  jede  rationale  Relation 

(14)  i>{r,Q)  =  0 

für  alle  Wurzeln  von  (13)  befriedigt  sein,  und  ^{t^Q)  wäre  durch 
F(t)  (für  ein  variables  Q  theilbar.  Es  würde  also  (14)  noch 
bestehen  bleiben,  wenn  q  durch  eine  andere  Wurzel  q^  von  (10) 
ersetzt  wird.  Dies  ist  aber  nach  §.  65  (12)  nicht  zutreffend,  wenn 
man  an  Stelle  von  (14)  eine  der  Abel'schen  Relationen  setzt. 
Es  sei  nun  nach  Adjunction  von  q 

(15)  >(r,  Q)  =  0 

die  Galois'sche  Resolvente  der  Theilungsgleichung,  vom  Grade  v^ 
so  dass  V  nach  2.  gleich  dem  Grade  der  Gruppe  33  ist.  Es  ist 
dann  F(t)  durch  F{t^  q)  algebraisch  theilbar  und  also  wegen  der 
Irreducibilität  von  (12)  auch  durch  jede  der  Functionen  F(t^  ()*"). 
Da  die  Functionen  F(t^  q"^)  irreducibel  sind,  so  können  nur  dann 
zwei  von  ihnen  einen  gemeinsamen  Theiler  haben,  wenn  sie  ganz 
identisch  sind.    Wenn  aber 

F{t,  q)  =  Fit,  ^-) 
wäre,  dann  würde  aus  jeder  Gleichung  der  Form  (14)  folgen,  dass 
T\){t,  q)  durch  F{t,  q)  =  F(t,  ()'")  theilbar  wäre,  und  es  würde 
folgen,  dass  in  (14)  die  Vertauschung  (p,  q^*^)  gestattet  ist,  was 
wieder  bei  den  Abel'schen  Relationen  nicht  zutrifft.  Mithin  sind 
die  cp  (n)  Functionen  F(t,  ^*")  alle  von  einander  verschieden,  und 
F(t)  ist  durch  ihr  Product  theilbar.  Der  Grad  ^i  von  F(t)  ist 
also  wenigstens  =  v  cp  (n).  Er  kann  aber  auch  nicht  höher  als 
v(p(n)  sein,  da  v  cp  (n)  der  Grad  der  Gruppe  ^  ist,  und  die 
Gruppe  @  vom  Grade  ^  gewiss  in  51  enthalten  ist.  Es  ergiebt 
sich  hieraus 
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(16)  ^  =  V  cp  (n) 

und  zugleich  die  Identität  von  C^)  mit  ^(. 

Daraus  folgt  aber  auch,  dass  F(t)  dem  Product  der  sämmt- 
lichen  Factor en  F{t^  p*")  gleich  ist,  also 

m 

(17)  F(t)  =  nF(t,  r> 

und  da  F(t)  =  0  keine  gleichen  Wurzeln  hat,  dass  zwar  F(7%  (>), 

aber   keiner   von    den    anderen    Factoren  F(r^  (>"*)   verschwindet. 

Die  Gleichungen 

(18)  F(r,  0----0,     0(t)^-O 

haben  daher  nur   die  eine  Wurzel  t  ^=  q  mit   einander  gemein, 

und  durch  Aufsuchen  ihres   grössten  gemeinschaftlichen  Theilers 

findet  man  q  rational  ausgedrückt  durch  r,  d.  h.  durch  die 

Wurzeln  der  Theilungsgleichung. 

Diese  Ausdrücke  für  q  ändern  ihren  Werth  nicht,  wenn  auf 
r  eine  Substitution  der  Gruppe  33  angewandt  wird,  während 
(nach  (12))  q  durch  eine  Substitution  der  Gruppe  %  in  eine 
Potenz  von  q  übergeht. 

Die  Abel'schen  Relationen  zeigen,  dass  durch  die  in  ^l  ent- 
haltene Substitution 

<"'  QD 

Q  in  Q^^  übergeht;  denn  setzen  wir 

8Tti 

so  lautet  eine  der  Abel'schen  Relationen 

(20)  i^^"'    Xy^yr     =     0, 

worauf,  wenn  für  q  der  Ausdruck  durch  r  gesetzt  wird,  alle 
Substitutionen  von  51,  also  auch  (19),  anwendbar  sind.  Nach  §.  G5, 
(12)  bleibt  aber  (20)  bei  dieser  Substitution  nur  richtig,  wenn 
Q  in  ()'"  übergeht. 

Da  Q  durcii  die  Substitutionen  in  33  nicht  geändert  wird 
und  da  die  Gruppe  "ä  aus  33  durch  Zusammensetzung  mit  (19) 
entsteht,  so  folgt,  dass  durch  irgend  eine  Substitution  in  31 


Vc,  d) 


Q  in  Q"^  übergeht,  wenn  m  der  Determinante  (ad  —  h  c)  congruent  ist. 
4.    Wir  wollen  sclüiesslich  noch  die  Zahl  v,  d.  h.  den  Grad 
der  Gruppe  33  bestimmen. 
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cp  (n)  liat,  wie  bekannt,  den  Ausdruck 

(21)  cp(n)  =  nn(\  -  j^ 

wenn  das  Productzeichen  TT  sich  auf  alle  in  n  aufgehenden,  von 
einander  verschiedenen  Primzahlen  p  erstreckt  i). 

Die  Zahl  v  ist  gleich  der  Anzahl  der  incongruenten  Zahlen- 
systeme oc,  /3,  7,  d,  welche  der  Bedingung 

(22)  aÖ  —  ßy  ^  1  (mod  n) 

genügen.  Wir  fragen  zunächst  nach  der  Anzahl  der  Paare  a,  /3, 
welche  mit  n  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  und  be- 
zeichnen diese  mit  x{n). 

Ist  n  =  n' n"  und  n'  relativ  prim  zu  n",  so  kann  man  aus 
jeder  Combination  eines  zu  n'  gehörigen  Zahlenpaares  w',  ß'  mit 
einem  zu  n"  gehörigen  Zahlenpaar  a",  ß"  ein  zu  n  gehöriges 

cc  =  n"  a'  +  n'  oc",         ß  =  n"  ß'  +  n'  ß" 
herleiten,  und  man  erhält  auf  diese  Weise  alle  Zahlenpaare  oi,  ß 
und  jedes  nur  einmal.     Daraus  folgt: 

(23)  l{:n)^%{n')i{n"). 

Es  ist  also  noch  %  (p"^) ,  d.  h.  ^  (n)  für  eine  Primzahlpotenz 
p^  zu  bestimmen. 

Setzen  wir  zunächst  für  «,  ß  alle  modulo  2^"^  verschiedenen 
Zahlen,  so  ist  diese  Anzahl  p^^r^  Hiervon  sind  aber  diejenigen 
Paare  wegzulassen,  bei  welchen  cc  und  ß  durch  p  theilbar  sind, 
deren  Anzahl  ^ß^-^.  beträgt,  so  dass 

oder 

(24)  ^^n)r=n^^n(l-±) 

folgt. 

Jedes  Zahlenpaar  «,  ß  lässt  sich  durch  Vermehrung  um 
Vielfache  von  n  in  ein  solches  verwandeln,  welches  unter  sich 
relativ  prim  ist,  und  dann  lässt  sich  y.  ö  so  bestimmen,  dass 

wird,  darin  kann  y,  d  durch  y  -\-  hoc,  d  -^  h ß  ersetzt  werden, 
und  indem  man  h  ein  vollständiges  Restsystem  modulo  n  durch- 
laufen lässt,  erkennt  man,  dass  zu  jedem  Zahlenpaar  w,  ß  n  der 


1)  Vgl.  z.  B.  Diriclilot-Dedekind,  Vorlesungen    über    Zahlentlieorie, 
3.  Aufl.,  §.  11. 

W^eber,  elliptische  Functionen.  15 
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Bedingung  (23)  genügende  Zahlenpaare  y,  d  gehören      Demnach 
ist  die  Ordnung  der  Gruppe  53: 

oder,  wenn  wir  noch  die  numerische  Function 

(25)  ^(„)=.  „77(1  +  1) 

einführen : 

(2G)  V  =  n(p  (n)  i) (n) 

und  die  Ordnung  der  Gruppe  %: 

(27)  ^  —  n  (p  (ny  ij  (n). 

§.  67.   Die  irreduciblen  Factoren  der  Theilungsgleichung. 

Ist 

V   =        d^  —  h  ^' 

v'  =1  —  c  ^  -\-  a^' 
und  ad  —  hc  relativ  prim  zu  w,  so  ist  der  grösste  gemeinschaft- 
liche Theiler  von  ^,  ^',  n  zugleich  der  grösste  gemeinschaftliclie 
Theiler  von  v ,  ?/,  n.  Die  Wurzeln  Xu,  ^>  der  Theilungsgleichung 
zerfallen  also  nach  dem  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von 
f«,  ft',  n  in  Systeme,  welche  durch  die  Substitutionen  der  Gruppe 
51  immer  nur  in  einander  übergehen  und  deren  jedes  daher  die 
Wurzeln  einer  rationalen  Gleichung  enthält. 

Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  giebt  es  cp{n)ip{n) 
Zahlenpaare  fit,  ^\  deren  grösster  gemeinschaftlicher  Theiler  mit 
n  gleich  1  ist,  und  die  diesen  Zahlenpaaren  entsprechenden 
Wurzeln  Xu,  ,u'  genügen  daher  einer  rationalen  Gleichung  dos 
Grades  (p(n)ip{n)^  welche  wir  die  eigentliche  Theilungs- 
gleichung für  den  Divisor  n  nennen  wollen,  weil  nur  dann, 
wenn  ft,  ^\  n  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  Xu,  ,a'  nicht  zugleich 
W^urzel  einer  Theilungsgleichung  für  einen  kleineren  Divisor  ist. 
Im  Gegensatz  hierzu  nennen  wir  die  Gleichung,  deren  Wurzeln 
die  sämmtlichen  Xu,  u'  sind,  die  allgemeine  Theilungs- 
gleichung für  den  Divisor  n. 

Durch  irgend  eine  Substitution  der  Gruppe  51 


a,  b\ 
\c,  d)    ' 
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geht  (1,  0),  (0,  1)  in  (8,  —  c),  ( —  6,  a)  über,  und  wenn  also  S  nicht 
die  identische  Substitution  ist,  so  wird  gewiss  wenigstens  eine 
der  beiden  Wurzeln  x^^q^  Xq^i  durch  S  verändert.  Daraus  ergiebt 
sich  nach  der  Schlussberaerkung  des  §.  56,  dass  die  Galois'- 
sche  Gruppe  der  eigentlichen  Theilungsgleichung  genau 
dieselbe  ist,  wie  die  der  allgemeinen,  nur  angewandt  auf 
den  Fall,  dass  ft,  ft',  n  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  näm- 
lich, je  nachdem  die  nten  Einheitswurzeln  adjungirt  sind  oder 
nicht,  53  oder  %. 

Daraus  folgt  noch,  dass  die  eigentliche  Theilungs- 
gleichung irreducibel  ist,  selbst  nach  Adjunction  be- 
liebiger Constanten. 

Denn  sind  y^  ö  irgend  zwei  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler 
mit  n,  so  kann  man  <x,  ß  der  Congruenz 

ad  —  ßy  ^  l  (mod  n) 
gemäss  bestimmen  und  die  in  5B  enthaltene  Substitution 


T 


auf  jede  rationale  Gleichung  zwischen  den  Wurzeln  X/^i^  a>  a,n- 
wenden.  Wenn  also  Xi^  o  einer  rationalen  Gleichung  (mit  be- 
liebigen Constanten  Coefficienten) 

genügt,  so  genügt  derselben  Gleichung  jede  andere  Wurzel  x^^  —  y 
der  eigentlichen  Theilungsgleichung,  woraus  die  Irreducibilität 
der  letzteren  folgt. 


§.  G8.    Zur  ückfüh  rung   der  Theilungsgleichung   auf 
T  r  a  n  s  f  0  r  m  a  t  i  0  n  s  g  1  e  i  c  h  u  n  g  e  n. 

Die  Wurzeln  der  eigentlichen  Theilungsgleichung  lassen  sich 
in  folgender  Weise  in  Reihen  anordnen.  Man  wähle  nach  Be- 
lieben eine  der  Wurzeln: 

Xu,, ,,[  =  sn  [-^ =!^~^^^ j  =  sn  Sl,. 

Unter   den  Wurzeln    der  Theilungsgleichung   kommen    auch 
die  (p  (n)  Grössen 
(i?i)  SU  h  Sil 

15* 
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vor,  welche,  wenn  h  ein  vollständiges  System  incongrnenter  zu 
n  theilerfremder  Zahlen  durchläuft,  alle  von  einander  verschieden 
sind.  Das  System  (Bi)  wollen  wir  die  erste  Reihe  der 
Wurzeln  nennen. 

Ist  nun  snSl.2  eine  in  (jR^)  nicht  enthaltene  Wurzel,  so  hilden 
die  (p  (n)  Grössen 

(-R2)  snhSl2', 

welche  sowohl  unter  einander  als  von  den  Wurzeln  (7^,)  ver- 
schieden sind,  eine  zweite  Reihe;  und  auf  diese  Weise  kann  man 
fortfahren ,  bis  sämmtliche  cp  (w)  4)  (n)  Wurzeln  der  eigentlichen 
Theilungsgleichung  in  i}j(n)  Reihen  von  je  (p{n)  Gliedern  ver- 
theilt  sind. 

Nach  dem  Multiplicationstheorem  lässt  sich  durch  eine 
Wurzel  jede  andere  Wurzel  derselben  Reihe  rational  aus- 
drücken in  der  Form: 

(1)  mhSl  =fn(snSl), 

worin  fh  eine  nur  von  dem  Multiplicator  h ,  nicht  von  der  Wahl 
von  Sl  abhängige  rationale  Function  ist. 

Wenn  die  beiden  Wurzeln  ^^,  u',  ^v,  v  in  dieselbe  Reihe  ge- 
hören, so  muss  sich  die  Zahl  h  so  bestimmen  lassen,  dass 

(2)  h^  f^  r,     h^'  ^  v'  (mod  w), 

und  umgekehrt,  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  gehören  die  beiden 
Wurzeln  in  dieselbe  Reihe.     Aus  (2)  aber  folgt  die  Congruenz 

(3)  ^v'  —  V  ^'  ^  0  (mod  w), 

und  aus  dieser  lassen  sich  auch  umgekehrt  die  Congruenzen  (2) 
wieder  herleiten. 

Denn  da  ft,  ft',  n  relativ  prim  sind,  so  kann  man  die  Zahlen 
w,  ß  so  bestimmen,  dass 

oc^  —  ß  ^'  =^  1  (mod  n) 
und  daraus  folgt  mittelst  (3): 

V  ^  (av  —  ßv')^^     v'  ^  (oiv  —  ß  v')  ft'  (mod  w), 
also,  wenn  av  —  ßv'  ^=h  gesetzt  wird,  die  Congruenzen  (2). 

Die  Congruenz  (3)  ist  also  die  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  dass  die  beiden  Wurzeln 
der  eigentlichen  Theilungsgleichung  Xu^  a>^  .^»,  f  derselben 
Reihe  angehören. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Eintheilung  in  Reihen  gänzlich  unab- 
hängig ist  von  der  Willkürlichkeit  in  der  Annahme  über  die 
Wurzeln  sn  5ii,  sn  Ü2  •  •  • 
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Es  folgt  aber  noch  weiter  daraus,  class  durch  die  Substi- 
tutionen der  Gruppe  51  die  Reihen  nicht  auseinander 
gerissen,  sondern  nur  unter  einander  vertauscht  werden. 

Denn  wendet  man  auf  (fi-,  ^')  und  (v  ^  v')  gleichzeitig  die 
Substitution 


C:  D 


an,  so  bleibt  die  Congruenz  (3)  erhalten. 

Sucht  man  unter  den  Substitutionen  der  Gruppe  %  diejenigen 
Substitutionen  aus,  welche  die  Wurzeln  einer  Reihe  nur  unter 
einander  vertauschen,  so  erhält  man  eine  Gruppe,  und  zwar 
einen  Theiler  von  ^.  Zu  jeder  Reihe  gehört  also  ein  solcher 
Theiler  von  51.  Bezeichnen  wir  mit  Bf^i^  ,j.'  die  Reihe,  welche  die 
Wurzel  Xu^  u>  enthält,  und  mit  ^K«,  u'  den  zu  dieser  Reihe  gehörigen 
Divisor  von  %  so  sind  nach  (3)  (vgl.  §.  66,  (3))  die  Substitutionen 


a 


von  5L,  u'  durch  die  Congruenz 

(4)  (d^  —  h^')  ft'  +  (c^  —  a^x')^'  =  0  (mod  n) 

charakterisirt. 

Ebenso  erhält  man  eine  Gruppe  33„,  u',  wenn  man  die  Substi- 
tutionen in  33  aufsucht,  welche  die  Wurzeln  der  Reihe  Bu^  ,,>  nur 
unter  sich  vertauschen,  deren  Substitutionen: 


CÖ 


.7, 

durch  die  beiden  Congruenzen: 
(5)  {d^-  ß^')^'  +  (r^  -  «a>  =  0 

ad  -  ßy  ^\ 
charakterisirt  sind. 

Beispielsweise  bestehen  die  Gruppen  5Ii,o,  53i,  o  aus  den  Substi- 
tutionen 

Die  Gruppen  ^u,  u'  sind  conjugirte  Divisoren  von  51 
(§.  53,  3),  denn  wenn  ä^i,  o  durch  S  in  x^^^u',  also  i^i,o  in  B^u,  u' 
übergeht,  so  werden  durch  die  Gruppe 
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die  Wurzeln  von  Ru,  ,u'  nur  unter  sich  vertauscht,  und  es  ist  also 

Ebenso  ist,  wenn  T  eine  Substitution  in  33  ist,  durch  welche 
0^1,0  in  :r„,  u'  übergeht: 

(7)  T~'33i,o  T  =%,,,. 

Der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  %  aller  Gruppen  ^(»,  u' 
wird  nach  (4)  bestimmt  durch 

6^0,     c  ^  0,     a  ^  d  (mod  w) 
und  besteht  also  aus  den  Substitutionen: 


/«,  OX 
VO,  aj 


worin  a  eine  beliebige,  zu  n  theilerfremde  Zahl  ist.  %^  ist  iden- 
tisch mit  dem  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  dreier  der 
Gruppen  %,  „'-,  etwa 

%,,.      5Io,i,      ^1,1. 

Ebenso  ist  nach  (5)  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  33o 
aller  33^<  ^/  der  Inbegriff  der  Substitutionen: 

<"  CD 

mit  der  Bedingung: 

(9)  a2  ^  1  (mod  n). 

Die  Congruenz  (9)  besitzt,  wenn  Iv  die  Anzahl  der  in  n  auf- 
gehenden, von  einander  verschiedenen  Primzahlen  ist,  2^  incon- 
gruente  Lösungen,  welches  also  der  Grad  der  Gruppe  33o  ist^). 

Hiernach  wenden  wir  die  Sätze  des  §.  57  auf  die  Theilungs- 
gleichung  an. 

Eine  rationale  Function  ^  der  Wurzeln  einer  Reihe,  etwa 
der  Reihe  Jbi, o,  lässt  sich  nach  (1)  rational  durch  eine  dieser 
Wurzeln  darstellen.  Wenn  diese  Function  die  Eigenschaft  hat, 
ungeändert  zu  bleiben,  falls  diese  eine  Wurzel  durch  eine  andere 
derselben  Reihe  ersetzt  wird,  wenn  also  beispielsweise  |  eine 
symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer  Reihe  ist, 
dann  erhält  |  durch  Anwendung  der  Substitutionen  von  51  (oder 
auch  von  33)  nur 


1)    V^l.    Diriclilet-Dedckind,      Vorlesungen      über     Zahlentbeorie. 
d,  Auflage,  §.  37, 
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(10)  V  =  ip(n) 

verschiedene  Wertlie 

(11)  ii,  I2 . . .,  I., 

und  wenn  diese  Werthe  alle  von  einander  verschieden 
sind,  so  gehört  |  zu  der  Gruppe  ^2li^  0  und  alle  anderen 
symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  von  Bi^o  sind 
rational  durch  |  darstellbar. 

In  Folge  von  §.  57  sind  die  v  Grössen  (11)  Wurzeln  einer 
irreducibeln  rationalen  Gleichung  vten  Grades,  welche  wir  eine 
Transi'ormationsgleichung  nennen. 

Die  Transformationsgleichung  hat,  wenn  in  |  nur  rationale 
Zahlcoefficienten  vorkommen,  selbst  rationale  Zahlcoefficienten. 
Sie  bleibt  aber  irreducibel,  auch  wenn  nie  Einheits- 
wurzeln oder  überhaupt  irgend  welche  Constanten  ad- 
jungirt  werden,  wie  sich  daraus  ergiebt,  dass  durch  Substi- 
tutionen der  Gruppe  33  jede,  Wurzel  der  Theilungsgleichung  in 
jede  andere,  also  auch  jede  Reihe  in  jede  andere  Reihe  über- 
geführt werden  kann. 

Durch  die  Adjunction  einer  Wurzel  J  der  Transformations- 
gleichung, etwa  der  zur  Gruppe  5Ii,  0  gehörigen,  reducirt  sich  die 
Gruppe  der  Theilungsgleichung  auf  ^}li,  0,  die  letztere  Gruppe  ist 
aber  nicht  mehr  transitiv,  sondern  vertauscht  die  q)  (n)  Wurzeln 
Xjt,  07  worin  h  ein  vollständiges  System  incongruenter,  zu  n  theiler- 
fremder  Zahlen  durchläuft,  unter  einander.  Die  Theilungsgleichung 
wird  also  reducibel  und  hat  einen  Factor  (jp(n)ten  Grades,  dessen 
Wurzeln  die  Xh^o  sind.  Der  Einfluss  einer  Substitution  der 
Gruppe  5ti,o 


Vo,  d) 


auf  Xh^o  besteht  darin,  dass  Xu^q  in  r^/^,  0  übergeht,  und  die  Gruppe 
dieser  Gleichung  cp  (71) ten  Grades  besteht  daher  aus  den  Ver- 
tauschungen 

worin  d  jede  beliebige  zu  n  theilerfremde  Zahl  sein  kann.  Diese 
Gruppe  ist  eine  Abel'sche  und  daher  sind  die  Wurzeln  Xu^o 
nach  Adjunction  von  |  algebraisch  durch  Wurzelziehen 
zu  bestimmen. 

Wenn  wir  aber  nicht  nur  eine,  sondern  sämmtliche  Wurzeln 
J  der  Transformationsgleichung  adjungiren,  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  die  drei  zu  lU^o^  jRo,  1,  Ei^i  gehörigen,  so  reducirt 
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sich  die   Gruppe   der  Theilungsgleichuiig   auf  %^  und   wenn  wir 
noch  7ite  Einheitswurzeln   adjungiren,   auf  33,j.     Die   Gruppe  33o 
ist   eine  Abel' sehe    vom  Grade  2^^',   welche  nur   solche  Elemente 
enthält,  deren  Grad  =  2  ist.    In  Folge  dessen  ist  die  Theilungs- 
gleichung  durch  Quadratwurzeln  lösbar  (§.  58). 
Um  die  Form  dieser  Lösung  zu  finden,  setze  man 
n  =  p"^  j/^' .  .  ., 
worin  p-,  p'  .  .  .  von  einander  verschiedene  Primzahlen,  ti ,  ti'  .  ,  . 
positive   Exponenten   sind.     Man  bestimme   die  Zahlen  c,  c',  .  .  . 
aus  den  Congruenzen 

c  ^  —  1  (mod  p"^)^         c'  ^  —  1  (mod  j/'^')  .  .  . 

c  ^E  -f-  1  (inod  np-'^)^    c'  ^  -{-  l  (mod  np'-"')  .  .  ., 
dann  erhält  man  jede  Lösung  a  der  Congruenz 

w'^  ^  1  (mod  n), 
und  jede  nur  einmal,  in  der  Form 

(12)  a  =  c*  c'''  .  .  .  (mod  n), 
wenn  £,£'...  die  Werthe  0,  1  annehmen. 

Ist  nun  ^  irgend  einer  der  Werthe 

"n  ' 
also  sn/i  irgend  eine  Wurzel  der  eigentlichen  Theilungsgleichung, 
so  hat  die  auf  alle  «  auszudehnende  Summe 

(13)  U  (±iy(±\y  .  .  .  snaSl  =  -tp  (Sl), 

worin  die  Ic  Vorzeichen  von  +  1  beliebig  gewählt  Averden 
können,  die  Eigenschaft,  dass  für  jedes  nach  (18)  bestimmte  a 

(14)  ii;(aSi)  =  (± ly (± \y  . . .  t(Si) 

ist,  und  das  Quadrat  von  t  i^)  bleibt  durch  die  Substitutionen  der 
Gruppe  33ü  ungeändert,  ist  also  durch  wte  Einheitswurzeln  und 
die  Wurzeln  einer  Transformationsgleichung  rational  ausdrückbar. 
i^(Sl)  ist  also  die  Quadratwurzel  VA  aus  einem  solchen  Aus- 
druck A.  Die  Anzahl  der  Ausdrücke  (13)  beträgt  aber  2^^,  und 
es  ergiebt  sich  durch  Addition  aller  so  gebildeter  Gleichungen 

(15)  2^snSl  =  2jYÄ. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  von  den  Grössen  i^,  also  auch 
von  den  A  die  Hälfte  verschwdndet.     Denn  es  ist 

—  1  m  cc'  .  .  .  (mod  n), 
und  wenn  man  also  in  (14)  «  ^  —  1  setzt,  so  folgt: 
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i,{-Sl):=(±\)  (±1)...  t^(i^); 
andererseits  ist  aber 

und  folglich  verschwindet  ip(Sl)  immer  dann,  wenn  unter  den 
in  (14)  vorkommenden  Ic  Grössen  +  1  eine  gerade  Anzahl  von 
negativen  Einheiten   enthalten  ist. 

Die  Wurzeln  x^i^  u'  können  also  linear  durch  2^  -  ^  Quadrat- 
wurzeln ausgedrückt  werden. 

Wenn  n  eine  Primzahl  oder  eine  Potenz  einer  Prim- 
zahl ist,  so  sind  die  Quadrate  der  Wurzeln  der  Theilungs- 
gleichung  rational  durch  die  Wurzeln  der  Transforma- 
tionsgleichung ausdrückbar  i). 

Ist  n  eine  zusammengesetzte  Zahl,  so  lässt  sich  die  Eintheilung 
der  Wurzeln  Xu,  ^a'  in  Reihen  noch  weiter  treiben.  Ist  p  eine  in 
n  aufgehende  Primzahl,  so  nehme  man  zwei  W^urzeln  ^u,  ,u',  ocy^  v> 
in  dieselbe  oder  in  verschiedene  Reihen  auf,  je  nachdem 

^v'  —  V  ^'  ^  0  (mod  p) 
oder  nicht ;  gehören  hiernach  ^^.,  y  und  Xv^,  v[  in  eine  Reihe  mit 
Xu^  ,v,  so  gehören  sie  auch  unter  einander  in  dieselbe  Reihe.  Die 
Anzahl  der  so  gebildeten  Reihen  ist,  wie  leicht  nachzuweisen, 
p  -{-  l  und  man  erhält  auf  diese  Weise  als  erste  Resolvente  der 
Theilungsgleichung  eine  zum  Divisor  p  gehörige  Transformations- 
gleichung. Wir  werden  später  auf  anderem  Wege  zeigen,  wie 
die  Transformationsgleichungen  für  zusammengesetzte  Divisoren 
auf  solche   für  Primzahldivisoren   zurückgeführt  werden  können. 


1)    Vgl.    über    diesen    Satz    Kronecker,    Monatsbericht    der    Berliner 
Akademie,  19.  Juli  1875. 


Neunter   Abschnitt. 
Theorie  der  Transformationsgleichungen. 


§.  69.     Bildung  von  Transformationsgleicliungen. 

Naclidem  nun  die  Theihmgsgleichungen  auf  Transformations- 
gleicliungen zurückgeführt  sind,  gehen  wir  an  ein  genaueres 
Studium  dieser  letzteren  Gleichungen. 

Wir  setzen 

(1)  V  =  i'(n)  =  nn  (l  +  jy 

und  bezeichnen  die  v  Reihen  der  Wurzeln  der  Theilungsgleichung 
mit  El,  B2  .  .  .,  ii,. 

Aus  jeder  dieser  Reihen  nehmen  wir  für 

einen   Repräsentanten    ß^ ,   SI2  .  .  .-,  Sl,.    und    erhalten    die    cp  (n) 
Wurzeln  einer  Reihe,  wenn  wir  in 

sn  m  Sl 
m   ein    vollständiges    System    incongruenter   zu   n  theilerfremder 
Zahlen  durchlaufen  lassen. 

Die  einfachsten  Ausdrücke,  welche  als  Wurzeln  von  Trans- 
formationsgleicliungen eingeführt  werden  können,  sind  die  Producte 

(3)  n    0(snhSl), 

1,  n  —  1 

welin  0  eine  beliebige  rationale  Function  ist,   und  h  die   Reihe 
der  Zahlen  1,  2  .  .  .,  ^  —  1  durchläuft. 

Jede  solche  Function  ist  rational  ausdrückbar  durch  sn  Sl 
und  bleibt  offenbar  ungeändert,  wenn  Sl  durch  irgend  ein  mSl 
ersetzt  wird,  man  hat  also   nur  noch  dafür  zu  sorgen,   dass  die 
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V  Wertlie  von  (3),  welclie  den  v  Reihen  entsprechen,  von  ein- 
ander verschieden  sind,  um  (3)  zur  Wurzel  einer  (irre- 
ducibeln)  Transformationsgleichung  zu  machen  i). 

Wir  nehmen  an,  die  Function  0(x)  sei  entweder  eine 
gerade  oder  eine  ungerade  Function  von  x^  und  machen 
danach  folgende  Unterscheidung. 

Ist  0(x)  eine  gerade  Function,  so  sind  unter  den  Factoren 
des  Productes  (3)  je  zwei,  nämlich 

(4)  0  (sn  h  Sl),     O  (sn  {n  —  h)  Sl) 
einander  gleich.     Setzen  wir  also 

(5)  n(Sl)  =    n    0(m\hS2), 

1,  ^' 

so  ist,  wenn  m  eine  beliebige  zu  n  theil erfremde  Zahl  ist, 

(G)  n(msi)  =  n(si) 

[weil   unter   den  —  (a  —  1)   Zahlen    lim   nicht   zwei    eine   durch 

n  thcilbare  Summe  oder  Differenz  haben,  also,  vom  Vorzeichen 
abgesehen,  die  sn7i5i  dieselben  sind,  wie  die  sn/iWiß].  Es  ist 
also  Hißl)  die  Wurzel  einer  Transformationsgleichung.  Diese 
Classe  von  Transformationsgleichungen  nennen  wir  Modular- 
gleichungen. 

Ist  0{x)  eine  ungerade  Function,  so  sind  die  beiden  Grössen 
(4)   entgegengesetzt   und   (G)    ist   nicht    mehr   allgemein   richtig, 
sondern  es  ist 
(7)  /7(mi2)  =  ±  77 (i^). 

Daher  ist,  wenigstens  im  Allgemeinen,  nicht  mehr  77(iß), 
sondern  erst  77(i2)2  Wurzel  einer  Transformationsgleichung, 
welche  Multiplicat  orgleichung  genannt  wird.  Um  die 
Fälle  kennen  zu  lernen,  in  welchen  77 (ü)  selbst  Wurzel  einer 
Transformationsgleichung  ist,  muss  das  Vorzeichen  in  (7)  bestimmt 
werden. 

Dies  gelingt  auf  Grund  eines  Satzes  der  Zahlentheorie,  der 
trotz  seiner  Einfachheit  unter  die  weniger  bekannten  gehört,  der 


1)  Ausdrücke  wie  (3)  sind  auch  dann  noch  Wurzeln  von  Trausformations- 
^leichungen,  wenn  li  nur  zu  n  theilerfremdc  Werthe  aniiimmt.  Solche 
Transformationsgleichuuj^  hat  man  bisher  noch  wenig  benutzt.  Wir  werden 
weiterhin  ein  Beispiel  kennen  lernen. 
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daher  hier  nebst  einem  ganz  elementaren  Beweis  eine  Stelle 
finden  soll. 

Der  Satz  lautet: 

Sind  m,  n  irgend  zwei  theilerfremde  Zahlen,  letztere  ungerade, 
bedeutet  ferner  ^  die  Anzahl  derjenigen  unter  den  Zahlen 

o        o  n  —1 

ni^  2  m^  6  m  •  •  •  — - —  m^ 
z 

deren  absolut  kleinste  Reste  (mod  yi)  negativ  sind,  so  ist 

—  j  das  Legendre-Jacobi'sche  Symbol  aus  der  Theorie 

der  quadratischen  Reste  ist.     Der  Beweis  ist  folgender: 

1.  Enthält  die  ungerade  Zahl  n  mehrere  verschiedene 
Primfactoren,  und  ist  wie  oben  q)  (n)  die  Anzahl  der  incongruenten 
zu  n  theilerfremden  Zahlen,  so  ist 

m^         =£  1  (mod  n). 

Denn  ist  n  =  n'  n"  und  n\  n"  zwei  relative  Primzahlen,  von 
denen  keine  =  1  ist,  so  ist  nach  dem  verallgemeinerten  Fermat'- 
schen  Satze: 

—  <V  (n)  —  (P  in") 

m'^'       =  (7JiT("'))2  ^  ^    '  =  1  (mod  n') 

also  auch 

iu^         ^1  (mod  n). 


2.    Ist  ?i  eine  Primzahlpotenz,  p"^,  so  ist 
m^         ^  ( — j  (mod  n). 


Diese  Congruenz  ist  richtig  für  tt  =  1,  d.  h.  für  n  = }) 
(Dirichlet-Dedekind,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  §.  33). 
Nehmen  wir  sie  als  bewiesen  an  für  n  =  j;^,  so  folgt,  indem  man 


in  die  pie  Potenz  erhebt,  wegen 
die  Richtigkeit  für  n  z=  p^"  +  ^, 
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Es  ist  also 

m^         ^  —  1  (inocl  w) 
nur  dann,  wenn  n  eine  Potenz   einer  Primzahl  ist,   von  welcher 
m  quadratischer  Nichtrest  ist;  in  allen  anderen  Fällen  ist 

m^         ^  _|_  1  (mod  n). 

3.    Es  durchlaufe  r  alle  positiven  Zahlen,  welche  relativ  prim 

zu  n  und  <C  77  ^^   sind,   deren   Anzahl  —  cp  (n)   ist,    und  q   sei 

die  Anzahl  derjenigen  unter  den  Zahlen  mr,  deren  absolut 
kleinster  Rest  negativ  ist.  Die  absolut  kleinsten  Reste  der  Zahlen 
mr  stimmen  bis  auf  das  Vorzeichen  mit  den  Zahlen  r  überein, 
woraus  folgt: 

n{r)  '^  (—  l)'w2-^^^">  n{r)  (mod  n% 

—    (  ) 
m^  '^  "   ^^  {—  If  (mod  >?), 

also  ( — 1/  =  —  1,  dann  und  nur  dann,  wenn  9^  eine  Potenz 
einer  Primzahl  p  ist,  für  welche 


4    Es  durchlaufe  h  die  Reihe  der  Zalilen 
1    2    3    •  •  .  ""^ 

^1     "^1     ^5  ^^  1 


und  ^  sei   die  Anzahl  derjenigen   unter   den  Zahlen   m/^,   deren 
absolut  kleinster  Rest  negativ  ist. 

Sind  1,  a',  a",  ...  die  sämmtlichen  Divisoren  der  Zahl  w,  so 
zerfällt  die  Zahlenreihe  h  in  folgende  Unterabtheilungen: 


r, 

a'r\ 

a"r'\ 


im    zu   w, 

n 
r  <:j 

n 

n 

und  wenn  nun  9,  9',  q"  .  .  .  für  die  Zahlenpaare 

vi  Lv 
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die  in  3.  festgesetzte  Bedeutung  haben,  so  ist 

/9)  ^  =  (>  +  ?'  +  ^"  +  ••  • 

(- 1>"  -  (-  n>  (-  1)^'  (-  ir . . . 

Nun  ist  ( —  1)^'' =:  -[-  1,  wenn  n:a'  aus  mehreren  Prim- 
zahlen zusammengesetzt  ist,  und  =  ( —  j,  wenn  n:a'  eine  Potenz 

der  Primzahl  p  ist.     Es   kann   aber,  wenn  jo^  die    höchste   in  n 
aufgehende  Potenz  von  p  ist,  n:a'  jeden  der  Werthe  j»>,  i)'-...,  p"^ 

haben,   so   dass   auf  der  rechten  Seite   von  (9)  der  Factor  ( — ) 

genau  ;ri|ial   vorkommt.     Daraus   aber   ergiebt   sich   die   zu   be- 
weisende Gleichung: 

<-■>"=©■>■ 

Dieser  Satz  führt  nun  unmittelbar  zur  Bestimmung  des  Vor- 
zeichens in  (7).  Denn  wenn  in  (5)  die  Function  0(x)  ungerade 
ist,  so  ändern  beim  Uebergang  von  Sl  zu  m  Sl  genau  fi  Factoren 
in  (5)  ihr  Vorzeichen  und  wir  schliessen 

(10)  n(,»ß)=.(^)ii(ß). 

Da   es   nun,    ausser   wenn    n   eine    Quadratzahl   ist,   immer 

— )  =  —  1  ist,   so  folgt  der 

Satz: 

Bei  ungerader  Function  0  ist  n(Sl)-  und  nur  wenn  n 
eine  Quadratzahl  ist,  17  (Sl)  selbst  Wurzel  einer  Trans- 
formationsgleichung 2). 


^)  Vgl.  über  diesen  Satz:  Schering  und  Kronecker  im  Monats- 
bericht der  Berliner  Akademie  vom  22.  Juni  1870.  Schering,  Acta  mathe- 
matica  I. 

2)  Diese  Vereinfachung  der  Multiplicatorgleichung  in  dem  Fall,  wo  n 
ein  Quadrat  ist,  hat  Joubert  entdeckt,  aber  auf  einem  von  dem  unserigen 
ganz  verschiedenen  Wege  nachgewiesen.  „Sur  les  equations,  qui  se  ren- 
contrent  dans  la  thcorie  de  la  transformation  des  fonctions  elliptiques. 
Paris  1870. 
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§.  70.     Besondere  Transformationsgleichungen. 

Es  sollen  nun  die  Wurzeln  der  Transformationsgleichungen 
durch  '^-Functionen  dargestellt  werden.  Wir  setzen  zu  diesem 
Zweck: 

n 

(1)  ,   , 

n 
und  betrachten  die  Producte 

n  —  1  n  —  1  n  —  1  n  —  1 

Es  empfiehlt  sich  folgende  Bezeichnung: 

n  — 1  ^i    ,,     ,     ,    .-m'-^  — 1         , 

—  u'  (u  -|-  u'  (u) h 

—  ,u'  (u  +  u'  tu) h 

'        2 

n  —  1  TT  i      ^      ,      ,       n2  _  1 

—  u'  (u  4-  u'  w) h 

n  -  1 

'2 

SO  dass  nach  §.  34,  (9)  die  Relation  besteht: 

rfi—\       n—1 

Ausserdem  setzen  wir  noch: 
(4)  P,,7](cj)    ''     =■-  e^  "  "    •"  "      ^       77     '^1 1  (2  A  Tö). 

n  —  1 
'        2"" 

Diese  Grössen  P  lassen  sich  durch  die  Wurzeln  der  Theilangs- 
gleichung  ausdrücken,  wenn  man  unter  Anwendung  von  (3)  die 
Quotienten 

JJJ  pi  p2  Tt.i 

PoiPio       -toi  x^oo       PiQ^oo       Pqo -P(i\  PlQ 

bildet  und  vermittelst  der  Formeln  des  §.  37  elliptische  Functionen 
einführt. 
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Man  erhält  so 

„-1     cn  hil 


(5)  (-  1)     «      2    2     P^  =      77      4Y^ 


n"-l        »-1  ^i  I 


(-  1)    8      2    2     p^',  3..      77 


1   cnhSl  dnhSl  ' 


(6)  (-  1)    8      Pi^i   =  (x  yJ)    2    77       ,,,,,,, 

^  ^  ^         ^  ^  cn  /i  ii  dn  /i  ii 

Diese  Ausdrücke  zeigen  nun,  dass  Pqq,  P^q^  Pq^  die  Wurzeln 
vonTransformationsgleichungen  (Modulargleiclumgen)  sind. 
Pn  ist  die  Wurzel  einer  Multiplicatorgleiclmng,  und  wenn  n  eine 
Quadratzalil  ist,  so  ist  auch  PA  die  Wurzel  einer  Multipli- 
catorgleichung. 

Man  kann  in  mannigfaltiger  Weise  die  Functionen  P  mit 
einander  combiniren,  um  neue  Transformationsgleichungen  zu 
erhalten.     Wir  führen  folgende  an: 

P,,  i^      cn  hSl 


(7) 


Pqq  n-1  (In  hSl 


V  ^*  1 

^=77  ^ 


^  00  j  «j;::!    ^^  ^*  '^^ 

n— 1 

00  ^  11    ^ 

n  —1 


»»-1         ~  -        *cn/ii^ 


(-1)  ^    _^'r'^-  ^^ 


n2—  1 


2    3     p/oPj^  h     sn/iß    cn^i^ 


C8)  (—1)    « ^±"— -Li  —     77 


V;(%'     3  1, 


n-l  <l 

2 


"'-'  2"^     2^\Pn       •     A  sn/i5i 


Ein  wichtiges  Resultat  ergiel)t  sich  aber  noch  durch  An- 
wendung des  Multiplicationstheorems.  Wenn  man  in  der  letzten 
Formel  II  des  §.  GO  v  =  /iü  setzt  und  nach  §.  38  die  Function 
i%i  einführt,  so  findet  man 
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(9)  c^nia^K^u'-^  ^^^  (^2  h  Tsy  =  '^01      , 

D  (sn'^  h  Sl) 

worin,  wie  wir  uns  erinnern,  D  eine  ganze  rationale  Function 
ist,  deren  Coefficienten  rational  aus  x^  und  ganzen  Zahlen  ge- 
bildet sind. 

Nehmen  wir  das  Product  aus   diesen  Ausdrücken,  für  h  = 
1,  2,  •  •  •    — - — ,     so     folgt     aus     der     letzten     Gleichung     (2) 

(weil  bekanntlich  Zh^  =  ^^  ^^'^~  ^^) 

hl 


(10)  F'il  =   n 


Wir  schliessen  hieraus,  dass  auch  PqI  die  Wurzel  einer 
Transformationsgleichung  ist.  Dies  ist  nichts  Neues,  wenn  n  durch 
3  theilbar  ist,  wohl  aber,  wenn  n  nicht  durch  3,  also  n^  —  1 
durch  3  theilbar  ist.  Wir  erhalten  dann  nämlich  aus  (10)  mit 
Benutzung  von  (5),  (7),  (8) 

n2  —  1  w'^  —  1 


^'^  ~  J-,  i)(sn'^/^5^) 


(n  -  1)  {rC^  -  1)     ;, 

77 

n  —  1 

m^    7.    _  ^--^>f -^    ;^    fcn/^i^)'^  (dn/^5^)'^' 

OT^-l-  2  n^  — 1 


9  ö  TT 

Xl(sn2/^i^) 


(12)  (-  1)   «     2     3        p^^ 


?Lzii     ^.  sn7^>^7)(sn2/^^)2 

y ;(  X'       ^  77  2  n--!  + 1  2  n-^  +  1 


n  —  1 


(cn  li  Sl)    3       (dn  7i  Sl) 


Soll  als  Rationalitätsbereich  der  der  rationalen  Zahlen  und 
rationalen  Functionen  von  x^  aufrecht  erhalten  werden,  so  schreibt 
man  die  letzte  Gleichung  besser  in  der  Form  [vgl.  §.  49,  (4)]: 

Weber,  elliptische  Functionen.  Iß 
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(13)     Pnr-iW        '        =(—1)       '       2  3  (j^^^'j  2       (1    _    ;e-i;('2J       2 

^L  snhSl  D  (sn2  /^  i^)--> 

1'  V    (cn  h  Sl)     ^        (dn  h  Sl)     ^ 
und  schliesst  daraus  auf  den  folgenden  wichtigen  Satz: 

Wenn   n   nicht   durch    3    theilbar   ist,    so   sind   Pqo, 
Ad  Ao5  J^n72(«)"~S   und  wenn  n  ein  Quadrat  ist,   auch 

n  —1 

Ai72(ö)   ^    Wurzeln  von  Transformationsgleichungen. 


§.  71.     Zweite  Darstellung  der  Wurzeln  der  Trans- 
forniationsgleichungen. 

Wenn  wir  zunächst  eine  der  Reihen  ins  Auge  fassen,  nämlich 
die,  zu  welcher  die  Wurzel  ;ri,o  gehört,  also  fi=rl,  ^t' -_=  0 
setzen,  so  können  wir  auf  (2),  (3)  des  vorigen  Paragraphen  die 
Formeln  (20),  (21),  (10),  §.  29  anwenden  und  erhalten  so,  wenn 
wir  die  diesem  speciellen  Fall  entsprechenden  Functionen  P  durch 
F^  bezeichnen 

'"-         7W 

'  pO      _    ("}\  f-2  (^^  ^) 


2  («)" 

Um  durch  solche  Formeln  die  sämmtlichen  Wurzeln  der 
Transformationsgleichungen  darzustellen,  bestimmen  wir  eine 
lineare  Transformation  folgendermaassen : 

(^)  C;Ö-(i;;)(-^-)' 

(4)  cc  ^;  |u,,       /3  ^E  \jb    (mod  w), 

und  ersetzen  «  in  (1),  (2)  durch 

auf  die   linke   Seite   lassen   sich   dann   die   Formeln    (3)   bis  (6), 
§.  34  und  (19),  §.  33  anwenden  und  ergeben: 
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-L  nn    - — 


(<0 


f{nm') 


P,o 


© 


worin  s  die  in  §.  33,  (15),  (18)  genau  definirte  24te  Einheitswurzel  ist. 
Wir  haben  schon  in  §.  25  darauf  hingewiesen,  dass  sich  immer 
zwei  Transformationen 

von  denen  die  erste  linear,  die  andere  von  der  wten  Ordnung 
ist,  so  bestimmen  lassen,  dass 

c;i:)(:D=G;:)C:f> 

Schreiben  wir  die  Relation  (7)  so: 

/      d',  -^  ß'\  /l,  0\  _  fa,  0\  /      d\  -  ß\ 

\-  y\      «7  Vo,  n)      Vc,  ey  V-  r,      ^/ 

so  leitet  man  daraus  einfach  her: 

ö'  =  ad,  y'  =2  'dy  —  c^ 

^^^  dß'  =     ß,  noi'  =  doc  —  cß,     aa'  :=  a  —  cß'. 

Hierdurch  ist  zunächst  d  bestimmt  als  der  grösste  gemein- 
schaftliche Theiler  von  ß  und  n  oder  [wegen  (4)]  von  ^'  und 
n.  Dadurch  ist,  weil  ad  =  n  ist,  zugleich  a  bestimmt,  und  c 
muss  der  Congruenz 

(9)  da  —  cß  ^  0  (mod  n) 

genügen,  wodurch  jedoch  c  nicht  absolut,  sondern  nur  nach  dem 
Modul  a  bestimmt  ist.  Man  kann  also  c  z.  B.  noch  an  die 
Bedingung  knüpfen,  dass  es  durch  irgend  eine  Potenz  von  2, 
oder  wenn  a  nicht  durch  3  theilbar  ist,  durch  irgend  eine  Potenz 
von  3  theilbar  sein   soll,  was   wir  später  bisweilen  tlmn  werden. 

Die  drei  Zahlen  a,  S,  c  können  keinen  gemeinsamen  Theiler 
haben,  denn  ein  solcher  wäre  [nach  (8)]  auch  Theiler  von  a  und 
/i,  was  unmöglich  ist.  .  Bezeichnen  wir  also  den  grössten  gemein- 
samen Theiler  von  a  und  d  mit  c,  so  muss  c  relativ  prim 
zu  e  sein. 

16* 
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Die  Zahlen  a,  S,  c,  letztere  modulo  a,  sind  wegen  (4)  und  (8) 
durch  die  beiden  Zahlen  /i,  ^'  völlig  bestimmt  und  ändern  sich 
nicht,  wenn  fi,  ^'  mit  einem  gemeinsamen,  zu  7i  theilerfremden 
Factor  multiplicirt,  d.  h.  durch  ein  anderes  Paar  derselben  Reihe 
ersetzt  werden.  Zerlegt  man  n  irgendwie  in  zwei  Factoren  a,  9, 
so  kann  man  für  c  noch 

-<P(«) 

nach  dem  Modul  a  verschiedene  zu  e  theilerfremde  Werthe  an- 
nehmen. Jede  dieser  Annahmen  führt  zu  einem  Zahlenpaar  ^i,  ^' 
durch  die  Congruenzen 

^  ^  «  =  aa'  -\-  cß' 

(10)  f,'^ß  =  ?,ß'  (■"°'i'»)' 

worin  ß'  eine  beliebige,  zu  a  theilerfremde  Zahl  bedeutet  und  k' 
so  bestimmt  wird,  dass  w,  ß  relativ  prim  werden,  und  es  ist  auch 
leicht  [nach  §.  68,  (3)]  einzusehen,  dass,  so  lange  a,  9,  c  dieselben 
bleiben,  die  nach  (10)  bestimmten  Zahlenpaare  ^,  ^'  derselben 
Reihe  angehören. 

Wir  nennen  die  Zahlen  a,  c,  d  (wie  in  §.  23)  die  Trans - 
formationszahlen  und  n  den  Transformationsgrad. 

Das  Zahlensystem  a,  c,  d  ist  also  vollständig 
charakteristisch  für  eine  Reihe  und  die  Anzahl  der  Reihen 
ist  gleich  der  Anzahl  dieser  Zahlensysteme,  woraus  für  die  Zalil 
il^{ii),  (§.  G6)  folgt: 

(11)  ^(w)  =  U^cpieX 

wenn  die  Summe  auf  alle  Divisoren  a  von  n  erstreckt  wird. 

Es  ist  von  Interesse,  diese  Relation  auch  direct  zu  beweisen, 
wobei  die  Annahme  eines  ungeraden  n  wegfallen  kann.  Be- 
trachten wir  il;(n)  jetzt  als  Zeichen  für  die  Summe  (11),  so  er- 
giebt  sich,  wenn  n',  n"  relativ  prim  sind,  zunächst 

und  es  erübrigt  also  nur,  die  Summe  il^{n)  für  den  Fall  zu 
bestimmen,  dass  n  ==  p"  eine  Primzahlpotenz  ist.  In  diesem 
Falle  ist  nun  e  gleich  dem  kleineren  der  beiden  Divisoren  a,  ö, 
und  wenn   a  =  9   ist,   c  =  a.     Wenn   wir   also    das   erste   und 


letzte  Glied  der  Summe  -^{n)  absondern,  so  erhalten  wir 

i^ip^)  =  1  +  jt)^  +     Eip{a)_  -\-   2J~  cp(d). 


i<^<yr 


d 
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Es  ist  aber 

cp(a)  =  "^^-J-^        (p  (d)  =  d  ^-^^ 
also 

F        1  <  a  <  u 

=  i+jj'+o^-i)(i+i'+i^^+---r-')=r(i+y) 

woraus  sich  für  Jp{n)  der  Ausdruck 

ergiebt,  wie  in  §.  GG  '). 

Nach  (7)  ist  nun  in  den  Formeln  (6)  für  nco'  zu  setzen: 

g,  c  +  da, 


'    ^  a 

und   es   lassen   sich   die   linearen  Transformationen  der  /-Func- 
tionen [§.  35,  (4),  (8),  (11)]  anwenden.     Wir  nehmen  dabei 

(12)  c  =  0  (mod  16), 
so  dass  nach  (3)  und  (8): 

Bezeichnen  wir  mit  q  die  dritte  Einheitswurzel 

(13)  Q  =  e      ^  e   ^ 
so  erhalten  wir 


(14)  P„.  ==   P  (I) 


p    _     /n-H « / 


1)  Vgl.  Dedckind:     Ueber   die  elliptischen  Modulfunctionen.    Journal 
f.  Mathematik,  Bd.  83. 
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Ist  n  nicht  durch  3  thcilbar,  so  nehmen  wir 
(15)  6  =  0  (mod  3) 

an,  wodurcli  q  den  Werth  1  erhält. 

In  gleicher  Weise  kann  man  die  Transformation  der  i^- Func- 
tion [§.  33,  (15),  (18),  (19)]  auf  (7)  anwenden  und  erliält: 

'C  -\-  d  CO' 


\aj  \a' J   ^  in{(o) 


\aj  \a  J   ^  rj[cj) 

(wobei  es  schon  genügen  würde,  wenn  c  durch  8  theilbar  ist). 
Ist  n  durch  3  nicht  theilbar  und  c  durch  3  theilbar,  so  ist  auch 
lüerin  ^  =  1  zu  setzen. 

Die  Bestimmung  des  Vorzeichens  in  (16)  hat  für  uns  nur  in 
dem  Fall  Interesse,  wo  n  ein  Quadrat  ist.    Es  ist  aber  [nach  (8)] 

(letzteres  nach  dem  Reciprocitätsgesetz  der  quadratischen  Reste). 
Wenn  nun  n  ein  Quadrat  ist,  so  sind  auch  a:e,  d:e  Quadrate 
und  es  ergiebt  sich: 


(i)(?)=(f)=(i> 


also  wird  in  diesem  Fall 

1       /.N  V 


Pn  =  Qi    '     (I)  Va 


r){(D) 

Die  zur  Charalderisirung  einer  Reihe  aufgestellten  Furmoln 
(10)  sind  ein  specieller  Fall  eines  allgemeineren  Systems,  welches 
man  erhält,  indem  man  auf  cc\  ß'  in  (10)  eine  lineare  Trans- 
formation anwendet.     Man  erhält  dann  Folgendes: 

Sind  a,  h^  c,  d  vier  der  Bedingung: 
ac  —  hc  :r=  n 

genügende  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Thcilcr,  so  erhält 
nuin  die  einer  Reihe  entsprechenden  Zahlenpaare  ^,  ^\  wenn 
man  in 

^  ^  aa'  -\-  cß' 

r/,  ß'  alle  und  nur  solche  Werthe  durchlaufen  lässt,  bei  denen 
fA,  |Lt'  ohne  gemeinsamen  Theiler  mit  n  sind. 
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Dass  zwei  den  Gleichungen  (17)  entsprechende  Werthpaare 
f(,  ft'  wirklich  derselben  Keilie  angehören,  ergiebt  sich  unmittelbar 
aus  §.  G8  (3),  und  ebenso  ist  selbstverständlich,  dass  alle 
Zahlenpaare  einer  Reihe  in  dieser  Form  enthalten  sind,  da  man 
«',  ß'  durch  ha\  h ß'  ersetzen  kann,  wenn  h  relativ  prim  zu  n 
ist.  Dass  man  s am mt liehe  Reihen  auf  diesem  Wege  bekommt, 
zeigen  die  Formeln  (10). 


§.  72.     Die  In  Varianten  gleichung. 

Unter  den  Transformationsgleichungen  ist  eine,  welche  ein 
besonderes  Interesse  in  Anspruch  nimmt,  nämlich  die,  deren 
Wurzeln  die  if)  (n)  Grössen 


(,)  i(^^) 


oder  nach  der  Bestimmung  (17),  §.  71  die  damit  identischen 
Grössen 

sind,  wenn  j  (co)  die  in  §.  41  definirte  Invariante  ist. 

Diese  Gleichung  heisst  die  Invarian tenglcichung. 

Die    Function  j(g))   lässt   sich   nach    §.   49    rational    durch 
f{ooi)'-^  darstellen,  nämlich 

so  dass  also  nach  den  Resultaten  des  vorigen  Paragraphen  die 
Grössen  (1)  die  Wurzeln  einer  Gleichung  sind,  deren  Coefficienten 
rationale  Functionen  von  x-  sind. 

Setzt  man   aber  für  /(w)  in  (3)   eine  der  früher  gefundenen 
Entwickelungen,  z.  B.  §.  21,  (10): 

1,  X 

SO  erkennt  man,  dass  j{g))  sich  in  eine  nach  Potenzen  von  q- 
fortschrcitende  Reihe  entwickeln  lässt,  welche  die  Form  hat 

worin  die  aj,  ^2,  «3  .  .  .  ganze  rationale  Zahlen  sind,  die  sich 
successive    berechnen    lassen    (es   ergiebt   sich   z.   B.   «i  =  744, 
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a-i  =  196  884).    Die    Entwickelungen    der   Grösse   (1)    beginnen 
also  mit 

(5)  e      ''     e      ^ 

und  sind  daher  alle   von   einander   verscliieden,   so   dass 

die  Invariantengleichung  irreducibel  ist. 

Es  giebt  aber  einen  zweiten  Wog,  um  zu  dieser  wie  über- 
haupt zu  den  Transformationsgleichungen  zu  gelangen,  den  wir 
jetzt  zunächst  bei  der  Invariantengleichung  kennen  lernen  wollen. 
Diese  Ableitung  stützt  sich  auf  die  Sätze  des  §.  40  über  Modul- 
functionen,  und  gilt  auch  für  ein  gerades  n.  Hier  ist  es  der 
Satz  4,  §.  49,  welcher  zur  Anwendung  kommt: 

Jede  Modulfunction,  welche  durch  die  beiden  Transformationen 

«  (m)     <"  (AI) 

ungeändert  bleibt,  ist  eine  rationale  Function  von  j(cd). 

Wir  weisen  zunächst  nach,  dass  durch  Anwendung  der  Substi- 
tutionen (6),  (7)  die  v  Grössen  (1)  unter  einander  vertauscht 
werden.     Wir  haben  die  Zusammensetzung 

<=)         (::3(;:?)=G::)C:;S. 

wenn 

(9)  Ci  =  c  -\-  d  —  A  a 

gesetzt  wird,  und  es  geht  durch  die  Transformation  (6),  da  j((o) 
durch  jede  lineare  Transformation  ungeändert  bleibt, 


B^-)  >'  >H^) 


J 

Über. 

Ferner  bestimmen  wir  «2,  Ö21  ^21  so  dass 

aö  —  ßy  z=  l. 
Dazu  ist  erforderlich 

aao  -\-  ßco  =■  0  ßd')  -=  a 

^     ^  y  «2  -f-  0  Ca  =  —  ö,  ^     ^   d  d2  =  c. 

Es  ist  also  82  bestimmt  als  der  grösstc  gemeinschaftliche 
Theiler  von  a  und  c ,  und  damit  zugleich ,  wegen  %  d2  ■=--  n^ 
auch  «2. 
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Nach    den   beiden    Gleiclmngen  (12)  kennt  man  jetzt  /3,  d 

als   relative   Primzahlen   und   kann  w,   y   aus  der  diophan tischen 

Gleichung 

ocö  -  ßy  =:  l 

folgt    aus    den    beiden 


ccd  -  ßy  -- 

=:    1 

bestimmen. 

Ist 

dies 

geschehen , 

SO 

Gleichungen 
(13) 

(11) 

a,  =  dß 

oc, 

wodurch  auch  Ca  bestimmt  ist,  und  es  zeigt  sich  zugleich,  dass  d 
der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  «2,  c.2  ist.  Ersetzt  man 
«,  y  durch  eine  andere  Lösung  w-(-7i/3,  y-{~hö^  so  ändert 
sich  nur  Ca  um  ein  Vielfaches  von  «2- 

Durch  die  Transformation  (7)  geht  also 

über. 

Bilden  wir  nun  eine  symmetrische  Function   der  sämmt- 
lichen  Grössen  (1),  etwa  für  ein  unbestimmtes  x  das  Product 


"["-'{'^)] 


so  ändert  sich  diese  Function  nicht  durch  die  Transformationen 
(6),  (7)  und  ist  also  nach  dem  oben  erwähnten  Satz  eine  ratio- 
nale Function  von  ^'(g?).  Ausserdem  ist  sie  eine  ganze  ratio- 
nale Function  vien  Grades  von  x  mit  dem  Anfangsglied  x'\  und 
wir  bezeichnen  sie  mit  Fn[x,  j{(d)].  Die  Gleichung 
(U)  F„[x,j{a,)]  =  0 

hat  die  Grössen  j  (~^ )  zu  Wurzeln  und  ist  die  Inva- 
riante ngleichung,  deren  wichtigste  Eigenschaften  wir  nun 
ableiten  wollen. 

1.     Die  Invariantengleichung    ist    irreducibel,    wenn    als 
Rationalitätsbereich  der  Inbegriff  aller  rationalen  Functionen  von 
j{(o)  mit   beliebigen   Zahlencoefficienten   betrachtet  wird.     Denn 
besteht  irgend  eine  rationale  Gleichung 
(15)  0[j(««),i(<a)]  =0, 

so  darf  darauf  jede  beliebige  lineare  Transformation 

angewandt  werden,  und  nach  §.  25,  (6)  lassen  sich,  wenn 
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C;  D 


eine    beliebige   Tninsformation    nter  Ordnung   ist,    die    linearen 
Transformationen 


immer  so  bestimmen,  dass 

(■«)       CiöC:  »)-(;■:)  CS) 

Daraus  folgt  aber ,  dass  die  Gleichung  (9)  durch  jede 
der  Grössen 

und  mithin  auch  durch  jede  der  Grössen  (1)  befriedigt  ist,  woraus 
[wegen  der  Verschiedenheit  der  Grössen  (1)]  die  Irreducibilität 
von  (14)  folgt. 

2.  üie  Function 

(17)  F„  [X,  j  («)]  =  n[x-j  (^^)] 

hat  für  jeden  endlichen  Werth  von  cj  mit  positiv  imaginärem 
Bestandtlieil,  also  auch  für  jeden  endlichen  Werth  von  j{cj) 
einen  endlichen  Werth  und  ist  sonach  eine  ganze  rationale 
Function  vony(a9). 

Suchen  wir  ferner  nach  (3)  das  Anfangsglied  der  Entwicke- 
lung  der  rechten  Seite  von  (17)  nach  Potenzen  von  {/,  so  er- 
giebt  sich 

C  ö 

.  ^^        —  2/rtZ'—      —  2  TtiM  ^  —  (fie)  ^ 

(—  !)'■  e  «  c  ^  '      z=  Cq~^'\ 

wenn  C  eine  endliche  Constante  ist.     Es  ist  daher 

j(w)~'    Fn[xj{(0)\ 

für  ein  unendliches  j (a)  endlich,  d.  h.  der  Grad  von  Fn\oc,  j(co)\ 
in  Bezug  auf  j  (09)  ebenfalls  der  vie. 

3.  Es  ist 

Fn[j(ncj),j(a))]  =  0 

und  wenn  wir  nco  durch  co  ersetzen: 
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Da  nun  j(—)    gleichfalls    eine    Wurzel    der    Invarianten- 
gleichung ist,  so  folgt,  (lass  die  beiden  Gleichungen  i^ten  Grades 

Fn[xJ(so)]  =  0,     F4i(«),  x]  =  0 
eine  Wurzel   gemeinsam   haben,   und   folglich,   wegen    der   Irrc- 
ducibilität  der  ersteren  und  der  Gleichheit  des  Grades,  alle.    Es 

ist  daher 

Fn{x,y)  =  CFn(y,  x) 

für  unbestimmte  Werthe  der  Variablen  x,  \j  und  ein  constantes 
C.     Daher  auch,  durch  Vertauschung  von  x  mit  y\ 

Fn(y,  x)  =  CFn(x,  y\ 
also  G^  z=  \  oder 

Fn{x,  y)  =  ±  Fn{y,  x). 

Wenn  wir  nun  x  =  y  setzen,  so  folgt: 
Fn(%y)  =  ±  Fniy^yl 
also,  wenn  das  untere  Zeichen  gilt, 

Fn(y,y)  =  0. 
Dies   ist   aber  nur    möglich,  wenn    n  =r.  1   ist  [wo  Fi(x,  y) 
=  x  —  y  wird] ,   da  sonst   Fn  {x ,  y)   durch  x  —  y  thcilbar   sein 
müsste,   was  der  Irreducibilität  widerspricht.     Daher  ist  immer, 
sobald  n  >>  1  ist 

(18)  Fn{x,y)  :=  Fn(y,x). 

4.    Es  sei 

n  =  n'  n'\  f  =  if;  (n'),  v"  =  i^  (u")^ 

und  n',  n"  ohne  gemeinsamen  Theiler,  und  Xi,  X2^  .  .  -  Xv" 
seien  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(19)  Fn"[x,j(o)]  =  0. 
Das  Product 

(20)  Fn'  (X,   X^)   Fn'  (X,   X.2)   .    .   .   Fn'  (X,    Xy")^ 

welches  in  Bezug  auf  x  vom  Grade 

V  =  ip  (71)  =  ip  (n')  ip  {n") 
ist,    hängt    als   symmetrische   Function   der   Wurzeln    von    (19), 
rational  von  j{c3)  ab  und  verschwindet  für 

*=-^'(^)' 

d.  h.  für  eine  Wurzel  der  Gleichung  Fn  [x,  j  («)]  ==  0.  Wegen 
der  Irreducibilität  der  letzteren  Gleichung,  der  Gleichheit  des 
Grades  und  des  Coefficienten  von  x^  ist  also 
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(21)  Fn  [X,  i(G5)]    =    F,,>  {X,  X{)  Fn'(x,  X^)  .   .  .  Fn'  (x,  Xy,.). 

5.    Wir  betrachten  ferner,  wenn 

eine  Primzahlpotenz  ist,  die  Gleichung 

(22)  F,^-i[x,Ji(o)]  ^  0 

vom  Grade 

v'  =  j)^  -  2  (p  -f  1) 

und  bezeichnen  ihre  Wurzeln  mit  x^^  x.,^  .  .  .  Xy. 
Das  Product 

P   =:    Fp{x,    X^)    F^{X,    ^2)    •    •    .    Fp{x,    Xy>) 

ist  in  Bezug  auf  x  vom  Grade  jj'^  — 2  Q)  _[-  1)2  ^  es  hängt  sym- 
metrisch von  den  Wurzeln  von  (22),  also  rational  \oi\  j  (co)  ab 
und  verschwindet  für 


J 


\p-)' 


Daher  ist  P  durch  Fn  [x^  j  («)]  theilbar. 
Aber  der  Grad  von  P  ist  höher  als  der  von  P„.    Nehmen  wir 

/ p^-^  c  -4--  0) 

^1     --=   i   \ Jr.-=. 

wo  c  jeden  der  Werthe  0,  1,  2  ...  p  —  1  haben  kann,  so  ver- 
schwindet Fp  (x,  Xi)  für 

*  =  i(^), 

d.  h.   es   haben  p>   von    den    Factoren    von   P  einen    bestimmten 
Praetor  mit  Fpn-2[x^  j (^cj)]  gemein;  daraus  folgt,  dass  P  durch 

theilbar  ist,    und   mithin,   wie    die  Vergleichung    der  Grade  und 
höchsten  Glieder  lehrt: 

(23)       Fj,n  \x,  j (w)]  =  .^^l^fe  -^O  ^K^^  -^2)  ♦  •  •  F,,{x,  Xr)^ 

Diese  Formel  ist  einer  Ausnahme  unterworfen  für  :r  =  2, 
weil  in  diesem  Falle  der  Grad  der  Function  auf  der  rechten 
Seite  noch  zu  hoch  ist.  Für  diesen  Fall  hat  aber  jeder  der 
p  -\-  l  Factoren  des  Productes  P  den  Theiler  x  —  j  {(o)  und  es 
tritt  an  Stelle  von  (22)  die  Formel 

{Z4:)        J^p,  [X,    J  (töjj    — 

\x  -j  {co)Y  ^ 
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Hierdurch  ist  die  Lösimg  der  Invariantengleichuiig  Fn  =  0 
auf  die  successive  Lösung  solcher  Fälle  zurückgeführt,  in  welchen 
n  eine  Primzahl  ist. 

6.  Während  bei  der  Ableitung  der  Transformationsgleichungen 
aus  den  Theilungsgleichungen  von  Haus  aus  feststeht,  dass  die 
numerischen  Coefficienten  in  diesen  Gleichungen  rationale  Zahlen 
sind,  so  lehrt  uns  die  zweite  Ableitung  zunächst  nichts  über  die 
Zahlencoefficienten.  Wir  können  aber  nachträglich  beweisen,  dass 
diese  Coefficienten  nicht  nur  rationale,  sondern  auch  ganze 
Zahlen  sind  und  gelangen  zugleich  zu  einem  wichtigen  Satz  über 
die  Theilbarkeit  dieser  Coefficienten. 

Wenn  wir  beweisen  können,  dass,  wenn  p  eine  Primzahl 
ist,  die  Coefficienten  in  F^ix^  y)  ganze  Zahlen  sind,  so  folgt  das 
Gleiche  aus  4.  und  5.  für  jedes  zusammengesetzte  n. 

Nach  (3)  ist  j{g))  in  eine  Reihe  von  der  Form  entwickelbar 

(25)  j{oy)=  q-'2J  anq'\ 

0,00 

deren  Coefficienten  au  ganze  Zahlen  sind,  und  zwar  a^  =  1. 

Bilden  wir  hiervon,  wenn  ^;  eine  Primzahl  ist,  die  ^te 
Potenz,  und  beachten  den  für  jede  ganze  Zahl  gültigen  Fermat'- 

schen  Satz: 

a^  ^  a  (mod  p), 
so  folgt 

(20)      j(cjy  =  q-^p  2J  cih  q^^'i'  +  p  ^-  2(z>-i)  2J  h  q^\ 

0,00  0,x 

worin   bu  ebenfalls   ganze   Zahlen   sind.     Andererseits   ist,    wenn 
man  in  (25)  co  durch  j;  «  ersetzt: 

(27)  j(pcD)  =  q-^P  2J  an  q^'^^ 

0,» 

und  daraus,  wenn  man 

j(ü9)  =r  u,     j(pco)  ^  V 

setzt: 

h 
uP  —  V  =  pq-^^P-'^^  2J  hh  q^\ 

0,00 

wofür  wir  auch  schreiben  können 

h 

(28)  {liP  —  v)  (u  —  vP)  ^pq-^ ^i'''  +  ^^  - 1)  2J  Ch  q^^\ 

0,00 

wenn  cn  ein  drittes  System  ganzer  Zahlen  bedeutet. 

Nun  kommen  in  Fp  (^,  y)  die  in  Bezug  auf  x ,  y  höchsten 
Glieder  xp  +  ^  -|-  i/?*  +  ^  vor,  und  wir  setzen  demnach 
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(29)  F^  {x,  y)  =  (xP  —  y){x~  yv)  —  E  c,,^  x'^  ij\ 

worin  Ch,ic  die  zu  bestimmenden  Coefficienten  sind,   welche   nach 
3.  der  Bedingung 

genügen.     Um  sie  zu  bestimmen,  setzen  wir  in  (29) 

X  =  u,    y  =  v^ 
wodurch  Fp  verschwindet,  und  erhalten 

h,k 

(30)  (wi^  —  v)  {vP  —  tt)  ■-=  2J  Ch^j,  #  v^. . 
Hieraus  folgt  zuucächst,  dass 

^j),p  - — -  ^ 
sein   muss,   da  nach  (28)  bei  der   Entwickelung  nach   Potenzen 
von  q   die   Potenz   q-^(p''+p)   nicht   vorkommen    kann,   und   wir 
können  (29)  jetzt  in  die  Form  setzen 

(31)  (UP   —  v)  {U  —  VP)   r=  Z;      2J  Ch,ic  {u^'v^'  +  u^'v^') 

0,|>  0,71  —  1 
h 

0,p  —  1 

Hierin  sind  die  aus  (25)  und  (27)  sich  ergebenden  Ent- 
wickelungen  von 

llh  ^k   _j_   ^^k  ^h^       ^h  yh 

nach  Potenzen  von  q  einzusetzen,  welche  mit  den  Anfangsgliedern 

q-2ihp  +  k)^         g—2h(p  +   l) 

mit  dem  Coefficienten  1  beginnen. 

Auf  der  rechten  Seite  von  (31)  kommen  nicht  zwei  Glieder 
vor,  in  welchen  die  Entwickelung  mit  derselben  Potenz  von  q 
beginnt,  denn  aus 

h2J  +  k  =z  h'  p  +  k' 

folgt  k  ^  h'  (mod  p)   und  mithin ,  da  Ic  und  h'  <  p  sind ,  Je  =  k\ 
h  =  h'. 

Ordnet  man  daher  die  Reihen,  welche  die  beiden  Seiten  von 
(31)  darstellen,  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  g,  und  setzt 
dann  die  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  einander  gleich,  so 
erhält  man  eine  Reihe  linearer  Gleichungen  für  die  Unbekannten 
Ch,k,  von  welchen  jede  folgende  nur  eine  neue  Unbekannte  ent- 
hält, und  diese  mit  dem  Coefficienten  1.  Die  aus  der  linken  Seite 
sich  ergebenden  bekannten  Glieder  dieser  Gleichungen  sind  nach 
(28)    lauter    durch   p   t heilbare     ganze    Zahlen,    und    es 
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ergeben    sich    also    für   die   Ch,k   ebenfalls   ganzzahlige ,   durch  p 
theilbare  Zahlwerthe.     Demnach  haben  wir 

(31)         F],{x,  y)  =  (xP  —  y){x  —  yp)  -  p  2;  ah,k  x^  y\ 
worin  ah,k  ganze  Zahlen  sind,  welche  den  Bedingungen 

genügen. 


§.  73.     Die   invarianten   Transformationsgleichungen. 

Die  Invariantengleichung  ist  von  grosser  theoretischer  Wichtig- 
keit theils  wegen  ihrer  allgemeinen  Gültigkeit  (auch  für  gerade  w), 
theils  wegen  der  Leichtigkeit,  mit  welcher  die  linearen  Trans- 
formationen auf  j  (ö)  angewandt  werden  können.  Die  wirkliche 
Berechnung  dieser  Gleichung  aber  zeigt  sich  so  complicirt,  und 
die  Zahlencoefficienten  sind  so  gross,  dass  die  Berechnung  bis  jetzt 
nur  in  dem  einfachsten  Fall  p  =  2  durchgeführt  ist.  Dagegen 
kann  man,  indem  man  andere  Modulfunctionen  benutzt,  weit  ein- 
fachere Transformationsgleichungen  erhalten. 

Ucber  das  hierbei  anzuwendende  Princip  bemerken  wir 
Folgendes : 

Wenn  irgend  ein  System  von  v  Functionen  von  cj  vorliegt, 
entsprechend  den  v  Systemen  von  Transformationszahlen  a,  c,  8, 
die  wir  mit 

(1)  ^a,r,, 

bezeichnen  wollen,  welche  ebenso  wie  die  Functionen 
durch  die  Substitutionen 

(3)  («,   -   i-),       («,   03    +    1) 

unter  einander  permutirt  werden,  so  ist  (1)  rational  durch  (2) 
und  durch  j(a))  ausdrückbar,  denn  die  Function 


(4)  F„  [x,  j  (CO)]    Z  ''^"^  g  ^,    =  W  [X,  j  (»)] 


bleibt    durch    die  Substitutionen  (3)   ungeändert,   und   ist   daher 
(für  ein  unbestimmtes  x)   eine   rationale  Function  von  ^'(^') 
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und  überdies  eine  ganze  rationale  Function  von  ^,  höchstens  vom 
Grade  v  —  1;  Fn[x,j(co)]  hat  dieselbe  Bedeutung,  wie  in  (17) 
des  vorigen  Paragraphen.     Aus  (4)  aber  erhält  man,  indem  man 

'c  -\-  da" 


setzt 


(5)  0. 


a,  c,  ö 


Es  gehört  also  Oa,  c,  ö  dem  algebraischen  Körper  an,  der  aus 

den  rationalen  Functionen  von  ^*  (-~^- jundj(G))  besteht,  und 

wir  können  die  Sätze  des  §.  55  anwenden.  Aus  diesen  folgt,  dass 
die  V  Grössen  ^a,  c,  ö  die  Wurzeln  einer  Gleichung  vten  Grades 
sind,  deren  Coefficienten  rational  von  j(g))  abhängen,  welche, 
wenn  die  i;  Grössen  0«, c, ö  von  einander  verschieden  sind,  irre- 
ducibel  ist.  Eine  solche  Gleichung  nennen  wir  eine  zum 
Transformationsgrad  n  gehörige  invariante  Trans- 
formationsgleichung. Jede  andere  Grösse  des  Körpers 
kann  durch  ein  solches  ^a,(.,ö  und  durch  j(g))  rational  ausgedrückt 
werden. 

Wenn  die  v  Grössen  0a,  c,  ö  nicht  alle  von  einander  ver- 
schieden sind,  so  zerfallen  sie  in  Reihen  von  gleich  vielen  unter 
einander  gleichen,  und  die  aus  (5)  abzuleitende  Gleichung  vten 
Grades  ist  eine  Potenz  einer  irreducibeln  Gleichung,  die  wir 
gelegentlich  wohl  auch  ak  Transformationsglcichung  bezeichnen 
werden  [§.  55,  5]. 

Hiervon  können  wir  eine  Anwendung  machen,  welche  zur 
Berechnung  von  Transformationsgleichungen  von  Nutzen  ist. 

Sind  die  Grössen  ^a, c, 0  so  gewählt,  dass  sie  für  kein  end- 
liches G)  mit  positiv  imaginärem  Bestandtheil  unendlich  "werden, 
so  bleiben  sie  für  jedes  endliche  j{(X))  endlich,  woraus  folgt,  dass 
die  Coefficienten  in  der  Function  des  i'ten  Grades 

(6)  n(x  -  0a, cd 


c,  ^ 


ganze  rationale  Functionen  von  j (co)  sind,  d.  h.  die  0a 
sind  ganze  algebraische  Functionen  von  j (co). 

Richtet   man    die    Functionen  0a,c,:,i   etwa    durch   geeignete 
Bestimmung  von  Constanten,  die  darin  noch  verfügbar  sind,   so 
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ein,  dass  sie  auch  für  ein  unendliches  imaginäres  w,  d.  h.  für 
q  z=  0  endlich  bleiben,  so  sind  diese  Functionen  auch  für  ein 
unendliches  j(ö)  endlich,  und  die  Coefficienten  in  (G)  sind  con- 
stant.  Dies  ist  aber  nur  dadurch  möglich,  dass  die  Oa,r,ö  iiHc 
einer  und  derselben  Constanten  C  gleich  sind.  Kennt 
man  ^a,c,^  ^^Is  rationale  Function  einer  anderen  Grösse  'F«,^,  t>, 
so  ist  ^a,c, ö  =  C  entweder  eine  Identität  oder  eine  Trans- 
formationsgleichung. 


§.  74.     Die  Transformationsgleichungen   für  y^  ^^^^^  V-.'r 

Invariante  Transformationsgleichungen  erhält  man  zunächst 
aus  der  Betrachtung  der  Functionen  §.  49,  (4),  (.5): 

y,  (CO)  =  f K^,     y,  («)  =  Vj{co)-  1728. 
Wenn  'n    nicht    durch    3    theilbar    ist,    so   können   wir    die 
Zahlen  a,  c,  d  so  wählen,  dass  immer  c  durch  3  theilbar  wird. 

Nun  übt  nach  §.  49,  (15)  eine  lineare  Transformation  l  ''  A 
auf  die  Function  y.2(cj)  den  Einfluss: 

In, den  Zusammensetzungen  (8),  (10)  des  §.72  wird 
k  E^  n  (mod  3) 
oc  ^  Ö  ^  0  (mod  3), 
und  daraus  ergiebt  sich,  dass  durch  die  beiden  Substitutionen 

(«,  CO  +   1>     (^«,  -  — j 
die  V  Functionen 

(1)  n[--\-)ni^) 

nur  unter  einander  vertauscht  werden  und  also  die  Wurzeln  einer 
invarianten  Transformationsgleichung  sind. 

Ist  zweitens  n  eine  ungerade  Zahl,  so  nehme  man  c  ge- 
rade an. 

Für  die  Function  y-^{co)  ist  [nach  §.  49,  (15)]: 

Weber,  elliptische  Functionen.  1/ 
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und  in  den  Zusammensetzungen  (8),  (10),  §.  72  ist 
A^l,     oc  =  ö  =  0  (mod  2). 
Die  V  Grössen 

(2)  r.(^+^y.(.) 

vertauschen  sich  daher  unter  einander  und  sind  also  die  Wurzeln 
einer  invarianten  Transformationsgleichung. 

Um    für    den    einfachsten    Fall   7i  =  2    die   erstere   dieser 
Gleichungen  zu  bilden,  beachte  man  die  Relation  (§.  49): 

n^  .  rrv»  -  /H'^  -  '"  _  /iW^*  +  ic  _  /2W"  +  i6 

(3)  r.H~  ^.^^y  -  ^^^^y  -  ^^^^y  , 

woraus  wegen 

/;(2a3)/,(«)  =  V2      [§-  29,  (in)] 

folgt 


(4)  .(-w^i+iiWü 


CO  -f-  3\         2^  —  f(coy 


("-4-) 


/(«)i"  [§.  29,  (13)] 


Bezeichnen  wir  diese  drei  Grössen  mit  .t,  Xq^  x^^  so  ergiebt 
si(;h  aus  den  Relationen  (6),  (8),  §.  49: 

X  -^  X,  -{-  x^  ^-  y^  («)-' 
xx^  -\-  xx^  +  XqX-^  ^=  495  7.2(«) 

xx^x^  =  —  i(w)  +  24.33. rr>, 

so  dass  x^  Xq^  Xi  die  Wurzeln  der  Gleichung  sind 

(5)  x^'  —  y^icoyx'^  +  5.9.  11. y2((D)x  +  j (cj)  —  24.3''.5"  =^  0. 

Die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Guben  der  Wurzeln  von 
(5)  sind,  ist  die  Invariantengleichung  für  w  =  2,  und  lässt  sich 
daraus  ohne  Schwierif]:lieit  berechnen. 
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§.  75.     Die  invarianten  Multiplicatorgleichungen. 

Unter  den  Multiplicatorgleichungen  sollen  hier  die  betrachtet 
werden,  deren  Wurzeln  die  verschiedenen  Potenzen  von  P^  sind, 
multiplicirt  mit  Potenzen  von  72(^)1  7?,(^)^  deren  Coefficienten 
rational  von  j (cd)  abhängen.  Diese  Gleichungen  nennen  wir  in- 
variante Multiplicatorgleichungen  1). 

Wir  betrachten  die  Grössen  [§.  71,  (16)]: 

/c  -4-  dco\ 

(1)  ■  Po  .  .  =  ^"^  (-)  Vd  --"    ,\      A 
und  den  Einüuss,  welchen  die  Transformationen 

auf  sie  ausüben.    Dieser  Einüuss  bestimmt  sich  nach  den  Formeln 
(8)  bis  (13),  §.  72,  wonach  [weil  c^  =  c  (mod  ^J 

Pc,^,a  durch  (g9,  g7  -f  1)  in  e     12       Fa,,^,a 

(2)  durch  (co,  -  -\ 


m 


übergeht,  worin  E  die  in  §.  33,  (15)  angegebene  Bedeutung  liat. 
Es  ist  aber  [§.  72,  (11),  (12)] 


v^V 


et  9 


und  mithin,  wenn  wir 

\7,  0  a.2        /  V    d 

setzen,    r  eine    24 te  Einheitswurzel,   und   durch    die  Ver- 
tauschung 


^)  Diese  Gleichungen  sind  besonders  eingehend  von  Kiepert  unter- 
sucht worden,  zuerst  in  mehreren  Abhandlungen  in  Orellc's  Journal, 
Bd.  87,  88,  95,  am  ausführlichsten  i»  den  Abhandlungen  in  den  Mathe- 
matischen Annalörhl>*^ö,  33.  Vgl.  auch  F.  Klein,  Mathematische  Annalen, 
15^ 

17* 
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geht 

2',,„  in  r/^  (£)(!)  />,,,,„, 

Über. 

Daraus  ergiebt  sich  wie  oben  der  Schluss: 

1.  Für  jedes  beliebige  n  sind  die  Grössen 

die  Wurzeln  einer  invarianten  Transformationsgleichung. 

Ist  11  durch  3  nicht  theilbar,  so  kann  man  die  c,  C2,  c^  durch 
3  theilbar  voraussetzen.     Dann  wird 

A  =  n,     a  =  0,     8  ^  0  (mod  3). 

Es   ist   also,   wie   aus   §.  33,  (15)  hervorgeht,   r  eine   achte 
Einheitswurzel,  beachtet  man  daher  noch 

_  2^-  /  1  \ 

so  haben  wir  den  Satz: 

2.  Ist  n  nicht  durch  3  theilbar  und  c  durch  3  theil- 
bar, so  sind  die  Grössen 

Wurzeln  einer  invarianten  Transformationsgleichung. 

Um    die   Anwendung    auf    den    einfaclisten    Fall   n  =  2    zu 
machen,  setzen  wir 


n(:^^y   .      '\ 


«V  /«  +  -n 

2)    ^     H-r-) 


(3)  X   rrrr    10    -i^ ^        .X'.    :=:    ; ,       X.     /        .         , 

^    -  r]{CJ)''   '         ^  l^(«)^  ^  l^(«j«         ' 

d.  h.  es  sind  x^  .^o^  ^i  nichts  Anderes  als  unsere  Functionen 

A{«h    fi(<^)%     -/(»)'  [§.  20,(9)] 

und  diese  sind,  wie  wir  schon  früher  gesehen  haben  [§.  49,  (8)], 
die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

(4)  x^  —  xyoia)  +  U  —  0. 

Der  Umstand,  dass /2^  /f,  — /^  selbst  Wurzeln  einer  Trans- 
formationsgleichung für  den  Transformationsgrad  2  sind,  erklärt 
die  Erscheinung,  dass  bei  Adjunction  dieser  Grössen,  also  auch 
bei  Adjunction  von  x^  die  zu  einem  geraden  n  gehörigen  Trans- 
formationsgleichungen  roducibel  werden. 

Wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  nchmp.  man  c  durch  4 
theilbar  an,  dann  ist  [§.  72,  (9),  (11)| 
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A  ^E  n  (mod  4). 
«  =  0,     d  =  0.     ß  ~  ad-2,     y  ^  —  c  a.y  (mocl  4), 
also  crgiebt  sich 

ß  —  1  n  —  1  a  —  (1-7 

und  daraus  folgt  mit  liücksiclit  auf 

y, (CO  +  1)  =  -  n  («),   r.  (--  ^)  =  "  n  (^<^)-    [§•  ^o,  (U)] 

3.    Ist   n    ungerade,    c    durch  4    the^ilbar,    so    sind    die 
Grössen 

Wurzeln    einer  invarianten   Multiplicatorgleichung.     Ist 
n  ^  1  (mod  4),  so  gilt  dasselbe  von  Pc,,>,«- 
Als  Beispiel  wählen  wir  n  —  3  und  setzen 


\rj(G))  J 


4  4^-  G) 


Jb.}      ^ 


Die  Coeftlcienten  der  Gleichung,  welche  diese  Grössen  zu 
Wurzeln  hat,  sind  rationale  Functionen  von  y^  («),  und  da  keine 
der  Grössen  (5)  für  einen  endlichen  Werth  von  73  unendlich 
wird,  so  sind  es  ganze  Functionen  von  y.^.  Nach  3.  können  wir 
diese  Gleichung  also  in  der  Form  ansetzen: 

x^  +  A^  y,  x^  +  ^2  ^^  +  A  y-i  X  -{-  A^  =  0, 
worin  J.-^,  A^,  A->,,  A^   ganze  rationale  Functionen  von  j{(o)  sind. 
Zunächst  erhält  man  A^  als   das  Product  xx^x^x.,^   welches   für 
keinen  Werth  von  j  (co)  verschwinden  -kann   und   daher   constant 
sein  muös.     Aus  den  Anfängen  der  Entwickelung  [§.  21] 

x   =  21  q  .  .  . 


—  <1 


(ß) 


im     _  J_ 
—    C    ^      ([      ^ 

2  ni      _ 


7;^  =  fr^ 
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findet  man  daher 

Ä,   trrr    _    27. 

Es  ist  ferner 

—    A  73    ^   -^   +  ^0   +  -^1    +   ^■•i- 

Da  die  rechte  Seite  für  ein  unendliches  7,,,  d.  h.  für  q  =  0, 
nicht  einmal  in  der  ersten  Ordnung  unendlich  wird,  so  niuss  A^^ 
verschwinden. 

Aus 

~  4^  73  -*  •^■^0  x,x,(—  -i-  —  +  —  +  i-) 

\      iX/  tt/Q  X-]^  X9    / 

ergiebt  sich  nach  (6)  für  J.3  der  constante  Werth  1.  Um  aber 
A^  zu  bestimmen,  müssen  wir  in  der  Entwickelung  noch  um  ein 
Glied  weiter  gehen.     Wir  setzen  in 

<  +  73  •'^0  —  27  =  -  A.,  x;; 
für  ^„  die  Entwickelung 

^'0  =  -  q~^  +   6q^  +  •'^' ^— 

und  finden  ^^  =  18,  so  dass  also  die  gesuchte  Gleichung 
lautet : 

(7)  xi  -}-  18x-^  +  y^x  —  27  —  0. 

Ist  n  ungerade  und  nicht  durch  3  theilbar,  so  nehme  man  c 
durch  12  theilbar  an. 

Es  ist  alsdann 
^  ^  n,     a  ^  0,     Ö  ^  0,     ß  "^  ad-i^     7  =  —  ^  ^2     (niod  12) 
und  es  wird 

/i  —  1  n  —  1  a  —  a' 

»■2  =:  (-  1)"^  =  (-    1)^""     (-    1)~^, 

also  der  Satz 

4.  Ist  n  relativ  prim  zu  fi,  c  durch  12  theilbar,  so 
sind  die  Grössen 

Wurzeln  einer  invarianten  Multiplicatorgleichung. 
Da  die  Functionen  P^  für  keinen  endlichen  Werth  von  j{g)) 
unendlich  oder  Null  werden,  so  schliessen  wir,  dass  die  Coeffi- 
cienten  der  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  P^  sind,  ganze 
rationale  Functionen  von  y^^  y-.^  sind  und  dass  der 
letzte  Coefficient  eine  Constante  ist. 
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Ist  n  eine  Primzahl  j;,  so  sind  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 

/  /i2h  +  co\y 

und  die  Anfangsglieder  der  Entwickelungen  sind  folgende: 

p  —  1  p  —  1      2  7tih  p  —  1 

X  =  pq~^  .  .  .,     Xh  =  {—  \)~^  e~^  ^y~^^    •  .  •, 

wodurch  sich  für  den  letzten  Coefficienten  der  Werth  ( —  1)  -  p 
ergieht.  Daraus,  dass  das  erste  Glied  in  der  Entwickelung  von 
j(cj)  nach  Potenzen  von  q  den  Coefficienten  1  hat,  schliesst  man 
leicht,  dass  die  numerischen  Coefficienten  in  diesen  Gleichungen 
rationale  ganze  Zahlen  sind. 

Für  p  =  5  hat  die  fragliche  Gleichung  die  Form: 
x^>  4-  Äi  y^x^  +  Ao  r2  ^*  +  A  ^^  +  ^4  ^2  -^  +  5  =  0, 
worin   die  A^^  J.2,  A-^^  A^  ganze    rationale  Functionen  von  j(w) 

nnrl,   wio  loiclit   zu   sehen,   Constaiite   sind. 

Aus  den  Anfangsgliedern  ergieht  sich  sofort 
A^  =  0,     A.^  --=:  0,     ^4  ==  —  1. 

Um  aher  A->,  zu  bestimmen,  geht  man  in    der  Entwickelung 
von  ^0  ^is  zum  nächstfolgenden  Gliede: 

x^  =  r/"i5  {\  _  2f^  .  .  .), 

woraus  man  A-^  =  10  erhält;  also  lautet  für  n  =  5  die  Multi- 
plicatorgleichung 

(8)  x^  -\-  \0x^  —  y.^x  -^  b  =  0. 

In  gleicher  Weise  berechnet  man  die  Gleichungen  für  p  -=  7, 
p  =  11,  indem  man  die  Entwickelungen  von  x^^  benutzt: 

p^  7:    .J'o  =  —q~''^\l  —  2(f-q~-{-2(f...l 

5/  24  08  10  \ 

p  =11:  X,  =  —  g~3i(i_>2^n  _gri  _j_2g"  -f- ^H  _^  2  r/"^  +  •  • -j, 

während  von  73  (^)i  73  (^)  immer  nur  die  ersten  Glieder  gebraucht 
werden.    So  findet  sich 

(9)  p  =  l:    x^+1.2x^ -^  7  .9x^  +  7  .lOx-^  +  y:^x  —  1  =  0^ 

(10)  p  ^11:     .2;'2  —  ii.oorc«  +  11.40}^2^^  +  11.15^'3.T'' 
--^       '  +  11.2)^1^2  _j_  ^.,j,.^.  _  11  ^  0. 
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Wenn  n  eine  ungerade  Quadratzalil  ist,  so  nelinien  wir  c 
durch  8  t heilbar  an.  Es  sind  dann  a:c  und  d\e  ebenfalls 
Quadratzahlen.     p]s  ist  ferner 

(11)  w  i^  ö  ^  0  (mod  8).     ;i  =  1  (mod  8) 

Die  Einheitswurzel  r  in  (2)  erhält  den  Werth 

/r/\      ^  ~^      2/r?     ß(a   f  ())-(ßi—-i)uY 

(13i  '■=(^)'^     «^  ^  • 

Es  ist  aber  nacli  (12)  ß  sowohl  durch  e  als  auch  durch  Co 
theilbar  und  ßcc-,  ein  Quadrat;  also 

©- ö -(7)  (f)  -  (7)  ©(-=-«  ^' --'>'' «)^ 

ferner  ist  nach  (12) 

(')  -  (7)  (i>  © = ©  (rJy 

und 


also 


(c   f  1)  (c.^       ]) 


1  —li  1  -  e  e.2 


e  —  e.; 

;   2 


Durch  die  Vertauschungen  (2j  geht  also 

(U)   7\,,,  i'»  ^  '      '    ^.^i,cs«  und  in   e  '^  ^  P,,,,^,,^. 

über. 

Ist  n  nocli    durcli    8   untheilbar,    so   nehme   man  c  durch  3 
theilbar  an,  wodurch 

A  ^:  1.     «  :^  d  5E^  0  (mod  3) 
werden  und  die  in  (14)  vorkommenden  dritten  Einheitswurzeln  den 
Werth  1  erhalten. 

Hieraus  ergeben  sich  die  Sätze: 

.5.    Ist   n   eine    ungerade    Quadratzahl,    c   durch    8 
tlicilbar,  so  sind  die  Grössen 

P' . 

f,  ?, «, 
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und    ist    n    eine    durch     3    nicht   theilbare    ungerade 
Quadratzahl,  c  durch  24  theilbar,  so  sind  die  Grössen 

-t^c,  ö,  a 

Wurzeln  von  invarianten   Multiplicatorgleichungen. 

Die  ersten  Beispiele  sind  n  =  9,  n  =^  26. 

Zur  Bildung  dieser  Gleichungen  kann  man  auf  verschiedene 
Arten  gelangen.  Wir  wollen  hier  (nach  Kiepert)  den  Weg 
gehen,  dass  wir  nach  §.  72  die  Wurzeln  einer  zum  Grade  p  ge- 
hörenden Transformationsgleichung  durch  die  für  den  Grad  p'^ 
rational  ausdrücken  und  diesen  Ausdruck  in  die  zu  p  gehörige 
Transformationsgleichung  einsetzen. 

Nach  3.  Formel  (7)  wird  die  Gleichung 
(1.5)  x^ +I8x-^ +  r,(co)x  -  21  =  0 

von  den  beiden  Functionen 


_(!vl)),  .ifiiu^^ 


(16)  -\y(^)j\-\-r,(»)) 

befriedigt.     Bezeichnen   wir   den   ersten   dieser  W^erthe  mit  x,  so 

geht   der   zweite   durch   die    Substitution    fco,  —  )  in über, 

und  folglich  wird  durch  x  auch  die  Gleichung 

(17)  27''  -f-  18 .  27  X-'  —  y,  (^\  x^  —  x^  =  0 

1)efriedigt.     Setzen  wir  nun 

so  geht  X  durch  die  Substitution  (co.-^j  in    ^-^    über,    so    dass 
man  auch  die  Gleichung  erhält: 

(19)  r  +  18  ^'•^•'  +  y-.^  (-y)  i/-*''  -  '^'^^'  ^  ö 

und  durch  Elimination  von  y.^  (-^  j  aus  (17)  und  (19)  erhält  man 

nach  Weghebung  des  Factors  //^  -f-  27 

(20)  x^  —  18.^2^'-^  _  y2(^yA  _  27  v/-'  -f  27-^)  =  0. 

Löst  man  diese  quadratische  Gleichung  nach  ^^  auf,  so  folgt: 

(21)  X'-  =  y-'  +  dy^  +  27  y  ^  (y  +  '6y  -  27,        • 
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WO  über  das  Zeiclien  durch  Einsetzen  der  Anfangsglieder  der 
Entwickelungen  entschieden  wird,  am  einfachsten  wohl,  da  diese 
Gleichung  (nach  §.  72)  auch  für 

erfüllt  wird,  indem  man 

X  =■-  21  q  -{-  -  -  '.     ,y  -—  27  r/2  -f  .  .  . 
setzt. 

Sondert  man  in  (15)  die  erste  Potenz  von  x  ab  und  erhebt 
ins  Quadrat,  so  erhält  man  durch  Einsetzen  von  (21)  die  gesuchte 
invariante  Multiplicatorgleichung  für  den  9ten  Transformations- 
grad.    Sie  erhält  eine  einfachere  Gestalt,  wenn  man 

(22)  (y  +  3)^^  =  t 
setzt : 

(23)  (j(cj)  —  27  .  64)  {t  -  27)  =  (P  —  36  ^  +  27  .  8)-^ 
oder 

(24)  Jico)(t  —  27)  =  t(t  -  24.y\ 

Ganz  ähnlich  kann  man  beim  25.  Transformationsgrad  verfahren. 
Wenn  wir 

/ 

setzen,  so  haben  wir  zunächst  nach  4.  (8): 

(26)  x^  4-  10  x'^  —  y.,(G))x  +  b  =  0, 
woraus,  wie  oben,  die  beiden  Gleichungen 

5^  +  10.  52^2;^  —  y.,  {^\  x'>  +  x^  =  0, 

2/^'-'  +  10  ifx^  —  y,  (^  if-x'^  +  bx^'  =  0, 

und  durch  Elimination  von  yA-^\ 
^'  -  10^3  2,2(5  4_  y2)  ^  ^2(^8  +  5/'  +  52 ^i  +  53yy2  _p  54). 
Diese  Gleichung  nach  x'^  aufgelöst,  ergiebt: 

(27)  ^3  =  r  +  hy^  +  15^3  _|_  25^/2  +  25^, 

und  wenn  wir  zur  Abkürzung  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 
mit  %{y)  bezeichnen,  nach  (26) 

(28)  j  (03)  i  (y)  =  ix  (yy  +  10  ;t  (^)  +  5)3, 
welchtis  die  gesuchte  Gleichung  30ten  Grades  für  y  ist. 


'(f)Y      'S) 
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§.  76.     Die  Schlaefli'schen  Modulargleichungen. 

Zu  einfacheren  Transformation sgleicliun gen  gelangt  man, 
wenn  man  dem  Rationalitätsbereich,  welcher  bis  jetzt  aus  den 
rationalen  Functionen  von  ^(ca)  Lestand,  die  Grösse  /(w)^^  ^d- 
jungirt.  Diesem  Rationalitätsbereich  gehören  die  Functionen  von 
(X)  an,  welche  durch  die  beiden  Substitutionen 

(1)  («,  -  -i),     («,  09  +  2) 

ungeändert  bleiben  (§.  49,  2).  Wenn  also  ein  System  von  v 
Functionen  C5„,  c,  o  durch  die  Substitutionen  (1)  nur  unter  sich 
permutirt  wird,  so  sind  diese  Functionen  die  Wurzeln  einer 
Transformationsgleichung,  welche  rational  von  /(w)-^  abhängt. 
Hierzu  gehören  (wie  wir  früher  schon  auf  anderem  Wege  nach- 
gewiesen haben)  für  ein  ungerades  w,  welches  wir  jetzt  immer 
voraussetzen,  gewisse  Potenzen  der  Grössen 

worin,  wie  ein-  für  allemal  bemerkt  sei,  c  durch  16,  und  wenn  n 
nicht  durch  3  theilbar  ist,  durch  48  theilbar  angenommen  wird. 

Die  etwas  erweiterten  Grundsätze  des  §.  73  führen  verhältniss- 
mässig  einfach  zur  Berechnung  dieser  Gleichungen. 

Eine  Erweiterung  ist  aber  nothwendig  aus  folgendem  Grunde: 

Bei  den  bisherigen  Betrachtungen  konnten  wir  den  Schluss 
machen:  wenn  eine  rationale  Function  von  j (cj)  für  jedes 
endliche  co  mit  positiv  imaginärem  Theil  endlich  bleibt,  so  ist  sie 
eine  ganze  Function  von  j  (co),  weil  zu  jedem  endlichen  j  (co) 
auch  ein  endliches,  nicht  reelles  co  gehört  (§.  50).  Bei  den  ratio- 
nalen Functionen  von  /(ta)  können  wir  aber  aus  der  Endlichkeit 
für  jedes  endliche  imaginäre  cd  nur  schliessen,  dass  sie  ganze 
Functionen  von /(w)  und  1  :/(«)  sind,  weil  nur  zu  jedem  end- 
lichen /(ö)  mit  Ausnahme  von/(cL))  =  0  ein  endliches  imaginäres 
G)  gehört. 

Es  entspricht  aber  der  Substitution 

(^)  (-^?-;-) 

die  Vertauschung  _ 

^^  ^  [§.29,(18)] 


(/"'■m' 
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und  wenn  also  die  Functionen  0a, c,^  so  gewählt  sind,  dass  sie 
auch  durch  die  Substitution  (2)  nur  unter  einander  permutirt 
werden,  so  werden  die  Coefficienten  der  Gleichung,  deren  Wurzeln 
sie  sind,  rational  von  - 

abhängen.  Sie  sind  ganze  Functionen  dieser  Verbindungen, 
wenn  die^^^^e,  ö  für  jedes  endliche,  nicht  reelle  cj  endlich  bleiben, 
und  sie  sind  constant,  wenn  alle  Oa,c,^  auch  für  ry  ==  0,  d.  h. 
für/(ca)  =  0  und /(«)  =  oo,  endlich  bleiben.  In  diesem  Falle 
sind  sä mmt liehe  0a,c,,>  einer  und  derselben  Con stauten 
gleich  (§.  73). 

Daraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Bildet  man  ganze  rationale  Functionen  ^^  ,.  ,^  aus 


c  +  d  aV'     fia)' 


K"^) 


welche  die  Eigenschaft  haben: 
1.     durch  die  Substitutionen 


(g),  —  —\     («,  CO  -}-  2),    Uo, 


CO   —    1 


CO   +    1 

nur  unter  einander  vertauscht  zu  werden, 

2.    für  q  z=  0  nicht  unendlich  zu  werden,  so  ist 
Oa,e,^  =  constans 

eine  T r a n s f o r m  a t i o n  s g  1  e i ch u n  g. 

Um  diese  Bedingungen  zu  befriedigen,  ist  zunächst  der  Ein- 

üuss  der  Substitutionen  (1)  auf  die  Functionen  /  zu  untersuchen. 

Dieser  ergiebt  sich  aus  den  Zusammensetzungen  ij.  72,  (8j  bis  (lo) 

und  aus  den  Transförmationsformeln  für  die /-Functionen   i^.  35. 
Zur  Abkürzung  führen  wir  die  Bezeichnung  ein : 

f{co)  =  u,  -^X       a       )  "^  '■'' 

(3)  .A(o.)==^«„    (|)/.C^/-^)  =  - 

Es  ergeben  sich  dann  folgende  zusammengehörige  Aende- 
rungen,  wenn  in  der  Bezeichnung  auf  die  Verwandlung  der 
Zahlen  a,  c,  d  in  a,  Cj,  o  oder  a^-,  Cj ,  d^^  wie  sie  eben  durch  die 
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angeführten  Formeln  des  §.72  charaktcrisirt  ist,  keine  Rücksicht 
genommen  wird: 


03, 

u, 

^1, 

%; 

- 

1 
03' 

w, 

%,. 

Mi; 

03 

+    1, 

e 

TT  i 

2? 

Ui,       e 

Tri 

T7  /. 

^12"w.3; 

(d.\ 

03 

+  2, 

e 

TT  i 

'12' 

u,        c 

TT  i 

TT« 

c  ^  IL, ; 

^  ■ 

^, 

^1, 

^2, 

1 

03  ' 

QV, 

QV.2, 

QV,, 

03+1, 

nTti 

nTTi 

6e     24 

^, 

nTTi 
(5C  12   ^^2, 

^03   +   2, 

(52 

n  n  i 

e     12  ^, 

riTii 

^1, 

nTTi 

^2  e  «  ^2, 

worin 

2  Tri 

[a  (y  -  /V)  +  (_c 

fi- 

■^)ß 

Ni) 

/ 

2' 

(n-^/.)Tri 

zwei  dritte  Einheitsvviirzeln  sind,   welche,    falls  n   nicht   durch  3 
theilbar  ist,  den  Werth  1  haben. 

Um  ferner  die  Wirkung  der  Substitution  (2),  welche  aus  der 
Transformation  zweiten  Grades 


(- 1: ;) 


hervorgeht,  auf  die  Functionen  ^f,  v  zu  ermitteln,  müssen  wir  die 
Transformationen  erster  und  wter  Ordnung 

Vr,  0/     \c\  c'J 
so  bestimmen,  dass 

<■"    (::D(-;:!)=C:Ö(-;;,')C:°.) 

wird.     Dieser  Ansatz  führt  zu  den  Gleichungen 

a  =  a'(a  --  ß)  +  c' {a  +  /3j,  a  =  d' (a  +  ß), 

^  ^  c  -0--=  a'(y  —  8)  +  c'ir  -\- 8\     c+d  =  c' (y  +  ö). 

Hiermit  ist  zunächst,  da  cc  -\-  ß  und  y  -\-  ö  zufolge  ad  —  ßy 
=  1  relativ  prim  sind,  d'  bestimmt  als  der  grösste  gemein- 
schaftliche Theilcr  von  a  und  c  -f-  Ö,  und  aus  n  =  a' d'  ergiebt 
sich  a\     Dann  ist  nach  den  Gleichungen  (G): 
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und  8  und  ß  lassen  sich  so  bestimmen,  dass 

(7)  8{a  +  ß)-  ß{y  +  d)  =  aö  -  ßy  -^  1. 

Aus  den  Gleichungen  (0)  für  a  und  c  —  d  findet  sich  dann 

(8)  c'  +  a'  =  aö  —  {c  -  d) ß. 

ö  und  ß  können,  da  «  -j-  /3  und  y  +  d  beide  ungerade  sind, 
nach  (7)  nicht  beide  ungerade  sein;  folglich  fällt  c'  nach  (8) 
gerade  aus.  Ersetzt  man,  was  nach  (7)  gestattet  ist,  ö,  ß  durch 
ö  -\-  h  (y  -^  8),  ß  -j-  h  (cc  -j-  ß),  für  ein  beliebiges  h,  so  ändert 
sich  c'  nach  (8)  um  2ha',  und  über  h  kann  so  verfügt  werden, 
dass  c'  durch  16  oder  48  theilbar  wird. 

Es  ist  dann  nach  (6)  a  -^  ß  -^  y  —  8  gerade  und  daher 
die  Formel  (11),  §.  35  anzuwenden.  Darin  ist  nun  zu  berück- 
sichtigen 

a'(a  —  ß)  =  a,     d'  (cc  -^  ß)  =  a.     a'  (y  —  8)  ~  —  d    (mod  Ki), 

woraus  folgt: 

n{a  -  /3j  (a  -f    /3  -f  y  —  d)  =  a^  —  d''^      (mod  16), 
also 

/     2     \    -ii^\'.-,«)(a  +  ,^  +  ^-j)         /2\/2\/2\/2\         /2\ 

{^"  =u)fc)u)y==u) 

und 

-^i^(y-ß)-  («'^  -  1)  ß  ()) 

Ist  n  nicht  durch  3  theilbar,  so  ist 

2a  =  a  (a'  +  d'%         28  =  d{a'  +  a'), 
2  ß  ^  a  Cd'  —  a'),         2y  =  d(:d'-  a')        ^"^'''^  ^^' 
also  entweder  oc  und  8  oder  ß  und  y  durch  3  theilbar   und  also 

e  =  1. 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  zusammengehörige  Ver- 
tauschungen (wobei  die  Aenderung  von  a,  c,  d  in  «',  c',  8'  durch 
(6)  bestimmt  ist): 

CO,  w,  V 

(9)  «-1  V2  /2\V2 


fo  --|-  1'  ?<  ^  \ji/ 

Wir  wenden   die  Vertauschungen  (4),   (5),  (9)   auf  folgende 
Functionen  an: 
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Ä  = 

■©■  +  ©' 

(10) 

/2\^  +  «      2^ 

worin  r,  .9  zwei  ganze 

Zahlen  sind,  welche  den  Bedingungen 

(11)                       (n  - 

l)r  ^  0,     {n  +  l)s  =  0     (mod  12) 

geniigen,  die  also,   wenn  n  durch  3  theilbar  ist,  beide   durch  c 

theilbar  sind. 

Es    ergeben    sich 

dann    folgende    zusammengehörige    Ver 

tauschungen : 

(0, 

Ä,                       B, 

1 

1 

A,                       B, 

CO 

«4-2, 

(n-l)r                              (H  +  l)s 

(-1)      12       Jl^      (_1)      12        7,>^ 

«  —  1 

(D   +    V 

©■^^      ©"- 

Bilden  wir  nun  aus  A^  B  eine  ganze  rationale  Function  mit 
numerischen  Coefficienten 

(13)  <5„,„,,  =  2;ilf,.,.^''B', 

worin,  falls  in  (12)  Vorzeichenänderungen  auftreten,  die  Expo- 
nenten 7i,  Iz  so  einzurichten  sind,  dass  in  allen  Gliedern  von  (13) 
die  gleichen  Vorzeichenänderungen  stattfinden,  so  wird  das 
Functionensystem  0«,  c,  ö  ot^er  wenigstens  ^ß^^.,  ^der  Forderung  1. 
des  oben  aufgestellten  Satzes  genügen  und  wir  haben,  um  auch 
die  Forderung  2.  zu  befriedigen  und  so  eine  Transformations- 
gleichung zu  erhalten,  die  Coefficienten  Mji^-k  so  zu  bestimmen,  dass 
die  sämmtlichen  v  Werthe  von  ^«,0,0  für  g  ^  0  endlich  bleiben. 
Diese  Aufgabe  vereinfacht  sich  wesentlich,  wenn  n  keinen  quadra- 
tischen Theiler  hat,  und  noch  mehr,  wenn  n  eine  Primzahl  ist. 

Hat  nämlich  n  keinen  quadratischen  Theiler,  so  kann  man 
aus  ^a,o, ö  die  sämmtlichen  Werthe  ^«,0,0  herleiten,  durch  Ver- 
mehrung von  ö  um  gewisse  ganze  Zahlen;  wenn  also,  was 
unsere  Forderung  ist,  in  der  Entwickelung  von  ^a, 0, 0  nach 
steigenden  Potenzen  von  3  keine  negativen  Potenzen  vorkommen, 
so  gilt  das  Gleiche  von  sämmtlichen  ^«,  c,  ö- 

Ist  aber  n  eine  Primzahl,  so  genügt  der  Nachweis,  dass 
01,0,  n  keine  negativen  Potenzen  von  q  enthält,  da  das  Gleiche 
durch  Vertauschung  von  «  mit  (o :  n  für  ^„^  0, 1  folgt. 
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Der  constante  Wertli,  weldieii  die  Function  ^a,c,d  erhält, 
bestimmt  sich  aus  einem  Gliede  der  Entwickelung. 

Bei  der  Ausführung  dieser  Rechnungen  dienen  die  Ent- 
wickelungen  für  a  =  w,  c  ■=z  0  [§.  21,  (10)]: 

24        rj  I  ^     \^  '1  \ 


/2h  — 1 


(14)  +  'J  '*   ,^  (^r+'^^^^i) 


+  (l) 


r/    24        2' n 


Die  Formeln  werden  nicht  immer  am  einfachsten,  wenn  r,  s 
möglichst  klein  angenommen  werden,  sondern  es  erweist  sich  am 
zweckmässigsten,  noch  die  Bedingung 

hinzuzufügen. 

Wir  erhalten  so  für  die  sieben  ersten  ungeraden  Primzahlen 
folgende  Bestimmung  von  Ä  und  B: 

«  =  3,  A  =  (f )"  +  (^)';  n  =  (uvf  -  j^-, 

n=    ,r,,    A  =.(-)''  +  (-\.    B  =  („„)-2_      i^, 

\vj  \uj  •  (Mi))2' 

"='-'=■(7/  +  ©'   ^ -<")-  + 5ÄF' 

0" + ©•■ 


»  ==  11,     A^  {-)''  f  f-Y',    B  =   UV     -    -^, 


13,    ^=^     ^     +    ^,       B  =.  (uvf  - -%, 


n^n,    A^(^\+a),    B  =  (uvy  +  j^^, 

\vj        ^      \uj  ^        ^        '       (M  Üj4 

n  =  10,     ^  =  (-X  +  ("-Y,     7i  =  {nvy'  -  --^-. 


Die  Entwickelungen  nach  Potenzen  von  q  für  yl  und  B 
ergeben  sich  aus  (14),  soweit  sie  zur  Ptcchnung  gebraucht  werden, 
folgendermaassen : 
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n  —.    3,     Ä  =  q     ^  ( 

_  ji_ 
n=    5,     Ä  =  q    2  ( 

B  =  q~^( 
n  —    1,     Ä  =  q-^    ( 

B=.q-^  ( 
l^  =  11,     Ä  =  q~'^  ( 

n  =  13,     J.  — ri~"^  ( 


B  =  q    ^  ( 


w  =:  17,     ^ 


(1 


B^q-^l 
19,     ^==g~2( 


B^q     H 


-  5g 

-  5ri 

-  2g 

-  2ri 

-  4g 
-k  11g 


6g  .+  21g2  .  .  .), 
g  +  2  g2  .  .  .), 
2g2-    2g:'-...), 


_^6g   +15g2  +  26g3...), 
—  3g  +  6g2  — 13g34-25g4  — 39g'^4-76g«...), 
+  4g  -f  6g2+  Sg^+Hg^-f  28g-^  +  54g^' . . .), 

—  2g  +  3g2—  5g3-f- 11  g^  —  13g5  +  24g6 

-28g^...), 

+  3g  +  3g2-f  4g3 -f- 9g4  +  4g5 -[-  39g6 

-27g7...), 
und  daraus  erhält  man  durch  Elimination  der  negativen  Potenzen 
die  gesuchten  Gleichungen  zwischen  Ä  und  B: 
I.     n=    3,    yl    —  :B  =  0, 
n  ==    5,     A   —  B  =  0, 
n  :=    1,     A    —  B   4-  7  =  0, 
w  =  11,     A    —  B^  +  B?'  +  2B  =  0, 
^=13,    A^  ^  GA'^ -{- A'^  —  20A  -  B  =  0, 
n=n,    A^  —  B-^ +n  AB— UA^+34.B +  116  A 

+  440  ^-=  0, 
w  =  19,    A^  —  B^+  19  AB'^  —  QoA^B -+109  A^ 

+  128 i?  —  128^  =r  Ol). 


1)  Biese  Gleichungen  sind  zuerst  von  Schläfli  aufgestellt  (Journal  für 
Mathematik,  Bd.  72). 

Weber,  elliptische  Functionen.  \Q 
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Aus  diesem  System  von  Gleichungen  leitet  man  ein  zweites 
und  drittes  her  für  die  Functionen  /^ ,  /s ,  indem  man  09  durch 
fi)  -(-  1  und  darauf  ta  durch  —  1 :  09  ersetzt.  Diese  beiden 
Sj'Steme  haben  die  gleiche  Form,  nur  ist  das  eine  Mal 

das  andere  Mal 

zu  setzen.     Aus  den  Vertauschungen  (4)  ergiel)t  sicli  so: 

^1  —  i?i  -  7  =  0, 

^7  -  6^»  +  Af  +  20  yl,  +  7A  =  0, 

"  =  "•  ■<■ =(!)"+ ©■•  «=<-")'  +  iw.' 

j_^  _  2^2  _  17^^  iy^  __  UA'^  —  MB,  +  116  Ji 

-f  440  ==  0, 

^•'  +  Bi  -  10  ^1  7>Y  +  05  ylf  /;,  -  109  Ä^ 

+  128  7>\  —  128  vi,  =  0. 
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§.  77.    Die  Form  der  Schläfli'schen  Modulargleichungen 
für  einen  Primzahlgrad. 

Die    Form,    welche    wir    im    vorigen    Paragraphen    für    die 
zwischen 

(1)  «^  =  /(«),         ^  =  /  V— V 

bestehenden  Relationen  gefunden  haben,  lässt  sich,  wenigstens 
wenn  der  Transformationsgrad  eine  Primzahl  p  ist,  leicht  unter 
ein  allgemeines  Gesetz  bringen.  Da  für  die  Folge  viel  auf  diese 
Form  ankommt,  gehen  wir  hier  noch  etwas  genauer  darauf  ein. 
Die  Bestimmung  der  Zahlen  r,  s  nach  (11)  und  (15)  des 
vorigen  Paragraphen  hängt  von  dem  Verhalten  von  p  gegen  den 
Modul  24  ab,  und  da  wir  den  Fall  |)  ==  3  ausschliessen  können, 
so  haben  wir  folgende  Fälle: 


(2) 


p=  1 

(mod  24) 

r  =    1 

s=  12 

p=    5 

r=    3 

S=:      2 

p=    7 

r  =    4 

s  =    3 

p=l\ 

r  =    G 

s  =    1 

p  =  13 

r  r=      1 

s=    6 

p^ll 

r  =    3 

s=    4 

j)  =  19 

r  =    2 

.s  ^    3 

i)^23 

r  =  12 

s=    1, 

so  dass  r  -\-  s  stets  ungerade  ist  und  p  -\-  l  durch  2  r,  i)  —  1 
durch  2  s  theilbar  ist.     Hiernach  wird 

(^)  /9\        9« 

J5  =  (.ft;>^  +  (-)  tAt- 

Nun    wissen   wir,   dass   die  i?  -j-  1    Grössen  v  die    Wurzeln 
einer  irreducibeln  Transformationsgleichung 

(4)  0,,  (i;,  w)  :==  vi^  +  '  +  Ih  v'^'  -\ C/,,  +  1  =  0 

sind,  in  welcher  die  Coefficienten  77i  .  .  .,   Up^\  rationale  B'unc- 
tionen  von  ii  sind. 

Wir  schliessen  sofort,  dass   es   ganze   rationale  Functionen 
von  u  sind.    Denn  erstens  werden  für  «^  ==  oo  die  sämmtlichen 

18* 
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Wurzeln  von  (4)  unendlich,  wie  man  erkennt,  wenn  man  ca  =  ^  oc , 
also  q  =  0  werden  lässt.  '  Zweitens  geht  nach  (9)   des  vorigen 

Paragraphen   durch  die  Vertauschung  ( ^^  — )  die  Gesammtheit 


der  Wurzeln  v  in 

V2 

V 


0 


üher.  Hieraus  folgt,  dass  für  u  =  0  die  sämmtlichen  Wurzeln  v 
in  Null  übergehen,  also  keine  von  ihnen  unendlich  wird,  woraus 
zu  schlicssen  ist,  dass  nicht  nur  die  C/j,  (Ja,  .  .  .  C/^  +  i  ganze 
Functionen  von  m  sind,  sondern  dass  auch  jede  von  ihnen  den 
Factor  ti  enthalten  muss. 

Wir  schliessen  nun  zunächst,  genau  wie  bei  der  Invarianten- 
gleichung (§.  72,  2.,  3.  und  6.),  dass 

(5)  ^p  (^^  n)  =  0p  (u,  v) 

und  dass 

/(,  k 
l,p-l 

worin  Ch^u  =  c^^h  ganze  Zahlen  sind. 

Wir  wollen  diese  Function  in  der  Weise  darstellen 

h,lc 

(7)  (^p  (v,  u)  =  vi'  +  ^  -j-  uP  +  '^  -j-  2J  üh  fc  u^  v^% 

worin  also  a^,  n  =  an,  h  ebenfalls  ganze  Zahlen  sind ,  auf  deren 
Theilbarkeit  durch  j)  es  nun  weiter  nicht  ankommt,  und  es  ist 
insbesondere  a^,^  rrr  —  1.     Wenn  wir  in  der  Gleichung 

'Pi.[/(i'»),/(«)]  =  o 

CO  durch  w  -(-  2  ersetzen,  so  ergiebt  sich  wegen  der  Irreducibilität 
auf  Grund  der  Relation 

/(o.  +  2)  =  e-^' /(«>). 
dass  in  (7)  nicht   alle  Glieder,   sondern   nur  solche  vorkommen, 
welche  der  Congruenz 

(8)  hp  +  h  ^  p  -\-  l         (mod  24) 
genügen. 

Nun   kennen  wir   noch   eine  weitere   Eigenschaft  der  Func- 
tionen ^2,  (v,  ti)^  die  sich  aus  der  schon  benutzten  Vertauschung 

(9)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt,  und  die,  wenn  wir  zur 
Abkürzung 
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setzen,  so  dargestellt  werden  kann 

(0)  ^,(.,«)  =  (y    <^A-^'-l^> 

Hieraus  schliesst  man  auf  die  Relationen 

h  +  1c~  p  —  l  . 

(10)  t^'  2  2  «p  +  1  _  ,,,    ^  +  1  _ >,    =    a/,,  fc-  «7.,  fc    =    «fc,  h- 

Wenn  wir  also  diejenigen  Glieder  in  (7)  zusammenfassen, 
w^elclie  gleiche  Coefficienten  ah,k  haben,  so  können  wir  uns.  auf 
die  Annahme  beschränken,  dass  h  ^  /^,  ^*  +  ^^^  ^  i^  +  1  sei,  und 
es  ergiebt  sich  ^p,  von  den  beiden  Gliedern  v^'  +  \  u^'  +  ^  abgesehen, 
als  ein  Aggregat  von  Gliedern  von  den  folgenden  beiden  Formen 
(wenn  noch'  berücksichtigt  wird,  dass  wegen  (8)  £''  =  £^\ist): 

h  -{-Ic  —2)  —  1 

(11)  vH{)'  +  v^'  u^'  -\-  b^'  2        "^         (Mi^+i-^*  vP+i-^  -4-  ifciHi-fc  vP  +  i"hj  ^ 

h  +  k-p  —  1 ' 


P  +  l 

(uv)    ^ 

7*  >  7c 

(12) 


7i— 7c 

2 


7*  —  7c' 


G)  +  (7) 


h  +li—p  —  1 


(n  v) 


H- 


t"-i 


h  +  7c— iJ  —  1 


{li  v) 


P  +  1 


yh  yi      I      f/t  2  2      (^f  ^.ji;  +1-7. 


=  (UV)     ^^ 


P  +  1 


1>  +1 


(7..)       '^   4 


£^*2 


JJ  + 1 


('7t  7;)  2 

Die  Coefticienten  dieser  Glieder  in  0^  sind  ganze  Zahlen. 
Nun  ergiebt  sich  aus  (8): 

(/^  -  h)  =  (h  -  1)  (p  +  1) 

h  J^lc  —  p  —l  ^—h(l)—  1) 

und  daher  ist  h  —  Je  durch  2  r^  h  ~\-  k  —  p  —  1   (worin  h  auch 
=  li  sein  kann)  durch  2  8  theilbar. 
Setzen  wir  daher 


(mod  24), 


h 


h 


=  rcc. 


h  —  p  —  l 


sft 


so  sind  a  und  ß  positive   ganze  Zahlen,   welche   an   die  Grenzen 
"ebunden  sind: 


(13)  0^a<^^+\  O^ß^^'- 


1 


2  s 
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und  überdies  ergiebt  die  Coiigrueiiz  —  h(p —  1)  ^  2s/3  (mod  24), 
dass  wenigstens  in  den  Fällen,  wo  e  =  —  1  ist,  /t  ^  /3  (mod  2), 
also  stets  e^  =  e^. 

Demnach  wird  (11) 

und  (12) 

^^^  r  s^  2'ßi 

^    ^      L  {uvyi^j 

Nun   gelten   die   bekannten    Formeln,  wenn  ^,   y  beliebige 
Grössen  sind  und 

(   y 
^  +  j^  =  y 

gesetzt  wird, 

^'  +  ^^,  =  y'-  2r,  ^'  +  %  =  y'-  ^yy^  •  •  - 

woraus  man  durch  den  Schluss  von  n  auf  n  -\-  1  erkennt,   dass 

sich   für  jedes    beliebige   n   als    ganze  rationale   Function  wten 
Grades  von  y  darstellen  lässt,   welche,  wenn  y  eine  ganze  Zahl 
ist,  ganzzahlige  Coefficienten  hat,  deren  höchster  =  1  ist. 
Die  beiden  Grössen 

können  also  in  dieser  Weise  als  ganze  rationale  Functionen  von 
Ä  und  B  der  Grade  a  und  ß  dargestellt  werden,  und  wir  finden, 

wenn  wir  noch  das  dem  Werthe  ß  =  ^—- entsprechende  Glied, 

2i  S 

das  den  Coefficienten  —  1  hat,  absondern  und  mit  Cu,ß  ganz- 
zahlige Coefficienten  bezeichnen: 

(U)  ^ld|^)  ^A-r  _B^s  J^E  e,.,ß  A^B', 

(ti  v)    ^ 
worin  «  und  ß  an  die  Grenzen 

o<„<ii+i,  o</3<i^^ 

—  2  t  —  2  8 

gebunden  sind.  Dies  ist  die  Form,  welche  wir  im  vorigen  Para- 
graphen den  Modulargleichungen  bis  p  ^=19  gegeben  haben. 
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Es  ist  noch  zu  erwähnen,  dass  die  in  §.  72,  4.,  5.  für  die 
Invariantcngleichung  hei  zusammengesetztem  Transformations- 
grade durchgeführte  Betrachtung  unverändert  auch  für  die 
Schlaefli'  sehen  Modulargleichungen  gilt ,  woraus  wir 
schliessen  können,  dass  alle  diese  Gleichungen  rationale  Zahlen- 
coefticienten  hahen. 


§.  78.    Die  irrationalen  Formen  der  Modulargleichungen. 

Den  Transformationsgleichungen  lassen  sich  durcli  Anwendung 
desselben  Verfahrens  weit  einfachere  Formen  geben.  Die 
Gleichungsformen ,  mit  denen  wir  uns  jetzt  beschäftigen  werden, 
enthalten  die  drei  Functionen  /,  /^ , /^  zugleich ;  da  man  aber 
nach  §.  29,  (11),  (12)  zwei  dieser  Functionen  durch  die  dritte 
ausdrücken  kann,  so  lassen  sich  zwei  von  ihnen  eliminiren, 
und  man  kann  so  zu  den  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen 
gelangen.  Wenn  man  für  /i,  /j  die  Ausdrücke  durch  /,  oder  für 
die  drei  Functionen /,/i/2  die  Ausdrücke  durch  Ti^  einsetzt,  so 
kommen  Wurzelzeichen  vor,  woraus  der  Name  dieser  Gleichungen 
sich  erklärt. 

Wir  setzen  wie  oben 

\,=M.,     .  =  (|)/.(^i^) 

und   erhalten    nach   (4),   §.  70   folgende   zusammengehörige    Ver- 


tauschungen 


(2) — ,  QUV,        ,  Q  U.j  ^2,  Q  Ui  Vi^ 


w 


(n  +  1)  TTt  (n  +  1)  n  i  (n  +  1)  7t  i 


09  -f-  1,  e  ^*  öti^Vi  e  2*  öttv,  e  ^^  öW2^'2^ 
worin  ^,  ö  die  ol)en  definirten  dritten  Einheitswurzeln  sind. 

Wir  unterscheiden  drei  verschiedene  Fälle  nach  dem  Ver- 
halten von  n  zum  Modul  8. 

1.    )^  +  1  =  0,  (mod  8). 


280  Neunter  Abschnitt.  [§.  78.] 

Wir  setzen 

n  +  1 

2Ä  =  UV  +  (—  1)""^  {ih  i\  4-  ih V.) 

n  +1 

(3)  ß   z=rz    UVliiV^    -\-   UV  11-2  V2   -f"   ( —    1)     '^       UiViU.,V.2 

2  2  ^i^    2 

=:    — - \ - -U     (_    1)     8        _rL 

Hl  Vi  U.yV-i        '       ^  ^  UV^ 

so  dass  sich  die  zusammengehörigen  Vertauschungen  ergeben 

(4)  -1  qA,  q^^B, 

ni  (w  +  1)  n  i  (n  +  1) 

CO  4-  1,     e      1^       ö  A,     e        ^^     ^^  2)\ 

Ein   Product   von    der  Form   AÜ"^  B^   nimmt    also   durch   die 
beiden  Vertauschungen 


V'  —  ~)^     (^'  «  +  1) 


die  Factoren  an 

welche  =  1  sind,  wenn  n  -f-  1  durch  3  t heilbar  ist.  Wir  bilden 
also  jetzt  mit  numerischen  Coefticienten  M^^-k  Functionen  der 
Form 

(5)  ^a^,^^=r.  EMnj.A''B\ 

worin,  wenn  n  ^  0  oder  ^  1  (mod  3)  ist,  h  und  h  nur  solche 
(ganzzahlige)  Werthe  annehmen  dürfen,  deren  Differenzen  h  —  U 
bei  der  Theilung  mit  3  denselben  liest  lassen,  wenn  aber  n  ^  —  1 
(mod  3)  dieser  Beschränkung  nicht  unterworfen  sind.  Eine 
solche  Function  selbst,  oder  wenigstens  ihre  dritte  Potenz  genügt 
also  einer  invarianten  Transformationsgleichung.  Sie  bleibt 
ausserdem  für  alle  endlichen  Werthe  von  j{g})  endlich  und  ist 
folglich  eine  ganze  algebraische  Function  von  J(w).  [Die  Trans- 
formation zweiter  Ordnung  (  i '  i  )  hraucht  hier  nicht  zu- 
gezogen zu  werden,  da  der  Inbegriff"  der  ^a,  c,  o  schon  bei  der 
Substitution  (co,  «  -(-  1),  nicht  erst  bei  (w,  o  -|-  2)  ungeändert 
bleibt.     Vgl.  die  Bemerkung  am  Anfang  des  §.  76,] 

W^enn  wir  also  die  Constanten  in  Oa,  c,  d  so  bestimmen ,   dass 
in  den  Entwickelungen  dieser  Functionen  keine  negativen  Potenzen 
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von  q  vorkommen ,  so  müssen  die  sämmtlicheii  0«,  c,  ö  einer  und 
derselben  Constanten  gleich  sein. 

Zur  Erreichung  dieses  Zieles  genügt  es  auch  liier,  wenn  n 
keinen  quadratischen  Theiler  hat,  dass  0«, o,  ^,  und  wenn  fi  eine 
Primzahl  ist,  wenn  ^i,  o,n  füi'  ^i  =  0  endlich  bleibt. 

Bei  diesen  Rechnungen  machen  wir  Gebrauch  von  den  Ent- 
wickelungen : 

n  +  1 
UV  r=    (f~^    /7(1    -f   fjnC2h  +  l)^    (1    J^  fj2h  +  l^ 

n  +  1 

(G)  UiVi  =  q      '''     //(l   -  f/«(2'^  +  i))  (1  —  ^/'^+i) 

n  +  1 
u.,V2  =    2q   12     iT(l  -f  ^^/.nj  (^1   _|.  ^2/.^^ 

woraus  durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  q: 

n  +  1 

uv=  (f   2*   {^+q-\-q''^(l^  +  r-{^<f  +  <r  +  2q.'  •  •  •) 

n  +1 

(7)        if,  ^1  =  (/      24    (1  _  ,^  _  ,^3  _!_  ,^.t  _  ,^5  _^  ,^6  _  ,ji  J^.  2  r^s  .  .  .) 

u,v,=   2q~^,{l  +  q^  +  q^  +  'lq^+2q^-\-  ••') 

Die  letzteren  Formeln  sind  richtig  für  n  ^  1  (für  n  =  3,  5,  7 
sind  die  Glieder  von  g^  (/•%  q^  an  zu  modificiren).  Für  n  ^=  1  ^ 
n  =  23  zeigen  diese  Ausdrücke,  dass  A  selbst  für  g  =  0  endlich 
bleibt,  woraus  für  diese  Fälle  die  Gleichungen  folgen: 

w  =    7,       ^  =  0, 
(^^  n  =  23,       ^  3=  1. 

Durch  einfache  Rechnung  findet  man  ferner  noch: 
71  =  31,     U'  -  Bf  -  A=:0, 

(9)  w  =  47,     ^'  —  ^  -  iy  =  2, 

n  =  71,     yf  -  4^f  +  2^1  — i>'=  1. 

Nicht  ganz  so  einfach  gestaltet  sich  die  Rechnung  für  ein 
zusammengesetztes  n.  So  muss  man  z.  B.  für  w  =  15  die  Be- 
dingung der  Endlichkeit  für  (/  =  0  nicht  nur  für  0i,  o,  15,  sondern 
auch  für  ^3,0,5  berücksichtigen.  Diese  beiden  aber  genügen. 
Man  erhält  so: 

(10)  n  ==  15,     Ä'  —  AB  +  l  =0. 

2.  Ist  n  ^  3  (mod  8),  so  sind  dieselben  Schlüsse  zu  ziehen, 
wenn  wir  setzen: 
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4  J.  =  U^V^  —  uH^  —  uH^ 
(11) 

B   z=   U^  t)2  ^(2  ^2  _j_   ^^2  |;2  ^^^2  ^1   _    ^^2 ^^2  ^^JJ  ^^2^ 

für  welche  man  aus  (2)  die  zusammengehörigen  Vertauschungen 
erhält 

oj,  A,  B^ 

(12)  -  — ,  Q'Ä,  qB, 

in  +  1)  Tti  _  (n  +  1)  7ti 

w  +  1,       e      6       6^Ä,      e         \     öB, 
woraus  man  in  der  gleichen  Weise  die  Gleichungen  ableitet: 
n  =    3,     ^  ==  0, 

(13)  n  =  11,     Ä  =  1, 

n  =  19,     Ä'^  —1A  —  B  =  0. 
3.    Ist  n  ^  \  (mod  4),   so   kann  man  ebenso   verfahren  mit 
den  Functionen 

(14)  112      2 

für  welche  man   die  zusammengehörigen  Vertauschungen   erhält: 
(D  A,  l)^ 

(1^^)  ---,  qA,  q^B, 

CO 

(n  +  1)  ni  (n  4  1)  tt/ 

«   +    1 ,         e  3  (5  A^         (.  3  02  B. 

Nur   der    erste  Fall  n  ■=  5    führt    hier    zu    einem    einfachen 
Resultat: 
(IG)  n  =t=  5,     A^  1. 

Für  n  z=  5  lässt  sich  noch  eine  einfachere  Form  der  Trans- 
formationsgleichung gewinnen. 

Wenn  wir  nämlich  auf  die  drei  Functionen 
,  „  ii;  v'}  +  lijv?  td  V-  —  v.f'ii^^  af  v^  —  v?ii 

(17)      IV   =r.  -^—^ ' '—^,    t(\    r=z  -1 ^ ,   %{)„    =    -! i 

^       ^  UV  Hl  Vi  U2  V2 

die  Substitutionen  (w, -),  (w,  w  +  1)  anwenden,  so  ergeh 

sich    unter    der    Voraussetzung    n  ^  5    (mod   8)    die    zusammen- 
gehörigen Vertauschungen: 

w,  W^  IVi^  W21 

1 

,  IV,  IV2,  tüi, 

(0 

W    +    1,         6'       24  it;^^       e      24  .^,;^       ^12  if;^. 


en 
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Setzt  man  also 

A  =  tv'^  -\-  IV l  -f  lü^ 

B  ■=  iv^iol  -\-  tv^tv.]  -{-  ivliv^^ 

C  =  IC  IV i  iv^^ 


so  crliält  man 

üj, 

A, 

B, 

c, 

1 

A, 

-B, 

c, 

ca+  1, 

e 

Tti  , 

"a 

e 

■^^-'-)^, 

0, 

so  dass  zwei  dieser  Functionen  ebenso  wie  oben  Ä  und  B  be- 
nutzt werden  können.  Für  n  =  6  zeigt  sich  aber,  dass  in  den 
Entwickelungen  von  w^  tv^,  iv^  nach  Potenzen  von  q  keine  nega- 
tiven Potenzen  vorkommen  und  dass  also  J.,  B^  C  und  mithin 
auch  iv^  ^^l,  iv^  selbst  constant  sind. 

Es  lässt  sich  also  die  Modulargleichung  für  w  =  5  in  jeder 
der  drei  Formen  aufstellen 

U'l  'U.f  -\-  U2  vf  =z=  2tiv 
(18)  u.fv-^  —  vU^'^  =  2u,Vi^ 

u'^v-  —  v^u^  =  2U2V2. 

Diese  Gleicliungen  lassen  sich  auch  aus  der  von  Jacobi 
(Fund.  art.  30,  gesammelte  Werke,  Bd.  1,  S.  123)  gegebenen 
herleiten. 

Wir  schliessen  diese  Betrachtungen,  indem  wir  in  den  ein- 
fachsten Fällen  die  Jacobi'schen  Modulargleichungen  aus 
diesen  irrationalen  Formen  ableiten. 

Wir  setzen  [vergl.  §.  49,  (3)] : 

tl.2  -i4/—  tli  ,  ^i/— 


,=y==Vl       ^=y'='V^, 


V2 
V 

und  eliminiren  mittelst  der  Relationen 

r8  _l_  r'8  —  1        r  y  —   * 
^''^  V2 

r  -\-y''  -=  1,   yy'  =-r 

die  Grössen  u  und  v. 

Für  n  =  3  erhält  man  aus  (13): 
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(20).  X^lß  -^  ^'2  ^'2  ^  1^ 

eine  Form  der  Modulargleichung,  die  von  Legendre  herrührt. 
Daraus,  indem  man  für  x',  y'  aus  (19)  die  Werthe  setzt, 

^^  -|-  ys  =  4^x'^iß  ~  Gx^y^  -\-  4:X^y^^ 
oder 

{x^  -  y^y=--4.{xy  -  x^y'^y 
und  indem   man   hieraus   die  Wurzel   zieht   und   das   Vorzeichen 
durch  (2  =  0  bestimmt,  findet  man: 

(21)  x^  -y^  =  2xy  -2x^y\  {n  =  '6), 
was,  abgesehen  von  dem  dort  nicht  näher  erklärten  Vorzeichen 
von  ]/A,  mit  §.  7,  (12)  übereinstimmt. 

Für  ti  =  5  folgt  aus  der  zweiten  Gleichung  (18): 
(^2  _  y2y^  ^  4.xyx'Uj'\ 
und  daraus  durch  Quadriren 

(^2  _  ^ßY  =3  16;r2^2(i  _  ^8  __  ^8  _|_  x^y^), 
was  leicht  in  die  Form  gebracht  wird 

(^2    _    2/2)2    [(^^.2   __  ^2)2   _|_    8a;2  2/2]2  =r    16^2^/2  (1    _   ^4^4)2. 

Zieht  man  hieraus  die  Wurzel,  so  folgt,  wie  oben: 

(22)  x^~y^  —  4.xy{l  —x^ y^)  +  5 ^2 ^2 (^.2 _ ^2j  =:  0     (n  =  5). 
Für  n  =  7  erhält  man,  ohne  Wurzelziehen,  aus  (8): 

(23)  xy  +  x'y'=l 
und  daraus: 

(24)  .x^-}-y^  —  Sxy(l-\-x^y''^)-\-28x'^y^(l-}-x^y^) 

—  bßx^y^(l-^x^y'')-j-70x^y^=0  (n  =  1). 


§.  79.      Zusammengesetzte  Transformationsgrade. 

Ist  der  Transformationsgrad  eine  zusammengesetzte  Zahl,  so 
kann  man  noch  andere  Transformationsgleichungen  aufstellen, 
welche  einfacher  sind  als  die,  welche  man  auf  dem  Wege  des 
vorigen  Paragraphen  gewinnt. 

Wir  führen  diese  Betrachtungen  hier  nur  in  den  einfachsten 
Fällen  durch. 

Der  ungerade  Transformationsgrad  n  sei  in  zwei  Factoren 
zerlegt 

(1)  n  =  ii'n", 

welche  zu  einander  relativ  prim  sind. 
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Es  lassen  sich  dann  jeder  Transformation  nten  Grades  von 
der  Form 

<^'      .  CD 

je  eine  und  nur  eine  Transformation  der  Grade  n\  n" 

«  C':  °>  &  l) 

zuordnen,  welche  durch  folgende  Bedingungen  bestimmt  sind: 

a  =  a'a",  d  =  d' d" 

^  ^  d"c'  =  c  (mod  a'\     d'  c"  =  c  (mod  a") 

und  umgekehrt  folgt  aus  jedem  Paar  Transformationen  von  der 
Form  (3)  nach  (4)  eine  und  nur  eine  Transformation  (2).  Nach 
(4)  sind  nämlich  zunächst  8',  d"  bestimmt  als  die  grössten 
gemeinschaftlichen  Theiler  von  d  mit  n'  und  n'\  und  darauf  wird 
c'  nach  dem  Modul  a ,  c"  nach  dem  Modul  a"  bestimmt  aus  den 
beiden  letzten  Congruenzen  (4). 

Es  kommt  nun  vor  Allem  darauf  an,  zu  zeigen,  dass  die 
Congruenzen  (4)  erhalten  bleiben,  wenn  die  Transformationen  (2) 
und  (3)  nach  §.  72,  (8)  bis  (12)  durch  die  beiden  linearen  Trans- 
formationen 

(cd,   CO   +   1),      (^09,  —   —j 

umgeformt  werden. 

Wir  setzen  nach  den  erwähnten  Formeln: 

/  6/,  0  \  /l,  0\        /  1,0\  /  a,  0\ 
\c,d  J  Vi,  1/     'V  A,  \)  \c„d  ) 

(";:")(;::)=(;■::)  (;;::.) 

/«",  0  \  /l,  0\  _  /  1,  0\  /«",  0  \ 
Vc",  d")  Vi,  \)  ~  U",  V  \cu  d") 

/  a,  0  \  /      0,  1\         /  «,  ^  \   /a„  0  \ 
\c,d  J  \-  l,0j        \r,öj  \c,,  dj 

,,,  /«',  0\  /      0,  1\  _/«',  ^'\  M,  0\ 

(6)  U',  8' A-  1,  OJ   -  i/,  ö' j  (,4  gJ 

/«",  0  \  /      0,  1\  _  /«",  ß"\  (di,  0  \ 

\c'\  d"J  V-  1,  o)  ^  Ky,  d")  {ci,  d'J' 
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Es  folgt  zunächst  aus  §.  72,  (9): 
c^  =  c-\-d  (mod  a),     c^  =  c' -^  d'  (mod  «'),    ci'  =  c"  +  d"  (mod  «"), 
woraus,  nach  (4) 

Ö"  c\  ~c"c'^d=  Ci  (mod  a') 
d'  c'i  ~d'c"  -\-d  =  Ci  (mod  a") 
in  Uebereinstimmung  mit  den  Congruenzen  (4). 

Für  die  Zusammensetzung  (6)  ergiebt  sich  nach  §.  72,  (12), 
dass  835  ^2,  Ö2  die  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  a,c; 
a',  c';  a",  c"  sind;  weil  aber  8"  relativ  prim  zu  a',  und  d" c'  ^  c 
(mod  a')  ist,  so  ist  auch  c'^  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler 
von  a'  und  c  und  aus  den  gleichen  Gründen  dl  der  grösste  gemein- 
schaftliche Theiler  von  a"  und  c,  woraus  man  schliesst,  da  a\  a" 
relativ  prim  sind: 

^2  =  ^2  ^2 ,     <^2  =  ^2  ^2  • 
Ferner  ist  nach  §.  72,  (11),  (12),  (13): 

^2  =  w  c   —  y  a,     ^2  =  —  da 

d'2  =z  a'  c'  —  y'  a\    C2  =  —  S'  «', 
also  nach  (4): 

Ö2  C2  —  C2  ^2  ^  «  «'  (ö  c'  —  c  d')  ^  0     (mod  w'), 

folglich  auch 

02  C2  —  C2  ^  0  (mod  a'2), 

in  Uebereinstimmung  mit  (4),  und  ebenso  folgt: 

^2  C2  —  C2  ^  0  (mod  «2), 
wodurch  also   der  Beweis  geführt  ist,   dass  die  durch  (4)  ausge- 
drückte Zusammengehörigkeit  der  Transformationen 


durch  Anwendung  irgend  einer  linearen  Transformation  auf  co 
nicht  gestört  wird.  Da  wir  hier  n  als  ungerade  voraussetzen,  so 
können  wir  immer  c,  d  c"  durch  16  theilbar  annehmen;  wenn  n 
und  folglich  auch  n\  n"  untheilbar  sind  durch  3,  so  können  c,  c',  c" 
auch  durch  3  theilbar  angenommen  werden.  Ist  aber  n  durch 
3  theilbar,  so  wird  von  den  beiden  Factoren  n',  n"  der  eine, 
etwa  n'\  durch  3  theilbar  sein,  der  andere,  n!^  nicht.  Es  kann 
dann  c'  noch  durch  3  theilbar  vorausgesetzt  werden,  nicht  aber 
c  und  c".  In  diesem  Falle  soll  die  Abhängigkeit  des  c"  von  c 
noch  näher  bestimmt  werden  durch  die  Congruenz 
(7)  a'c"  iZE  c  (mod  3  a"). 
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Eine  Lösimg  dieser  Congruenz  kann  man  immer  aus  einer 
Lösung  der  Congruenz  (4)  d'  c"  ^  c  (mod  a")  herleiten,  indem  man 
zu  c"  ein  Vielfaches  von  a"  hinzufügt. 

Die  Congruenz  (7)  hat  dann  nach  §.  72,  (9)  bis  (L3)  zur 
Folge : 

(8)  1  =  n'  k"  (mod  3) 

(9)  _    „    ,    ,       A^_A,ro/c^'       (mod  3). 

Es  mögen  nun  v\  v'i^  v'^^  v'\  v'i^  v'^  dieselbe  Bedeutung  für 
die  Zahlen  n\  n"  haben,  welche  den  v,  v^^  v.2  in  §.  76  (3)  für  die 
Zahl  n  gegeben  war,  nämlich: 

<■»..•; =(i)/.r~±^->"'.-©/.(^^^>  ^ 

/  2  \    .  /c'  +  &  (o\      „        /  2  \    ,  i'c"+d"(o\ 

Wir  wenden   die   Vertauschungstabelle   (4),   §.  76    auf  diese 
Functionen  an.     Da  n'  unter  allen  Umständen  durch  3  untheilbar 
ist,  so  sind  die   cubischen   Einheitswurzeln  (>',  6'  =.•  1  zu   setzen, 
während  in  Folge  der  Congruenzen  (8),  (9): 
(11)  q"  ^  Q^\     6"  =  6^' 

wird.     Wir   erhalten   hiernach   folgende    zusammengehörige  Ver- 
tauschungen : 

1 


V  V2,  Vi, 


(12) 


CO 

CO  -\-  1,  e     '^^  v'i,        e     ^*  v\ 

CO  v'\  Vi,  V2. 


n' Ttt  w rti  w  ni 

o    12     , 


^^'V'\  Q'''V2,  Q-'^'Vi 


n"  TT  i  n"  n  i  n"  rti 

CO  -\-  1,     Q""'  c~'~^^vi,    6'^'  e7~^^v'\      ö"'e"i2  ^^-^ 
welche    zusammen   mit    den    Vertauschungen    (4),   §.  76    gelten. 

Wir  unterscheiden  jetzt  zwei  Fälle. 

1.    W^enn 
(13)  (w'  +  1)  {n"  +  1)  =3  8/i  =  0  (mod  8)  ist, 

so  setzen  wir 
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79. 

(14) 

U  =  UV  v' 

V",     U,^u,v, 

vi  V{,        U2   =  U.2  V.i  V\ 

J  ^2. 

2A=  U+(- 

l)"(f/i+  U,) 

(15) 

B  = 

=  üü,  +  uu, 

'4          4 

Aus 

(12)  und  §. 

76,  (4)  erhalten 

wir  dann  folgende  : 

zusammen' 

gehörige 

Vertauschungen : 

c?, 

^.    . 

i^, 

(16) 

1 

2  u  n  i 

^-(n'  +  l)J5^ 
2  u  n  i 

«  +  1, 

ön'  +  1   e       3        ^^ 

6-  (^'  +  1)  e          3      ^_ 

Wir  wenden  nun  unser  Princip  zur  Herleitung  von  Modular- 
gleichungen  auf  diese  Functionen  an  und  bemerken  dazu  noch 
Folgendes : 

Die  in  (16)  vorkommenden  dritten  Einhcitswurzeln  sind  r=  1, 
wenn  entweder  n  durch  3  untheilbar  und  ^  durch  3  theilbar  ist, 
oder  n"  durch  3  theilbar  ist  und  n'  den  Rest  2  lässt.  In  diesen 
Fällen  ist  jede  rationale  Function  von  A  und  B  Wurzel  einer 
invarianten  Transformationsgleichung.  In  den  anderen  Fällen 
kommt  diese  Eigenschaft  dem  Cubus  einer  solchen  rationalen 
Function  von  A  und  B  zu,  bei  welchen  die  Differenzen  der  Ex- 
ponenten sämmtlicher  Glieder  einander  nach  dem  Modul  3  con- 
gruent  sind.  , 

Sind  diese  rationalen  Functionen  ganze  Functionen  und 
sind  ausserdem  ihre  sämmtlichen  Werthe  für  g  =  0  endlich,  so 
müssen  sie  einer  Constanten  gleich  sein  und  dadurch  gewinnen 
wir  Transformationsgleichungen. 

Sind  n',  n"  Primzahlen,  so  genügt  es  auch  hier  (vgl.  §.  75), 
wenn  die  negativen  Potenzen  von  q  in  der  Entwickelung  einer 
solchen  Function  nach  steigenden  Potenzen  von  q  in  dem  einen 
Hauptfall  wegfallen,  nämlich  in  dem,  wo 

gleich  sind 

/l,  Ox    /1,0\    /1,0\ 
Vo,  ni  VO,  n'r  VO,  n"r 


also 


U  =  f((o)f(n'  cö)f(n"  03)f{n'  n"  cj) ; 
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denn  aus  der  Entwickelung  für  diesen  einen  Fall  kann  man  die 
Entwickelungen  für  die  übrigen  Fälle  herleiten,  indem  man  a 
ersetzt  durch 

(17)  ^      ^      ^ 

und  dann  noch  co  um  ganze  Zahlen  vermehrt,  wodurch  keine 
negativen  Potenzen  von  q  neu  eingeführt  werden  können. 

Für  die  Durchführung  der  Rechnung  bedient  man   sich  der 
Entwickelungen 

(n>  +  1)  (n"  +  1) 

U  ^  q  24  X 

n(l+q^^-^)   (l+5(2;»-l,n'^   (l_f_^(2^»-l)«")   (1_^^(2Ä-1)«) 

in'  +  1)  (n"  +  1) 

U^=q  24  X  ^ 

(18)  //(l  —  g2/»-l)   (l_g(2Ä-l)n'j   (l_g(2^-l)n"J   (l_g(2^-l)nj 

(n^  +  1)  (n>^  +  1) 

ü,=  ^q  ^2  X 

n(l+q^^)  (l+g2Ä"')  (l+g^'»«")  (l-f-^2;.«)^ 
welche  in   den    einzelnen   Fällen    die    Potenzentwickelungen   von 
A^  B  liefern,  woraus  die  negativen  Potenzen  von  q  zu  eliminiren 
sind.     Man  berechnet  auf  diese  Weise  sehr  einfach  die  folgenden 
Gleichungen : 

w  =  15,    A  =  \ 

n  =  21,    (J.2  —  By  —  A^  0 

(19)  n  =  33,    A^  —  B  -  A  =  4. 
n  =  35,     A^  —  B  —  A^  2 

^  =  55,     A^  —  B  —  iA^  —  A  +  4:  =  0. 
2.    Wenn 

(n'  -  1)  (n"  —  1)  =  8iu  =  0     (mod  8), 
so  setzen  wir 

v'v"   '^^         ^    \v[v'^  "T-  ^>^^'J 

(20)  ,   „  ,  ,    

^  =  ^^  +  (-  1>"  f^^  +  ^^) 

und  erhalten  nach  (12)   die   zusammengehörigen  Vertauschungen 
CD,  A^  jB, 

(21)  -^,  ()i-«'J,  9*»'-^J5, 

2uni  2(1  Tti 

«    -f    1,        Ol-"'   6^~3"^,       (J"'-Ie  3-^^ 

Weber,  elliptische  Functionen.  19 
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Wir  können  daher  dasselbe  Verfahren  anwenden  wie  oben,  wenn 
wir  noch  die  Beschränkung  hinzufügen,  dass  nur  symmetrische 
Functionen  von  Ä  und  5,  d.  h.  rationale  Functionen  von  ÄB^ 
Ä  -\-  B  benutzt  werden,  weil  nur  unter  dieser  Voraussetzung 
aus  einem  der  Werthe  einer  solchen  Function  durch  die  Ver- 
tauschungen (17)  alle  übrigen  folgen.  Man  berechnet  leicht  die 
folgenden  Beispiele: 

n  =r  15,    AB  +  1  =  0 
(22)  n  =  36,     2(A  +  B)  —  ÄB  =  6 

w  =  39,     2(Ä-}-  B)  —  AB  =  3, 


Zehnter   Abschnitt. 

Die  Gruppe   der  Transformationsgleichung-en 
und  die  Gleichung  5ten  Grades. 


§.  80.     Die  Galois'sche  Gruppe  der  Transformations- 
gleichungen  für  einen  Primzahlgrad. 

Ein  eingehenderes  algebraisches  Studium  der  Transformations- 
gleichungen erfordert  die  Kenntniss  ihrer  Galois' sehen  Gruppe. 
Da  wir  die  Transformationsgleichungen  aus  den  Theilungs- 
gleichungen  hergeleitet  haben,  deren  Gruppe  uns  bekannt  ist 
(§.  66),  so  können  wir  die  Gruppe  der  Transformationsgleichungen 
gleichfalls  bilden. 

Die  Transformationsgleichungen  ergaben  sich  (§.  68)  dadurch, 
dass  die  Wurzehi  der  Theilungsgleichungen  sich  in  Reihen  ein- 
theilen  liessen,  welche  durch  die  Vertauschungen  der  Gruppe 
der  Theilungsgleichung  nicht  aus  einander  gerissen,  sondern  nur 
unter  einander  vertauscht  werden. 

Jeder  dieser  Reihen  ordnet  sich  eine  bestimmte  Wurzel  einer 
Transformationsgleichung  zu,  und  die  Gruppe  der  letzteren 
besteht  daher  aus  dem  Inbegriff  der  Vertäu  sc  hungen, 
welche  durch  die  Gruppe  der  Theilungsgleichung 
unter  den  Reihen  hervorgerufen  werden. 

Ist  der  Transformationsgrad  n  eine  ungerade  Primzahl 
j5,  so  gestattet  diese  Gruppe  eine  sehr  elegante  Darstellung,  die 
zu  weiteren  Untersuchungen  geeignet  ist,  und  wir  halten  jetzt 
diese  Voraussetzung  fest. 

Es  wurde  im  §.  68,  (3)  bereits  die  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  ermittelt,  dass  zwei  Wurzeln  der  Theilungs- 
gleichung 

19* 
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in  dieselbe  Reihe  R  gehören,  nämlich  die  Congruenz 

(2)  ^v'  —  v^'  ^  0     (niod  jö). 

Wenn  wir  nun,  wie  es  in  der  Zahlentheorie  üblich  ist 
(Gauss,  Disquisitiones  arithmeticae ,  art.  31),  durch  das  Symbol 

j    (mod  p) 

diejenige  ganze  Zahl  oder  Zahlclasse  (mod  ^)  verstehen,  welche, 
mit    b    multiplicirt,    bei    der   Theilung    durch    p    den    Rest   a  . 
lässt,   so    können   wir,   vorausgesetzt,   dass   fi',   v'  nicht   durch  p 
theilbar  sind,   die  eine  Reihe  definirende  Congruenz  (2)   auch  so 
schreiben : 

(3)  y  =  v  (■»0''^)' 

und  wir  werden  also  naturgemäss  darauf  geführt,  durch  den 
Werth  des  Verhältnisses 

(4)  &  ^  ^    (^^^^  P)^ 

r 

welches  jeder  der  Zahlen  0,  1,  ...  j)  —  1  congruent  sein  kann, 
und  welches  für  eine  ganze  Reihe  unveränderlich  ist,  diese  Reihe 
B  zu  bezeichnen.  Es  bleibt  dabei  zunächst  die  eine  Reihe  un- 
bezeichnet,  in  welcher  ^'  und  folglich  alle  v'  durch  p  theilbar 
sind,  aber  auch  diese  Reihe  ordnet  sich  der  allgemeinen  Bezeich- 
nung sehr  gut  unter,  wenn  wir,  falls  ^'  ^  0  (mod  p) 

(5)  &  ^  "^    (^^^  P) 

r 

setzen,  so  dass  wir  also  noch  eine  p  -|-  Ite  Reihe  E^  erhalten. 
Die  Gesammtheit  der  Reihen,  deren  Anzahl  p  -\-  l  beträgt,  ist 
hiernach  zu  bezeichnen  durch 

(6)  R^,  Rq,  Ri  .  .  .,  Rp-i. 

Entsprechend  werden  die  zugehörigen  Wurzeln  einer  Trans- 
formation sgleichung  mit 

(7)  v^,  V,,  ^1  .  .  .,  Vp_i 
zu  bezeichnen  sein. 

Wenn  wir  beispielsweise  die  Invariantengleichung  (§.  72)  zu 
Grunde  legen,  so  ist  (nach  den  Bestimmungen  des  §.  71,  (10) 
über  die  Zahlen  a,  c,  d) 


[§.  80.]  Gruppe  der  Transformationsgleichungen.  293 

zu  setzen,  und  ebenso,  wenn  irgend  eine  andere  Transformations- 
gleichung gewählt  wird. 

Nach  dieser.  Bezeichnungsweise  sind  wir  im  Stande,  die 
Gruppe  der  Transformationsgleichung  aus  der  der  Theilungs- 
gleichung  sofort  abzuleiten. 

Wir  setzen  zunächst  als  Rationalitätsbereich  den  Inbegriff 
der  rationalen  Functionen  von  x'^  mit  rationalen  Zalilen- 
coefficienten  fest. 

Nach  §.  66,  3.  besteht  in  diesem  Rationalitätsbereich  die 
Gruppe  der  Theilungsgleichung  aus  allen  Substitutionen,  wodurch 
fi,  fi'  in 

d^  —  h  ^' 

—  c^  -)-  a^' 
übergeführt  werden,  worin  a,  h^  c,  d  beliebige,  nach  dem  Modul  p 
genommene  ganze  Zahlen  sind,  deren  Determinante 

(9)  ^  ^  ad  —  bc 

durch  p  nicht  theilbar  ist,  und  die  Anzahl  aller  dieser  Substitu- 
tionen beträgt 

(10)  Pip-l)  (P'  -  1)  [§•  66,  (27)]. 
Daraus  ergiebt  sich  aber  nach  der  Bezeichnungsweise  (4),  (5) 

die    Gruppe    der    Transformationsgleichung    als    be- 
stehend aus  allen  durch  das  Symbol 

(11)  (.,  -_zl^fi)   («.ocl  ,) 

ausgedrückten  Vertauschun gen. 

Wir  bezeichnen  eine  Substitution  (z,  z'\  wenn 

(12)  .^^^-J(mod^) 
ist,  ähnlich  wie  früher  durch 

<■"  (:') 

und   erhalten   für   die   Zusammensetzung   zweier    solcher   Substi- 
tutionen, wenn 

'        ^'  +  ^'^"(mod^) 


a'-\-h' 

ist,  die  Regel 
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(14)  (^,  ^')  (^',  ^") 

_  /«,  b\  /a',  h'\  _  /aa'  -1-  bc',     ab'  +  Jc'\  ,      ,    , 
=  U,  d)  Kc',  d')  =  ic«'  +  3  c',     cft'  +  gg'j  (™°'^  ^'>' 
in   Uebereinstimmung   mit  der   Regel   für   die   Zusammensetzung 
zweier   Transformationen    in    §.  24.      Die    Substitution    (11)    ist 


hiernach  zu  bezeichnen  mit 


\h]  a) 


Die  durch  alle  Substitutionen  dieser  Form  [nach  (14)]  ge- 
bildete Gruppe  bezeichnen  wir  mit  ü  (Gruppe  der  linearen 
Substitutionen). 

Die  Functionen  (12)  von  0'  und  also  auch  die  Substitutionen 
(13)  bleiben  ungeändert,  wenn  die  vier  Zahlen  a,  h,  c,  d  mit 
einem  und  demselben  durch  p  nicht  theilbaren  Factor  multiplicirt 
werden,  und  daraus  ergiebt  sich  nach  (10)  die  Anzahl  dieser 
Functionen  oder  der  Grad  der  Gruppe  2 

(15)  P(P'-I), 

den  man  auch  leicht  durch  directe  Abzahlung  findet. 

Werden  in  einer  der  Substitutionen  (13)  die  vier  Zahlen 
a,  &,  c,  d  mit  einem  gemeinsamen,  durch  p  untheilbaren  Factor 
multiplicirt,  so  wird  die  Determinante  z/  mit  dem  Quadrat 
dieses  Factors  multiplicirt.  Es  bleibt  daher  nicht  die  Deter- 
minante z^,  wohl  aber  ihr  quadratischer  Charakter,  d.  h.  der 
Werth  des  Symbols 


(7) 


durch  diese  Multiplication  erhalten. 

Setzen  wir  zwei  der  Substitutionen  (13)  zusammen,  so  multi- 
pliciren  sich  ihre  Determinanten  und  hieraus  folgt,  dass  alle 
diejenigen  Substitutionen  der  Gruppe  2,  in  welchen 
z/  quadratischer  Rest  von  p  ist,  eine  Gruppe  unter 
sich  bilden,  die  wir  mit  Sq  bezeichnen  wollen. 

Die  Gruppe  2q  ist  ein  (eigentlicher)  Divisor  der  Gruppe  2 
vom  Index  2. 

Setzt  man   die  Substitutionen   von  So  zusammen   mit  irgend 

einer  Substitution  {z^  ßz)  =  (   '  n~i\  wo  ß  und   also  auch  ß~^ 

ein  quadratischer  Nichtrest  von  p  ist,   so   erhält  man   die  ganze 
Gruppe  2. 
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Ist  z/  quadratischer  Rest  von  p,  so  kann  man  einen  zu 
a,  i,  c,  d  hinzuzufügenden  gemeinsamen  Factor  so  wählen,  dass 
z/  ^  1  (mod  p)  wird,  so  dass  wir  die  Gruppe  2o  auch  darstellen 
können  durch 

(16)  ("'^),    c^S  -ßr  =  l     (mod/,). 

In  einer  dieser  Substitutionen  sind  die  Zahlen  w,  /3,  7,  8 
nach  dem  Modul  2?  bis  auf  das  gemeinsame  Vorzeichen  bestimmt. 
Der  Grad  der  Gruppe  ^o  ist 

(17)  li'(i^^-l). 

Auf  die  Form  (16)  kommt  man  aber  direct,  wenn  man  als 
die  Gruppe  der  Theilungsgleichung  nicht  die  Gruppe  %  sondern 
die  Gruppe  ^  des  §.  66  betrachtet,  d.  h.  wenn  man  j)te  Ein- 
heitsv/urzeln  dem  Rationalitätsbereich  adjungirt, 
woraus  der  Satz  fliesst: 

Die  Gruppe  So  ist  die  Gruppe  der  Trans formations- 
gleichung,  wenn  _pte  Einheitswurzeln  dem  Rationali- 
tätsbereich adjungirt  sind. 

Zur  Reduction  der  Gruppe  2  auf  die  Gruppe  So  genügt  aber 
schon  die  Adjunction  einer  zweiwerthigen  Function  und  daher 
ist  mit  der  Adjunction  der  pten  Einheitswurzeln  zu  viel  ge- 
schehen. Um  zu  erkennen,  welche  Irrationalität  nothwendig 
zu  adjungiren  ist,  dienen  die  Sätze  der  §§.  66,  68. 

Im  §.  66,  3.  haben  wir  gesehen,  dass  die  pte  Einheitswurzel 
Q  rational  darstellbar  ist  durch  die  Wurzeln  der  Theilungs- 
gleichung und  dass  durch  eine  Substitution  der  Gruppe  %  deren 
Determinante  mit  m  congruent  ist,  q  in  q^  übergeht;  ferner 
haben  wir  im  §.  68  nachgewiesen,  dass  durch  Adjunction  sämmt- 
licher  Wurzeln  einer  Transformationsgleichung  die  Gruppe  der 
Theilungsgleichung  auf  die  Gruppe  ^0  reducirt  wird,  welche  aus 
sämmtlichen  Substitutionen  der  Form 


<->  c,:) 


besteht,  wo  a  eine  beliebige,  durch  p  nicht  theilbare  Zahl  ist. 
Die  Determinanten  der  Substitutionen  von  ^0  sind  also  Quadrate 
und  sind  daher  nach   dem  Modul  p  congruent  mit  je  einem  der 

^—^ —  quadratischen  Reste  von  p. 
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Die  Summe 
(19)  A^iQ", 

worin  für  a  die  sämmtlichen  quadratischen  Reste  von  p  zu 
setzen  sind,  bleibt  daher  ungeändert  durch  die  Substitutionen 
von  5Io  und  ist  in  Folge  dessen  rational  durch  die  Wurzeln 
der  Transformationsgleichung  ausdrückbar.  Die  Summe 
Ä  bleibt  ungeändert  durch  die  Substitutionen  der  Gruppe  5ß  und 
also  auch  durch  So,  während  sie  durch  die  Substitutionen 
von  51  und  daher  auch  von  2  zwei  verschiedene  Werthe 
erhält,  nämlich,  wenn  h  die  Reihe  der  Nichtreste   durchläuft^ 

A  ist  daher  eine  zur  Gruppe  S^  gehörige  Function  und 
durch  ihre  Adjunction  wird  2  auf  So  reducirt. 

Die  Werthe  der  Summen  J.,  ^  sind  aber  bekannt  i): 

,  _-i±K(-i)  ^  V     T._-iTl/(-i)  ^  P 

A  — ^ ,    H  — 2 

Das  Vorzeichen  der  Wurzel  hängt  von  der  Wahl  der  Wurzel 
Q  ab  und  lässt  sich  bestimmen,  kommt  aber  hier  nicht  in  Be- 
tracht.    Wir  haben  daher  den  Satz: 

Die  Gruppe  der  Transformationsgleichung  ist  So? 

wenn  l/( —  1)  ^  jpdem  Rationalitätsbereich  adjungirt 
wird. 


§.  81.     Untersuchung  der  Gruppe  Sq  2). 

Die  in  So  enthaltenen  Substitutionen 

/a,  l\  (     —  c-\-  az\ 

^'^  U,  a;  =  r    a-2»^  > 

in  welchen 


^)  Vgl.  Gauss,  Disq.  arithm.  art.  356,  oder  „Summatio  serierum  qua- 
rundam  singularium",  Werke  Bd.  IL  Dirichlet-Dedekind,  Zahlenthcorie, 
Supplement  I.  Bachmann,  Die  Lehre  von  der  Krtistheilung,  XV.  Vor- 
lesung. 

2)  Ueber  die  Gruppe  der  linearen  Substitutionen  2o  ist  zu  vergleichen: 
Galois,  Liouville's  Journal,  Bd.  XL  Serret,  Algebre  supericure,  Section  IV, 
Chapitre  IV.  C.  Jordan,  Traitc  des  Substitutions.  Gierster,  Gruppe  der 
Modulargleichungen.     Mathematische  Annalen,  Bd.  18. 


[§.  81.]  Die  Gruppe  ü?o-  297 

(2)  ^  =  ad  —  bc 

quadratischer  Rest  von  2^  ist,  können,  wie  schon  oben  bemerkt, 
auf  die  Form  gebracht  werden 

worin 

(4)  aö  —  ßy  ^  1     (mod  j;), 

wir   hal)en    nur,   wenn  wir  unter  Vz/  (mod  p)   eine  ganze   Zahl 

verstehen,  deren  Quadrat  nach  dem  Modul  p  congruent  mit 
z/  ist 

a  =  aVÄ  b  =  ßV^ 

c  =  yy~Z,  d  =  8]/:Z     (modi)) 

zu  setzen.  In  der  Form  (3)  können  noch  die  Vorzeichen  von 
w,  /3,  y,  8  gleichzeitig  geändert  werden. 

Wir  fragen  nach  denjenigen  Elementen  ^,  welche  durch  eine 
Substitution  von  der  Form  (3)  ungeändert  bleiben.  Diese  werden 
bestimmt  durch  die  Congruenz 

z  =  - — — ^-     (mod  p\ 

oder 

(5)  ß^2  j^.  (^a  —  8)z  —  y  =  0     (mod  p\ 

eine  Congruenz,  die,  wenn  sie  nicht  identisch  ist,  höchstens  zwei 
incongruente  Wurzeln  hat.  Um  diese  zu  erhalten,  schreiben  wir, 
zunächst  unter  der  Voraussetzung,  dass  ß  nicht  durch  p  theilbar 
ist,  die  Congruenz  (5)  so: 

a  —  8V       /a  —  d' 


(^.  +  ^)=(^)   +^7    (moäp), 
oder  mit  Hülfe  von  (4): 

(6)    (/'^+^7-(^^y-i  (-d.). 

Demnach  sind  drei  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden: 

^-  (^4^)'-^=°     {moäp); 

dann  hat  die  Congruenz  (5)   eine  Wurzel;   es   giebt   ein   und 
nur  ein  Element  ^,  welches  ungeändert  bleibt. 
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(06  -1-  d\2 
— ^ — )  —  1  quadratischer  Rest  von  p; 

die  Congruenz  (5)  hat  zwei  verschiedene  Wurzeln,  es  giebt  zwei 
Elemente  ^,  welche  ungeändert  bleiben. 

III.      ( — ^ — j    —1  quadratischer  Nichtrest   von  ^; 

die  Congruenz  (5)  hat  gar  keine  Wurzel  und  alle  Elemente 
^  werden  umgesetzt. 

Ist  /3  ^  0,  so  hat  (5)  immer  die  eine  Wurzel  ^  =  oo;  ist 
dann  d  ^  a  und  y  nicht  ^  0  (mod  p)^  so  giebt  es  nur  diese 
eine;  in  diesem  Falle  ist  aber 

ad  =  1,     a  =  ö,     y^J    —  ^     ^^^^  ^^' 

und  die  Bedingung  I  erfüllt.  Ist  aber  gleichzeitig  y  ^  0  (mod  p), 
so  ist  die  Substitution  die  identische. 

Ist  ß  ^  0,  aber  a  —  d  nicht  ^  0  (mod  p) ,  so  hat  (5)  nocli 
eine  zweite  Wurzel;  da  jetzt  ad  ^  1  (mod  j)),  so  ist: 

(^7-'-(^')"<"'«^* 

also  quadratischer  Rest,  und  die  Bedingung  II  erfüllt.  Wir  fassen 
diese  Sätze  so  zusammen: 

Im  Falle  I  bleibt  ein  Element  oder  alle  Elemente 
ungeändert,  im  Falle  II  bleiben  zwei  Elemente  un- 
geändert und  im  Falle  III  werden  alle  Elemente 
geändert. 

Wenn  wir  eine  und  dieselbe  Substitution 

<'>  ^-C>) 

mehrmals  wiederholen,  so  entstehen  die  Substitutionen 

A,  A\  A'..., 
in  deren  Reihe  einmal  die  identische  Substitution  ( ^\  )  auftreten 
muss.     Ist  n  die  kleinste  positive  Zahl,  für  welche 

^"=  1 
ist,  so  heisst  n  der  Grad  von  A  (§.  53,  5.). 
Setzen  wir  für  ein  beliebiges  m 
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so  erhalten  wir  zur  Berechnung  der  Zahlen  w,^,  ßrm  Ym,  ^m 
folgendes  System  recurrenter  Formeln: 

/gx  «m  +  1    ==    a  «m  +  /5  7m^        ^m  +  1    =    «  ßm  +   ß  Ö,n, 

7m  +  1    =    }^  «m  +  ^  y»n,         ^m  +  1    =   T'  /^m  +   ^  ^m- 

Besonders  einfach  lassen  sich  hieraus  die  Zahlen  a,^,  /3,n, 
}^,„,  d^  im  Falle  I  berechnen. 

In  diesem  Falle  können  wir,  da  die  Vorzeichen  von  w,  /3, 
y^  d  alle  gleichzeitig  umgekehrt  werden  dürfen,  annehmen 

a  -{-  d  ^  2.     Cid  —  ßy  ^  l  (mod  p% 
und  so  erhalten  wir  aus  (8): 

«2  =  —  1  +  2  a,  ß^  =  2ß 

^2  =  -   1  +2^,  r,  =  2y  ' 

e,3^_2  +  3«,  ft^3/3     ^^"^^^^' 

d,  =  -2  +  3d\  73  =  3r 

woraus  durch  den  Schluss  von  m  auf  m  -\-  1  gefolgert  wird 
(9)         ""'  =  —  (w  —  1)  +  moc,     ßm  =  mß 

^m  ^  —  (w  —  1)  +  ^>*^,      7ni  ^  my     ^"^^    ^^' 
Hieraus    ersieht    man,    dass    die    sämmtlichen  Ä"' 
wieder  zum  Falle  I  gehören,  und  dass  j?  der  Grad  von 
J.  ist. 

Die  analoge  Betrachtung  der  beiden  anderen  Fälle  ist  von 
Serret  durchgeführt,  erscheint  aber  für  unseren  Zweck  ent- 
behrlich. 

Dagegen  wollen  wir  hier  noch  den  Satz  hinzufügen,  dass 
die  ganze  Gruppe  ^^  sich  zusammensetzen  lässt  aus 
den  beiden  folgenden  speciellen  Substitutionen 

'■»)     /=(!::)-=(_::;> 

Der  BeAveis  ergiebt  sich  aus  §.  25,  wenn  man  beachtet,  dass 
zu  jedem  der  Bedingung  ad  —  ßy  ^  l  (mod  p)  genügenden 
Zahlensystem  a,  /3,  y,  d,  sich  das  Zahlensystem  cc',  ß\  y\  Ö'  so 
wählen  lässt,  dass 

{^,'/^)^Q/s)  i-^oA^»  unä  a'ö'  -  ß'r'  =  1 

wird.  Es  sind  also  alle  Substitutionen  von  So  unter  den  in  §.  25 
betrachteten  enthalten.  Wir  können  hier  aber  auch  leicht  die 
Zusammensetzung    einer    beliebigen    Substitution    in    2q    aus   A 
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und  B  wirklich  darstellen,    und   so   unabhängig    von   §.  25    den 
Beweis  führen. 

Denn  wenn  zunächst  c  eine  beliebige,  durch  p  nicht  theil- 
bare  Zahl  ist,  so  ergiebt  sich  durch  wirkliche  Ausrechnung 
leicht 

(11)    A'  =  (^^  ^\    C=  Q  ^^  =  A-'^BA-^BA-'^'b, 

und   sodann,  wenn  (  /  ^)  eine   beliebige  Substitution  in  So  ^^d 
ß  von  0  verschieden  ist: 

<".  cö=GV.,;)(;:;-.)(-;:;)cv-;> 

und  wenn  /3  =  0  ist: 

c:-.)=C;:-.)Ci:> 

Es  ist  aus  diesem  Satz  zu  schliessen,  dass,  wenn  eine  in 
So  enthaltene  Gruppe  die  zwei  Substitutionen  A^  B 
enthält,  sie  nothwendig  mit  2o  identisch  sein  muss. 


S-  82.     Eigentliche  Divisoren  der  Gruppe  !2o- 

Nach  den  Sätzen  des  §.  57  ist  es,  um  die  etwa  möglichen 
Reductionen  der  Transformationsgleichung  kennen  zu  lernen,  vor 
Allem  erforderlich,  die  Divisoren  der  Gruppe  So  zu  untersuchen. 
Wir  fragen  zuerst  nach  der  Existenz  eines  eigentlichen 
Divisors  ^  von  Sq. 

Ist 

<■>  «=(^9 

irgend  eine  von  der  identischen  Substitution  verscliiedene  Substi- 
tution in  ^,  so  ist,  nach  dem  Wesen  des  eigentlichen  Divisors, 
jede  Substitution 

(2)  ,  U  =  TST-' 

gleichfalls  in  R  enthalten,  wenn 


eine  beliebige  Substitution  in  So  ist. 
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Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  T  und  |  so  zu  bestimmen,  dass 

wird.     Diese  Bedingung  kann  auch  so  geschrieben  werden: 
(a\  ß'\  /a,  ß\_/      0,  1\  /«',  ß'\ 

\r\  s'J  \r,  ö)  -\-i,U  Vr',  s'J' 

und  führt  zu  den  Congruenzen: 

1.  a'ci  4  ß'y  =  y' 

2.  a'ß^ß'8  =  ö' 

4.  //3  +  d'd  =  -  /3'  +ö'| 
und  aus  1.  und  2.  folgt  noch 

5.  w'  =  /^  —  6'y 

Setzt  man  diese  VVerthe  in  (5)  8.  und  4.  ein,  so  folgt: 
/  (cc  +  ö  —  I)  =  0 

woraus,  da  >',  ö'  nicht  beide  durch  p  theilbar  sein  können,  folgt: 

(7)  I  =  w  +  d     (modju); 

ist  I  so  bestimmt,   so   folgen  in  (5)  die    Congruenzen   3.,   4.  aus 
1.,  2.     Setzt  man  aber  y',  ö'  aus  1.,  2.  in 

(8)  a'6'  —  ß'y'  =  l     (mod  jü) 
ein,  so  erhält  man 

(9)  w'2/i  +  a'  ß'  {8  —  a)  —  ß'^y  -     1     (mod  j)). 

Ist  hieraus  «',  /3'  bestimmt,  so  sind  alle  in  (5),  und  also 
auch  in  (2),  (4)  ausgesprochenen  Forderungen  befriedigt. 

Es  handelt  sich  also  nocli  darum,  nachzuweisen,  dass  die 
Congruenz  (9)  immer  lösbar  ist. 

Diese  Möglichkeit  ist  evident,  wenn  ß  oder  —  y  quadratischer 
Rest  von  p  ist;  denn  dann  genügt 

VJ^\     ß'^0 

oder  «'  zE  0,  ß'  ~-  V~  y 

der  gestellten  Forderung. 

Im  Weiteren  ist  nun  zu  untersclieiden,  ob  die  Substitution  >S' 
zur  Classe  I,  II,  III  des  vorigen  Paragraphen  gehört. 


'^         '^  (mod  j)) 
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Ist  zunächst 


1.  (^L^J^i     (.„od^). 


SO  gellt,  wenn  wir  S^  an  Stelle  von  S  setzen,  ß  in  m/3,  y  in  my 
über,  und  es  lässt  sich  m  immer  so  bestimmen,  dass  mß  oder 
—  my  quadratischer  Rest  von  p  wird. 

Hierher  gehört  auch  der  Fall,  dass  ß  ^  0  oder  y  ^  0  und 
a  E^  d  (mod  p)  ist. 

Ist  dagegen  ß  ^e  0  und  a  —  d  nicht  durch  p  theilbar,  so 
kann  man  in  (9)  ß'  beliebig  wählen  und  dann  a'  aus  einer  Con- 
gruenz  ersten  Grades  bestimmen. 

Ist  ß  nicht  durch  p  theilbar,  so  setze  man  (9)  in  die  Form 

(10)  [.'ß + ß'  (^)j  ^  ^ + ß'im^j  - 1]  (mod^), 

und  wenn  nun 

(cc  -4-  d\^ 
— ^ — j  —  1  quadratischer  Rest  von  p  ist,  so  bestimme 

man  ß'  aus  der  Congruenz: 

wodurch  (10)  übergeht  in 

«'^  +  ^'(4^)^  +  4^     (modH 

und   woraus   a'   bestimmt   werden   kann,    welcbes   Zeichen   auch 
gewählt  wird. 
Ist 

III.  ( — - — j  —  1  quadratischer  Nichtrest  von  p  und  zu- 
gleich ß  quadratischer  Nichtrest,  so  lässt  sich  immer  ein  Nicht- 
rest V  so  bestimmen,  dass  ß  -\-  v  quadratischer  Rest  wird ;  denn 
lässt  man  v  in  /3  -|-  i.»  die  Reihe  der  Nichtreste  durchlaufen ,  so 
können  nicht  lauter  Nichtreste  entstehen,  weil  unter  diesen 
auch  ß  sein  müsste. 

Dann  kann  man  ß'  so  bestimmen,  dass 

ß"[(^'^J-l]^v    (moAp), 
und  dann  a'  aus 

«'/5  +  /3'  (4^)  =  +  VWT^     (mod  p). 
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Hieraus  folgt: 

In    einem    eigentlichen    Divisor   ^   der    Gruppe  So 
muss  gewiss  eine  Substitution   ü  von  der  Form 

vorkommen. 

Es  sei  zunächst  |  von  Null  verschieden  (mod  p). 

Nach  dem  Begriff  des   eigentlichen  Divisors   enthält  51  auch 
die  Substitution 

0^.    c; -;)(_:;;)(_::;)=( J:i) 

und  folglich  auch 

(")  (-:;i)(J:;)=Gi;)-'«"B«'.«. 

also  auch  A  und  alle  seine  Potenzen.     Daher  enthält  ^  auch 

(")      (;;;)(_;;[) -(_;:'.■+,) 

für  ein  beliebiges  i^,  d.  h.  die  Substitution  (11)  für  jedes  beliebige 
I  und  mithin  auch 


=(-;;J> 


Demnach  ist  nach  dem  Satze  des  vorigen  Paragraphen  die 
Gruppe  ü  mit  So  identisch. 

Es  bleibt  noch  die  Möglichkeit  zu  erörtern,  dass  in  (11) 
1  =  0  ist. 

In  diesem  Falle  enthält  die  Gruppe  ^  also  die  Substitution 

und  folglich  auch,  für  ein  beliebiges,  durch  p  nicht  theilbares  a 
/      0,      a\/      0,  1\  /O,  -  «\  /O,  -  1\  __  /«^  0     \ 
~  V-  «-S  O;  V-  1,  O;  \a-\    Oj  Vi,        Oj        \  0,  a-V 
Daraus  leitet  man  als  in  ^  enthalten  noch  weiter  ab: 

Wenn  nun  ^9  grösser  ist  als  5,  so  kann  man  a  so  annehmen, 
dass  cc*  —  1  nicht  durch  p  theilbar  ist;  dann  enthält  also  ^  auch 
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die  Substitution  A  und  ihre  Potenzen  und  mithin  ist  ^  mit  So 
identisch. 

Ist  p  =  5,  so  ist  04*  —  1  immer  durch  p  theilbar,  also  dieser 
Schluss  nicht  anwendbar. 

In  diesem  Falle  folgt  aber  aus  dem  Begrifi'  des  eigentlichen 
Divisors  als  in  5?  enthalten: 

/l,        1\   '      0,  1\  /-  2,  -  1\  /      0,  IN  _  /-  2,  0\ 
V2, -2A-1,  oA-2,       \J\-i,o)-~\     0,  2> 

(-:,i)(-;;;)ej)  (;:?)= (.;::> 

d.  h.  Ä  und  mithin  alle  Potenzen  von  Ä^  woraus  wie  oben  zu 
schliessen,  dass  ^  mit  S^  identisch  ist.    Wir  haben  also  den  Satz: 

Ist  p  >>  3,  so  hat  die  Gruppe  So  keinen  eigentlichen 
Theiler. 

Im  Falle  ^  =  3  enthält  ^  gleichfalls 


also  auch 


und  es  bilden  auch  in  der  That  die  vier  Substitutionen 

(-.    (i  :).(-::;>(-:;!)(;:-;) 

einen  eigentlichen  Divisor  von  So  vom  Index  3. 

Im  Falle  j)  =  3  ist  die  Gruppe  S«  identisch  mit  der  soge- 
nannten alternirenden  Gruppe  der  Vertauschungen  von  vier 
Elementen,  d.  h.  mit  der  Gruppe  derjenigen  Vertauschungen, 
welche  das  Differenzenproduct  der  vier  Elemente  ungeändert 
lässt.  Es  ist  dies  die  Gruppe  einer  beliebigen  Gleichung 
vierten  Grades,  wenn  die  Quadratwurzel  aus  der  Discriminante 
dem  Rationalitätsbereich  adjungirt  wird.  Der  Divisor  (16)  dieser 
Gruppe  vom  Index  3  liefert  dann  die  in  der  Algebra  bekannte 
cu])ische  Kesolvente  der  bicpiadratischen  Gleichung. 

Eine  zur  Gruppe  (16)  gehörige  Function  der  Wurzeln 
^^,  Vq^  ^»1,  V2  der  Transformationsgleichung  für  den  vierten  Trans- 
formationsgrad ist  z.  B. 

oder 

(^<.   —  ^o)  K  —  ^2). 


[§.  83.]  Upeigentliche  Divisoren  von  Sq-  ^Ö5 

Der  Unterschied  zwischen  diesen  beiden  Functionen  ist  der, 
dass  die  erstere  durch  die  Substitution  der  Determinante  —  1 


r;;:) 


ungeändert  bleibt,  während  die  zweite  dabei  ihr  Zeichen  ändert. 
Die  erstere  wird  daher  zu  einer  Gleichung  dritten  Grades  mit 
rationalen  Coefficienten  führen,  während  in  der  cubischen 
Gleichung  für  die  zweite  noch  V—  3  auftritt  (§.  80). 


§.83.    Uneigentliche   Divisoren   von   Sq. 

Wir  fragen  nun,  indem  wir  den  Fall  j9  =  3  bei  Seite  lassen, 
nach  den  uneigentlichen  Divisoren  der  Gruppe  2o,  deren  Index 
kleiner  als  p  -{-  1  ist;  von  der  Existenz  solcher  Divisoren  hängt 
die  Möglichkeit  der  Bildung  von  Resolventen  der  Transformations- 
gleichung ab,  deren  Grad  niedriger  ist  als  jp  -|-  1. 

Zunächst  lässt  sich  zeigen,  dass  der  Index  eines  Divisors  R 
von  So  niemals  kleiner  als  p  sein  kann. 

Es  sei 

(1)  ^   =    Sq^    5i,   .    .   .    Sv^l 

irgend  ein  Divisor  von  So  vom  Grade  v,  und,  wenn  es  möglich  ist 


(^)  '-Cr:') 


eine  Substitution  joten  Grades,  welche  in  So,  aber  nicht  in  ^  vor- 
kommt. Es  kann  dann  auch,  da  p  Primzahl  ist,  keine  niedrigere 
Potenz  von  T  als  die  j9te  in  ^  vorkommen.     Die  Reihen 

(3)  ^,     TSl,     T'^...,     T^-'^ 

enthalten   lauter   von    einander    verschiedene    Elemente 

T  Sk^  und  demnach  ist 

_         p2    —    1 

also  der  Index  von  ,^?,  d.  h.  der  Quotient 

p'—^--v 
gleich  oder  grösser  als  p. 

Weber,  elliptische  Functionen.  20 
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Ein  Divisor  ^  von  2^^  dessen  Index  kleiner  als  p  ist,   mnss 
daher   sämmtliche  Substitutionen  plen  Grades   enthalten,   also 
auch  (§.  81)  alle  Substitutionen  T,  in  welchen 
(4)        '  a-+-  ö  =  2     (mod  p) 

ist. 

Demnach  enthält  eine  solche  Gruppe  t^l  zunächst  die  Substi- 
tution 

und  ihre  Potenzen;  ebenso  die  Substitutionen 

(o'i)'    (-  i^o)' 

und  folglich  auch 

Wenn  aber  die  Substitutionen  Ä^  B  in  ^  enthalten  sind,  so 
muss  ^  nach  §.81  mit  So  identisch  sehi.    Wir  haben  also  den  Satz: 

Der  Index  eines  Divisors  von  So  kann  nicht  kleiner 
als  p  sein. 

Unser  Problem  beschränkt  sich  also  auf  die  Frage  nach  den 

Divisoren  von  2o  vom  Index  p  oder  vom  Grade  ~ — 

Es  sei  ^  ein  solcher  Divisor  und  Sq^  S^,  .  .  .  Sv~i  seien 
seine  Elemente,  so  dass  die  Zahl  v  den  Werth 

<v,  .  =  *V 

hat. 

Da  der  Grad  eines  jeden  Elementes  einer  Gruppe  immer  ein 
Theiler  vom  Grade  der  Gruppe  ist,  so  kann,  da  v  durch  j)  nicht 
theilbar  ist,  in  51  kein  Element  vom  Grade  p  vorkommen, 
nehmen  wir  also  für  T  die  Substitution  vom  Grade  p: 

1,0^ 


(^)  ^  -=  VI,  1/ 

SO  lässt  sich  die  Gruppe  !^o  in  die  ^9  Reihen  zerlegen: 
(9)  i^o  -=  ^^,     Ä^,    A'^1...,     A^-'R. 

Mit  Sl  sind  von  demselben  Grade,  also  auch  von  demselben 
Index  alle  seine  conjugirten  Divisoren 

TkT-\ 
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Es  sei  nun  g  eine  primitive  Wurzel  der  Primzahl  j),  und 

eine  Substitution,   welche  offenbar  vom  Grade  -— ^r —  ist.    Diese 

muss,  wie  jede  Substitution  von  2^  i  ii^  einer  der  Reihen  (9) 
vorkommen;  d.  h.  es  giebt  eine  Substitution  5^  in  ^  und  einen 
Exponenten  A,  so  dass 

(11)  (7=  A'S,    S=.A-'  C. 

Es  lässt  sich  aber  y  weiter  so  bestimmen,  dass 

(12)  A'-'CA-'^C, 
man  erhält  dafür  die  Bedingung 

r{9  —  g-^)  =  ^9    (mod  ij\ 
welche,   da  ^:>  >  3  ist,  immer   befriedigt   werden    kann;   danach 
ist  aber  wegen  (11) 

C  =  A'SA-\ 

Es  kommt  also  C  in  dem  mit  ^  conjugirten  Divisor  A^  ^  A~'^ 
vor,  und  wir  können  also,  indem  diese  Gruppe  an  Stelle  von  ^ 
gesetzt  wird,  unbeschadet  der  Allgemeinheit  annehmen,  ^  ent- 
halte selbst  die  Substitution  G. 

Es  kann  nun  in  ^  die  Substitution 


B 


LH) 


entweder  vorkommen  oder  nicht  vorkommen.  Im  ersten  Fall 
entliält  ^  auch  alle  aus  B  und  C  zusammengesetzten  Substi- 
tutionen, die  sämmtlich  von  einer  der  beiden  Formen  sind 

(■»)('»:  :4     o*)(_;:r>-«.v..'-^. 

und  deren  Anzahl  p  —  1   beträgt.     Im   ersten  Fall   entliält   also 
^  alle  Substitutionen  von   der  Form  (13),   (14),   im  zweiten  alle 
Substitutionen  der  Form  (13)  und  keine  der  Form  (14). 
Es  sei  nun 


05)  F=.(;;J) 


eine   in  ,0^  enthaltene  Substitution,   die  weder  in   der  P'orm  (13), 
noch  in  der  Form  (14)  enthalten  ist,  bei  der  also  weder  a  und  d 

20* 
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noch  ß  und  y  zugleich  congruent  mit  0  sind.  Dann  sind  die 
sämmtlichen  Substitutionen  der  Form 

wenn  r,  s  beide  die  Reihe  der  Zahlen  durchlaufen 
0   )    2  ^-^ 

in  ^  enthalten  und  alle  von  einander  verschieden.  Denn 
sind  zwei  unter  den  Substitutionen  (16)  einander  gleich,  so  muss 
es  auch  eine  unter  ihnen  geben,  welche,  ohne  dass  r,  s  ver- 
schwinden, mit   V  identisch  wird.     Dies  verlangt  aber 

a  =  ±  ag-  +  %        ß  =  ±  ßg^'^        ^      ^     ^ 

y^±yg~r^s^       ^^^^^-r-s       i^^d  p), 

wo  in  allen  vier  Formeln  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen 
gelten,  also,  da  weder  a  und  ö,  noch  ß  und  y  gleichzeitig  ver- 
schwinden, 

r  -\-  s  ^  0^  r  —  s  ^  0,  (mod  p  —  1), 

oder    r  -)-  s  ^  —— — ,       r  —  s  ^  —^ — ,       (mod  p  —  1), 
also  in  beiden  Fällen 

r  ^  0,     s  ^  0  (  mod  ^—- —  V  w.  z.  b.  w. 

In  der  Form  (16)  sind  also  (^—^ — )  verschiedene  Substi- 
tutionen enthalten.  Ist  damit  die  Gruppe  ^  noch  nicht  er- 
schöpft, so  wähle  man  eine  nicht  in  (13),  (14),  (16)  enthaltene 
Substitution   V  und  bilde  in  gleicher  Weise  die  Reihe 

(17)  C'V'C\ 

welche  nur  Substitutionen  enthält,  welche  sow^ohl  unter  sich  als 
auch  von  den  in  (13),  (14),  (16)  enthaltenen  verschieden  sind, 
und  fahre  auf  diese  Weise  fort,  bis  die  ganze  Gruppe  ^  er- 
schöpft ist. 

Bezeichnen  wir  die  Anzahl  der  auf  diese  Weise  gebildeten 
Reihen  (16),  (17)  .  .  .  mit  q,  so  ergiebt  sich  also  der  Grad  der 
Gruppe  ^: 

1.    wenn  B  in  ^  nicht  vorkommt: 
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2.    wenn  B  in  ^  vorkommt: 

und   diese  Zahl   soll   also   nach   der  Forderung  unserer  Aufgabe 

_(i^-l)(g  +  l). 
2 

sein.     Hieraus  aber  ergiebt  sich,  class  der  Fall  1.  unmöglich  ist, 
denn  es  müsste  in  diesem  Falle 

also 

sein,  was  wir  ausgeschlossen  haben. 

Im  Falle  2.  aber  folgt  für  jedes  beliebige  p: 

Daher  muss  in  ü  jedenfalls  die  Substitution  B  vorkommen, 
und  die  gesuchte  Gruppe  ist  durch  (13),  (14),  (16),  (17)  er- 
schöpft. 

Wir  zeigen  zunächst,  dass  in  den  beiden  Substitutionen 
F,  V'  der  Gruppe  ^  keine  der  Zahlen  «,  ß,  y,  d,  «',  ß\  y\  d'  con- 
gruent  0  sein  kann. 

Es  kommt  nämlich,  wie  wir  schon  gesehen  haben,  in  ^ 
nicht  vor 

C::> 

wenn  y  von  0  verschieden  ist,  also  auch  nicht 
/«,  0     W    1,  0\        MO     \ 

Vo,  a-v  V^r,  1/      \r,  «-V' 

wenn  a  beliebig  ist;  und  folglich  auch  nicht 

/«,  0     \  /       0,  1\         /  0,  a\ 

Vr,  «-V  V—  1,  o;  V-  ^-^  yJ 

(     0,  i\/«,o    \  /     r,  «-^ 

V-  1,  oy  Vr,  «- V  V—  «,  0   ; 

/(),  -  i\  /        0,      «\  /«-\  y\ 

VI,        {))\-  a    \  —  y)        VO,       «/ 
worin  alle  Substitutionen  y      sA  enthalten  sind,  in  welchen  eine 
der  vier  Zahlen  a,  /3,  7,  Ö  congruent  mit  0  ist. 


310  Zehnter  Abschnitt.  [§•  Ö3.] 

Die  Substitutionen  des  Systems  (16)  bezeichnen  wir  jetzt  mit 


(mod  p). 


und  setzen 

(18)  J  =  ai/-  +  ^     Q  =  a-'ßg-^% 

(19)  ad  ^  m^     ßy  ^m  —  1, 

m  ändert  sich  nicht,  wenn  V  durch  eine  beliebige  Substitution  des 
Systems  (16)  ersetzt  wird.  Die  Zahl  m'  soll  die  entsprechende 
Bedeutung  für  das  System  (17)  haben;  J  kann  in  jedem  dieser 
beiden  Systeme  jeden  der  Wertlie 

(20)  },%...  p-l 

annehmen,  und  q  durchläuft,  je  nachdem  a-'^ ß  quadratischer 
Eest  oder  Nichtrest  ist,  in  einem  System  die  Reihe  der  Reste 
oder  der  Nichtreste.  Die  Aenderung  des  Vorzeichens  von  | 
giebt  keine  neue  Substitution  W.  Hiernach  können  wir  W  so 
darstellen: 

Da  nun  das  Quadrat  von   W 

~  Vi-2^-u>>^-i)(^'+*^o,  [(m-i)i-^+m-']i"2/ 

zu  R  gehören  muss,  so  ist  es  unter  einem  der  Systeme  (13),  (14), 
(16),  (17)  enthalten,  so  dass  sich  folgende  vier  Mciglichkeiten 
ergeben : 

1.  1'-^  4-  7n  =  0 

2.  |2  _|_  „i  _  1  ^  0^     (^1)1  ._  ij|2  _|_  ^ri^2  ^  0 
^'^'^^          3.    (g2  _^  ^^  _   1)  i(jn  _  1)|2  _j_  ^^2]  =  ni^-2 

4.  (|2  -^  m  —  1)  [(m  —  1)  ^'^  -[-  w2]  =  m'|2 

und  jeder   der  j;  —  1  Werthe  (20),   für   |   gesetzt,   muss   einem 
dieser  vier  Fälle  genügen.     Wenn   eine  der  Congruenzen  (22),  2. 
erfüllt  ist,  so  muss   die  andere  daraus  folgen,    was  nur  möglich 
ist,  wenn 
(23)  2  m  =  1,    |-^  =  m     (mod  p). 

Nun  hat  eine  Congruenz  in  Bezug  auf  einen  Primzahlmodul 
höchstens  so  viele  incongruente  Wurzeln,  als  der  Grad  der 
Congruenz  beträgt;  1.  und  2.  können  also  höchstens  für  je  zwei, 
3.  und  4.  höchstens  für  je  vier  Werthe  von  J  befriedigt  sein;  also 
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giebt   es   im  Ganzen   höchstens  12  Werthe  von  J,   welche    einer 
der  vier  Congruenzen  (22)  genügen. 
Daraus  folgt: 

p-l^  12,    p  ^  13. 

Ist  aber  p  =  13,  so  muss  jede  der  Congruenzen  (22)  die 
Maximalzahl  von  Wurzeln  haben;  es  muss  also  auch  2.  für  zwei 
Werthe  von  |  befriedigt  sein;  dann  niüsste  nach  (23)  m  ^  7, 
l"-^  ^  7  (mod  13)  sein,  was  unmöglich  ist,  da  7  quadratischer 
Nichtrest  von  13  ist. 

Ein  Divisor  von  2^^  vom  Index  p  existirt  also  nicht, 
wenn  ^j  >>  11  ist. 


§.  84.     Divisoren  von  2o  vom  Index  p  für  p  ^=  5,  7,  11. 

Es  bleibt  die  Möglicld?:eit  übrig,  dass  für  j;  =:  5,  7,  11  Divi- 
soren von  2^)  vom  Index  p  existiren. 

1.  jj  =  5.  Wir  untersuchen  zunächst  den  Fall  p  ^=  5.  Da 
m  und  m  —  1  nicht  congruent  0  sein  können,  so  bleiben  für  m 
die  Annahmen 

m  ^  2,  3,  4     (mod  p). 

Ersetzen  wir  aber  die  Substitution   W  §.  83,  (21)  durch 

wodurch  m  in  1  —  m  übergeht ,  so  kommt  der  Fall  m  ^  4  auf 
den  Fall  m  ^  2  zurück. 

Für  ]ii  ^  2  ist  aber  (23),  §.  83  nicht  erfüllt,  und  von  den 
Congruenzen  (22)  ist  keine  möglieb,  da  +  2  Nichtreste  von  5  sind 
und  die  linken  Seiten  von  (22),  3.,  4.  sich  für  m  =  2  auf  |^  —  1 
reduciren,  was  für  jedes  von  Null  verschiedene  h,  durch  5  theil- 
bar  ist.     Es  bleibt  also  nur  übrig,  dass 

(25)  .        m  ^  3,     m'  ^  3     (mod  5) 

und  die  beiden  Systeme  W,  W\  [§.  83,  (16),  (17)J  können  sich 
nur  dadurcli  von  einander  unterscheiden,  dass  a—^ß  und  also 
auch  Q  in  dem  einen  quadratischer  Rest,  in  dem  anderen  quadra- 
tischer Nichtrest  von  5  ist.  Die  gesuchte  Gruppe  besteht  also, 
falls  sie  existirt,  aus  den  12  in  den  drei  Formen 
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enthaltenen  Substitutionen,  worin 

J  =  1,  2,     rj  =  ±l,±2     (mocl  5) 
zu  setzen  ist. 

2.  i)  =  7,  11. 

Da  —  1  für  p  =  7,  11  unter  den  quadratischen  Nichtresten 

zu  finden  ist,  so  gehört  die  zusammengesetzte  Substitution  TTB, 

.(24),  zu  den  W  [weil  der  quadratische  Charakter  der  in  (18),  §.  83 

mit  Q  bezeichneten  Grösse  in  W  und   WB  der  entgegengesetzte 

ist].     Daraus  folgt  für  diese  beiden  Fälle: 

(27)  m  +  m'  =  1     (mod  jj). 

Für  jP  =  7  bleiben  also,  da  die  Vertauschung  von  m  mit  m' 
nichts  Neues  liefert,  die  drei  folgenden  Möglichkeiten: 

1.  m  ^  2,  m'  ^  6.       2.  m  ^  3,   m'  ^  5.      3.  m  ^  4,   m'  ^  4. 

Im  Falle  1.  ist  von  den  Congruenzen  §.  83,  (22),  1.  und  2.  un- 
möglich; also  müsste  für  jedes  J  eine  der  beiden  Congruenzen 
3.,  4.  erfüllt  sein,  welche  hier  lauten: 

(r+l)ß^  +  4)  =  2|2,  6|2     (mod  7), 
deren  keine  für  |  ^  1  erfüllt  ist. 

Im  Falle  3.  ist  (22),  1.  nicht  erfüllbar  und  (22),  2.  ist  für 
|2  ^4  erfüllt;  daher  muss  für  |2  ^  i  ^  2  die  Congruenz  (22), 
3.  oder  4. 

(S2  +  3)(3|2_p2)  =  4|2     (mod  7) 
erfüllt  sein,   was  wieder   nicht  der  Fall   ist.     Es  bleibt  also  für 
2)  =  1  allein  übrig: 

(28)  m  =  3,     m'  =  5     (mod  7). 

Für  j;  =  11  ist  von  vornherein  die  Möglichkeit  auszu- 
schliessen,  dass  die  Congruenzen  (22),  2.  erfüllt  seien,  weil  in 
diesem  Falle  in  Folge  von  (23)  und  (27): 

m  ^  m' 
sein  müsste;   dann  wären  (22),  3.,  4.   nicht   verschieden   und  die 
Congruenzen   (22)    könnten    zusammen   höchstens   acht   Wurzeln 
haben  und  nicht  zehn,  wie  es  doch  sein  müsste. 

Es  müssen  also  die  Congruenzen  (22),  1.,  3.,  4.  jede  die 
Maximalzahl  von  Wurzeln  haben,  und  es  muss,  damit  1.  erfüllt 
sei,  m,  und  aus  gleichen  Gründen  m'  quadratischer  Nichtrest  von 
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11  sein.     Dieser  Bedingung  und  gleichzeitig  der  Bedingung  (27) 

genügen  aber  nur  die  beiden  Zahlen 

(29)  w,  m'  =  2,-1     (mod  11). 

Die  gesuchten  Gruppen  bestehen  also  in  diesen  beiden 
Fällen,  falls  sie  existiren,  aus  folgenden  Substitutionen: 

^^""^  Vo,  i-V'  \^^  0/  \:n-'Q-\  3|-V'  V-  3|-^  2^-^q~^) 

I  =  1,  2,  3     (mod  7), 
p  =  11 

^^^^  (o,  i-v  (-  i-\  o)  (j-i  ^-1, 2r7'  (-  2  j-s  ^-l(>-0 

I  =  1,  2,  3,  4,  5  (mod  11); 
p  durchläuft  in  (30)  und  (31)   entweder   die  Reihe   der  quadra- 
tischen Reste  oder   die  der  Nichtreste,   so  dass   man   für  p  =^  1 
oder  11  je  zwei  Gruppen  vom  Index  p  erhält. 

Dass  die  in  (26),  (30),  (31)  zusammengestellten  Substitutions- 
systeme wirklich  Gruppen  constitüiren ,  lässt  sich  durch  directe 
Zusammensetzung  auf  verschiedene  Arten  nachweisen.  Einfacher 
gelangt  man  zu  diesem  Beweise  aber  dadurch,  dass  man  Func- 
tionen der  Vz^  §.  80,  bildet,  welche  durch  die  Substitutionen  dieser 
Systeme  ungeändert  bleiben,  und  durch  die  Substitutionen  von 
^0  überhaupt  nur  p  verschiedene  Werthe  erhalten. 

Die  Systeme  (26),  (30),  (31)  lassen  sich,  wie  aus  ihrer  Ent- 
stehungsweise hervorgeht,  durch  wiederholte  Anwendung  von 
B,  C,  U^  U'  zusammensetzen,  wenn  U^  U'  irgend  zwei  specielle 
Substitutionen  TF,  W'  sind.  P'ür  p  =  h  gehört  Jj'^  und  für 
^9  :=:  7,  11  gehört  ÜB  zu  den  W\  so  dass  U'  noch  weggelassen 
werden  kann.  Wählen  wir  U  irgendwie  beliebig,  und  nehmen 
für  die  primitive  Wurzel  g  in  C  für  p  =  h^  7,  11  bezw.  2,  —  2, 
2,  so  können  wir  (26)  zusammensetzen  aus: 

5) 
11), 


'<- 

o,i\ 
■  1,  o> 

^■=e:> 

"=(';:)    (' 

(30)  aus: 

--(- 

o,i\ 
-  1,  o> 

-=G::> 

^=(±^:f')(" 

(31)  aus: 

--(- 

o,i\ 

-  1,  Oyl' 

^■=(o:c). 

^' =(.:;?')<'• 
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WO  in  den  beiden  letzten  Fällen  aus  den  doppelten  Vorzeichen 
die  oben  erwähnten  zwei  verschiedenen  Gruppen  entspringen. 

Wir  stellen  nun  die  diesen  Substitutionen  entsprechenden 
Vertauschungen  der  Indices  s  zusammen  [§.  81,  (3)]. 

l)  =  5: 


oc,       0,       1, 

9 

3,     4 

0,   x>,     4, 

9 

3,     1 

{Ji) 

CO,     ü,     4, 

3, 

%     1 

(C) 

4,     1,     2, 

0, 

^,     3 

(,U) 

Es  werden  also  durch  i),  C\   U  die  Indexpaare 
(oc,ü),     (1,4),     (2,  3) 
nicht  auseinander  gerissen,  sondern  nur  unter  einander  vertauscht. 
Ueberdies  werden  jedesmal  in  zweien  dieser  Paare  die  Elemente 
vertauscht.     Bilden  wir  daher  eine  Function  wie 

(32)  V  =  (v^  -  V,)  (V,  -  V,)  (V,  -  V,), 

so  bleibt  diese  durch  i>,  0,  U  und  also  durch  das  ganze  System 
(26)  ungeändert,  während  sie  durch  wiederholte  Anwendung  der 
cyklischen  Vertauschung  (0,  1,  2,  3,  4),  d.  h.  der  Substitution 

fünf  verschiedene  Werthe  erhält.  Aus  Ä  und  2>,  lässt  sich  aber 
[§.  81,  (10)]  die  ganze  Gruppe  ^o  zusammensetzen,  und  V  erhält 
daher  durch  Anwendung  von  i^^  nicht  mehr  als  fünf  Werthe. 

Die  fünf  Werthe  von  V  sind  die  Wurzeln  einer  Gleichung 
fünften  Grades. 

Für  j;  =  7  ist 

Zur  besseren  Uebersicht  stellen  wir  noch  i?,  C\  U  durch 
die  cyklischen  Vertauschungen  dar,  welche  durch  sie  in 
den  acht  Werthen  von  ^  hervorgerufen  werden: 

^  =  (0,  c«)(l,  -  l)(2,3)(-2,-  3), 
6^  =  (l,-3,  2)(-  1,3,  -2), 
^=  (^,  =F  1,  ±  1,  ±  3)  (0,  if  3,  if  2,  ±  2), 
und  daraus  erhält  man  die  siebenwerthige  Function 

(33)  V=  (v^  —  V,)  (t.-!  —  v+ä)  (^±1  —  ^+2)  (%3  —  ^±2), 
worin  beide  Zeichen  genommen  werden  können. 
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Für  j>  =:  11  ist 

oder  durch  die  Cyklen  dargestellt: 

B  =  (0,  cc)  (1,  -  1)  (2,  5)  (-  2,  -  5)  (3,  -4)  (-3,  4), 
C  =  (1,  4,  5,  -  2,  3)  (-  1,  -  4,  -  5,  2,  -  3), 
^z=  (oo,  +  1,  ±3,  +2,  ±2)  (0,  ±5,  +5,  +4,  ±1), 

woraus  die  beiden  llwerthigen  Functionen 

(34)  V= 

(^00  — ^o)  fci  — '^±5)  (^±3  —V-^-,)(v:^-2—V-  i){v±  2  —  V±-,)  {v±i  —  y:^  3). 

Hierbei   ist    noch    folgende    Bemerkung   von    Interesse.      Die 
Resolveuten  jjten  Grades,  deren  Wurzeln  die  Grössen  (32),  (33), 
(34)  sind,  enthalten  nach  §.  80  in  ihren  Coefficienten  noch  ]/+  p. 
Die  Gruppe  2o  wird  aber  zur  Gruppe  2  erweitert,  wenn  wir 
eine  lineare  Substitution  von  der  Form  §.  80,  (13)  hinzufügen,  in 
welcher  ad  —  hc  quadratischer  Nichtrest  ist,  also  etwa: 
für  p  =  6     (^',  2  ^) 
für  2>  =  7,  11     (^,  —z). 
Durch  Anwendung  dieser  Substitution  geht  aber  der  Werth  (32) 

^  =   (^00    —    ^ü)    (^1    —    ^4)   (^2    —    ^^3) 

in  den  entgegengesetzten  über,  und  daraus  folgt,  dass,  wenn 
p  z=  5  ist,  V^  einer  Gleichung  5ten  Grades  mit  rationalen 
Zahlencoefticienten  genügt.  Daraus  schliesst  man,  dass  in  der 
Gleichung  für  V  die  Coefficienten  der  ungeraden  Potenzen  den 
Factor  Vö  haben,  während  die  anderen  rational  sind,  oder  dass 
man  für  die  Unbekannte  VVb  eine  Gleichung  mit  rationalen 
Coefficienten  erhält. 

Für  p  =z=  7.  11  gehen  die  den  beiden  Vorzeichen  in  (33)  oder 
(34)  entsprechenden  Ausdrücke  durch  die  Vertauschung  (^, — &') 
in  einander  über.  Die  Resolventen  7ten  oder  Uten  Grades, 
welchen  einer  der  beiden  Ausdrücke  (33)  resp.  (34)  genügt,  gehen 
also  durch  Aenderung  des  Vorzeichens  von  V — 7,  V —  11  in  ein- 
ander über. 
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§.  85.     Verschiedene    Resolventen    5ten    Grades    für   den 
oten  Transforniationsgrad. 

Bei  der  Bildung  der  Resolventen  j>ten  Grades  beschränken 
wir  uns  hier  auf  den  Fall  p  =  6. 

Diesen  Resolventen  kann  man  sehr  mannigfaltige  Formen 
geben,  indem  man  nicht  nur  in  der  Function  F,  (32)  des  vorigen 
Paragraphen,  für  die  Grössen  v  die  Wurzeln  einer  beliebigen 
Transformationsgleichung  wählen,  sondern  auch  Fdurch  mancherlei 
andere  Functionen  ersetzen  kann,  etwa  durch 

,  ,  C^cc     +    '^ü)    (^1    +    ^4)    K    +    %), 

oder  durch 

«^co  ^0  +  '^1  n  -f  V.2  v-^. 

Wir  wollen  zunächst  die  Transformationsgleichung  §.  75,  (8) 

(1)  i;6  +  10  v'^  —  ^2  i^  +  5  ==  0 

anwenden,  worin,  wenn 

c  ^0  (mod  12),     2  E^  ü  (mod  5) 
ist, 

gesetzt  werden  muss.     Nehmen  wir  dann 

(3)  VoWz  —  {0^  —  V,)  (t',  +  1  —  y,_i)  {v,-2  —  ^^  +  2) 

=    (^a.     —    ^^)    (^^c  +  12    —    'i'c— 12)    (Vc  +  24     "    ^^c— 24), 

^  =  0,  1,  2,  3,  4,     c  =  0,  ±  12,  ±  24, 

so  sind  nach  der  Schlussbemerkung  des  vorigen  Paragraphen  die 
t(;oi  ^^1-,  i^2?  ^^^3,  ^(^4  die  Wurzeln  einer  Gleichung  5ten  Grades, 
deren  Coefticienten  rational  aus  y.j  und  rationalen  Zahlen  ge- 
bildet sind. 

Beachtet  man  aber  die  Relationen  [§.  49  (14)]: 

y-1  (ö  +  1)  =  e      3    y,  (ö),     y.,  y—  —  j  =  7,  (w), 

so  folgt  aus  der  Form  von  (1),  dass  durch  die  Vertauschung 
(oj,  09  -j-  1)  ^^iö  Wurzeln  v^  abgesehen  von  einer  Umstellung,  den 
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27ti  /  1\ 

Factor  e  ^    annehmen,  während  sie  durch  l  *»,  —  —  )  ungeändert 

bleiben.  Die  iVz  vertauschen  sich  also  nur  unter  einander,  und 
ihre  symmetrischen  Functionen  bleiben  ungeändert  und  hängen 
daher  rational  nur  von  der  Invariante  j{g))  ab.  Die  Coefficienten 
in  der  Gleichung  für  iv  können  überdies  für  kein  endliches  j  (cj) 
unendlich  werden  und  sind  demnach  ganze  Functionen  Yonj((o). 
Ein  weiterer  Aufschluss  über  diese  Coefficienten  ergiebt  sich 
durch  die  Entwickelung  nach  steigenden  Potenzen  von  q.  Die 
Entwickelungen  der  v  haben  nach  (2)  die  Anfänge 

v^  =  6q^  .  .  .,     -^2  =  ei'-i    ^    q    ^^  .  .  ., 
und  daraus  folgt  mit  Benutzung  der  bekannten  Gleichung 

4sin  —--  '  sm  — -—  =  V6 
5  5 

der  Anfang  der  Entwickelung  für  tVz: 

2        c    ni 

(4)  iVz  =  q~'^  e^  ~^.  .  . 

Hieraus  folgt,  dass  die  Potenzsummen  der  tVz  bis  zur  vierten 
einschliesslich  Constanten  sind,  da  sie  nicht  einmal  die  erste 
Potenz  von  j (co)  enthalten  können,  und  dass  das  Product  der  iVz 
eine  lineare  Function  von  j((d)  sein  muss,  in  welcher  i(«)  den 
Coefficienten  1  hat. 

Die  Gleichung  der  w  hat  daher  die  Form: 

(5)  tV'^  -f"  \   lü^  -\-  62   IV'-''    +    h   W^  -\-  ^4  W  -f-  Ö5   z=  j{Gi\ 

wenn  die  h  rationale  Zahlen  sind.  Diese  Coefficienten  lassen  sich 
dadurch  berechnen,  dass  man  die  Entwickelung  (4)  weiter  fort- 
setzt. Wir  schlagen  hier  einen  anderen  Weg  ein,  der  streng 
genommen  zu  der  im  nächsten  Theil  behandelten  complexen 
Multiplication  gehört,  bei  seiner  Einfachheit  aber  trotzdem  ganz 
wohl  hier  seine  Stelle  finden  kann. 
Setzen  wir  o  =  «  r=  \/ —  1,  so  ist 

1_ 

CO 

und  in  Folge  dessen  ist  [§.  29,  (11),  (12),  (14)]: 

/i(0=/2©  =  f2,  /(^)-iy2, 

also  [§.49,  (5)]: 

(6)  ^3(0  =  0,     y,{i)^  12,    jü)^  12l 
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Man  findet  aber  ferner  aus  den  Transformationsformeln  für 
,(»),  [§.29,  (4),  (5)]: 

^  /  1    \  

?^  (C9   4-    1)  =   6^2    Yi  (ca),       Yiy J   =r    V—  i G)  Y^  («), 

wenn  man  auf  die  Zerlegung 

5  =  (2  +  0  (2  -  0 
Rücksicht  nimmt: 

also 

V,  =  1  +  2?-,     v,=  \-  2i, 

und  man  kann  jetzt,  da  für  73  =  12  zwei  Wurzeln  der  Gleichung 
(1)  bekannt  sind,  für  diesen  besonderen  Werth  von  y.^  ^^^  linken 
Theil  dieser  Gleichung  leicht  in  Factoren  zerlegen: 

v^'  -^  I0v^>  —  I2v  -^  b  =  (v'-  —  2v  +  5)  (v'-  -^  v  —  \y, 
woraus  zu  schliessen  :  _ 

- 1  +  Vs 

v^  =^»  = 2 ' 

''^  -1-V5 

^1  =  ^4  = "2 

(?;o,  v^  müssen,  da  in  ihnen  q  reell  ist,  positiv  sein.) 
Aus  (8)  ergiebt  sich  sodann: 

(8)  . tVQ  :=  0,     iVi  =  w-^  =  —  b  —  2iVo, 

iv^^  —.  lü^  z=  —  h  ~\-  2i  \/5 , 

Dies   müssen    die   Wurzeln    von    (5)    sein    für  j  =  12     und 
daraus  erhält  man  die  gesuchte  Resolvente  in  der  Form: 
(9)'  ?f;(?t'2  +  10i(;  +  45)2  =r  y:^  =j{co)  —  \2\ 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  in  die  Form  bringen: 
(10)  (iv  +  3)-'  (tü^  +  lUt;  +  G4)  =  .K«), 

auf  die  man  auch  direct  kommt,  wenn  man,  anstatt  ca  =  ^  zu 
setzen,  _ 

CO  _   2 

annimmt. 

Die  gefundene  Resolvente  vereinlacht  sich   noch,  wenn  man 
[nach  (9)]: 
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^  zi;2 -f  10tf;+ 45 

setzt: 

(11)  ^-^  +    10<^3  _^   45^  =r  ^3, 

oder  wenn  man  (nach  10) 

72 


(12)  i^2_|_ii,,  .|_64  =  2/^     2/  =  ,,_^3 
setzt: 

(13)  y^  -  40^-^  -  5  ^2  2/  -  ^2-  =  0, 

eine  Gleichung,  die  sich  auch  ergiebt,  wenn  man  von  vornherein 
die  Annahme  macht: 

In  der  Gleichung  (13)  fehlen,  wie  man  sieht,  die  dritte  und 
die  vierte  Potenz  der  Unbekannten.  Dieselbe  Eigenschaft  kommt 
auch,  wie  leicht  nachzuweisen  ist,  derjenigen  Gleichung  zu,  deren 
Wurzeln 

(14)         .  =  ,(A  +  ^.)^^^+^y-o 

sind,  wenn  A,  ^  beliebige  Parameter  bedeuten,  welche  für  alle 
fünf  Werthe  x  die  gleichen  sind. 

Setzt  man  diese  Gleichung  in  die  Form 

(15)  x^  —5a ^•'  —  ^^hy^x  —  hcyl  =^  ^^ 

so  ergeben  sich  nach  einigen  Rechnungen,  mit  Benutzung  der 
besonderen  Werthe,  welclie  x  für  73  =  0  und  y;.  ==  00  annimmt, 
für  a,  />,  c  die  folgenden  Ausdrücke : 

a  =  SX^  —  72Afi2  -|-  73  (A2^  —  ^•^) 

(16)  />  =  A4  4-  18  A2  ^2  _  21  ^^  -\-  y.^k  /i-' 
c  =  A-^  +  10A:^^2  _|.  45A^?'  -J-  y^^K 


Es  soll  noch   eine   Resolvente   5ten    Grades   mit   Benutzung 
der  Function  /(«)  gebildet  werden. 
Wir  setzen: 

(17)  u=  /(»),     v^  =  /(5  ca),     v.=f  (^^) 


^)  Vgl.  Kiepert,  Auflösung  der  Gleichung  5ten  Grades.    Crelle's  Journal, 
Bd.  87,  S.  114. 
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c  =  0  (mod  48),     z  ^  c  (mod  5), 
und  haben  nach  §.  76  zwischen  u  und  v  die  Gleichung  6ten  Grades: 

(18)  t*ß  -\-  v'^  —  wv'''  -^  ^,uv  =  0. 

Wir  untersuchen  den  Einfluss,  welchen  die  drei  Vertauschungen 

.    ('^"-+^)'  («».-i)  (»'1^;) 

auf  die  Grössen  v^  haben.  Durch  diese  Vertauschungen  geht  c 
über  in  c^,  Cj,  c\  welche  nach  §.  72,  (9),  (11)  und  §.  76  (6)  durch 
die  Congruenzen 

(19)  ci  ^  c  +  2,     C2  =  -  1,     c'  =  ^^      (mod  5) 

c  c  — —  1 

bestimmt  sind.  Abgesehen  von  dieser  Aenderung  des  Index  gehen 
nach  §.  76,  (4)  und  (9)  die  v  über  in 

(20)  e     '^  V,     V,     -  -L^. 

hni 

Man  hat  also,   wenn   zur  Abkürzung  e     ^^  __  ^  gesetzt  wird, 
folgende  zusammengehörige  Vertausch ungen : 

«1  ^*^  ^00^  ^01  '^1,  ^-2,  ^3,  ^4, 


09  +  2,6      12^,   fV^,  £i;2,  fV;^,  £^4,  £^0,  EV^, 

(21)  —   —  ^  ^*'  ^01  ^co'  ^4,  ^2,  %,  ^1, 

(0-1.     V2     _V2      __V2     _V2     _]/2     _V2     _V2 

Wir  führen  nun  die  fünf  Grössen  iv^  durch  die  Gleichung  ein : 

(22)  tt^   =  ^^°°  ~  '^^^^  <^^^  +  1  — _^.-i)  {vz^2  —  Vz-2) 

also: 


IV, 


IV 


(^00     —    ^0)    (^1    —    ^4)  (%    —    %) 

(^00    —  '^^i)(^2   —   '^^o)  (V',    —   ^4) 

./,     —    (^00    •—   '^2)   (^3    —   ^1)  (^4    —    '^^o) 

.t;    =  (^00   -  %)  K  —  ^2)  (^0  —  ^1) 

W      —    (^00    ~    ^^)    fa    —    '^^O  (^1    —    ^2) 

V5  ..^^ 


03, 

IVo, 

w,, 

IV2, 

%, 

t(?4, 

09  + 2, 

—  IV^, 

—  ^^■6y 

—  tv^, 

-  tv,, 

—  ^«'l, 

1 

Wo, 

lü^, 

IV,, 

^4, 

^3, 

G)   —   1 

—  '?<^0, 

—  %, 

—  w^, 

—  il?2, 

—  1^1. 
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SO  dass,  wenn  man  in  der  letzten  Reihe  davon  Gebrauch  macht, 
dass  nach  (18)  das  Product  der  secjis  Grössen  v^  den  Werth  u^> 
hat,  sich  aus  (21)  folgende  zusammengehörige  Vertauschungen 
der  tv  ergeben: 


(23) 


Die  Functionen  tv  können  für  keinen  von  0  und  oo  ver- 
schiedenen Werth  von  u  unendlich  werden.  Nehmen  wir  daher 
die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  fünf  Grössen  tVz  sind,  in  der 
Form  an 

iv^  -f-  Äi  w^  -\-  Ä2  w'^  -\-  Äo^  tv^  -\~  A^iv  -\-  Är^  =  0, 

so  sind^i,  J.2,  J-s,  ^4,^5  nach  den  Grundsätzen  des  §.  76  ganze 
rationale  Functionen  von 

(24)  «^^  +  S- 

Die  Entwickelung  von  (24)  nach  steigenden  Potenzen  von  q 
fängt  an  mit  g-^,  während  der  Anfang  der  Entwickelung  von  Wg 

1  CTti 

g~TÖ    ^~~6Ö' 

ist.  Die  Grössen  Af,  A^yAl,  A^  können  daher  nicht  einmal  die 
erste  Potenz  von  (24)  enthalten  und  sind  also  constant,  während 
Al  die  Form  hat: 

212 


^^'  =  ^^'  +  ^+^' 


worin  C  eine  Constante  ist.  Die  Werthe  der  Constanten  kann 
man  bestimmen,  wenn  man  die  Werthe  der  iv^  für  w  =  i  kennt. 
Es  ist  aber  für  co  =  i  [vgl.  oben  (6),  (7)]  : 

u=f(i)  =  f2, 


10  7t  i 


10  n  i  _ 

Weber,  elliptische  Functionen.  21 
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und  folglich  nach  (18):  _ 

^.  =  ^'o  =  1/2  ^ , 

^1  =  ^4  =  V^  2 

Folglich  wird: 

iÜQ  T=  0,     r^i  =  iÜ2  =  ^  l/ö,     iv^  =  iv^  =  —  i  Vb. 
Danach  wird  zunächst  C  =  —  2^,  also 

und   daraus   durch  Vergleichung   der  Anfänge   der  Entwickelung 

und  die  Gleichung  für  iv  bekommt  die  Form: 

(25)  ,„(,(,2+5)2  =  «.2__. 

Man  kann  ihr  aber  noch  eine  andere,  sehr  bemerkenswerthe 
Form  geben. 

Nach  den  zwischen  den  Functionen  /(«),  /i  (g>),  f^  (co)  statt- 
findenden Relationen  [§.  29,  (11),  (12)]  ist: 

f(<^y'  -  64  _  [f^(a,)s-f^(coyy 
/(c.)i2  /(«)* 

Führen  wir  also  für  w  die  neue  Unbekannte 
ein,  so  erhalten  wir  die  Form: 

(27)  .^  +  5.  =  ^^^^f(^5l^- 

Es  liegt  nicht  in  unserem  Plane,  die  umfassenden  alge- 
braischen Untersuchungen  hier  wiederzugeben  oder  weiter  zu 
verfolgen,  die  durch  die  Transformationstheorie  der  elliptischen 
Functionen  angeregt  wurden  und  besonders  für  die  Theorie  der 
Gleichungen  fünften  Grades  wichtige  und  schöne  Resultate  zu 
Tage  gebracht  haben.  Wir  verweisen  darüber  neben  den  grund- 
legenden Arbeiten  von  Hermite  und  Kronecker  auf  das  Werk 
von  F.  Klein,  „Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  und  die  Auflösung 
der  Gleichungen  vom  fünften  Grade",  Leipzig  1884,  wo  der  Leser 
neben  den  eigenen  Untersuchungen  des  Verfassers  auch  eine  ein- 
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gehende  historische  Würdigung  der  hierher  gehörigen  Fragen 
findet. 

Indessen  wollen  wir  die  Frage  der  Auflösung  der  Gleichung 
fünften  Grades  um  so  weniger  ganz  mit  Stillschweigen  übergehen, 
als  die  erforderlichen  Formeln  im  Vorhergehenden  vollständig 
aufgestellt  sind. 

Her  mite  reducirt  die  zu  lösende  Gleichung  fünften  Grades 
auf  die  sogenannte  Jerrard'sche  Form  (die  nach  F.  Kl  ein' s 
Bemerkung  richtiger  als  die  Bring' sehe  Form  zu  bezeichnen 
wäre),  d.  h.  eine  Gleichung,  in  welcher  die  zweite,  dritte  und 
vierte  Potenz  der  Unbekannten  nicht  vorkommt.  Man  erreicht 
die  Transformation  der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades 
auf  diese  Form  durch  Auflösung  von  Gleichungen,  die  den  dritten 
Grad  nicht  übersteigen i).  Diese  Gleichung  vergleicht  Hermite 
mit  der  Resolvente  fünften  Grades  der  Jacobi' sehen  Modular- 
gleichung.  Man  kann  sich  zum  gleichen  Zweck  aber  auch  der 
Resolvente  (27)  bedienen. 

Nach  der  soeben  erwähnten  Methode  kann  die  allgemeine 
Gleichung  fünften  Grades  auf  die  Form  reducirt  werden: 

(28)  ^5  -f  5  ^  =  a, 

und  diese  Gleichung  wird  mit  (27)  identisch,  wenn  man  setzt: 

Nimmt  man  hierzu  die  Gleichungen: 

SO  erhält  man 

(29)  /24  —  «2/12  _  64  =  0. 

Durch  diese  quadratische  Gleichung  ist  /12  als  Function  von 
a  bestimmt. 

Dann  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  (28)  durch  die 
Quadratwurzeln  aus  den  Ausdrücken  (22)  dargestellt.  Das 
doppelte  Vorzeichen  dieser  Quadratwurzeln  erklärt  sich  daraus, 
dass  zwei  entgegengesetzte  Werthe  von  a  zu  derselben  Gleichung 
(29)  führen.  Man  kann  aber  auch  die  Wurzeln  eindeutig  be- 
stimmen nach  der  Formel  (26) 


1)  Man  vgl.  z.  B.   die  einfache  Darstellung  bei  Serret,   Cours   d.  Alg. 
suj).,  Nr.  192. 

21 '^ 
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In  der  oben  erwähnten  Arbeit  von  Kiepert  wird  die  all- 
gemeine Gleichung  fünften  Grades  auf  die  Form  (15)  trans- 
formirt,  wozu  nur  die  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung 
erforderlich  ist.  Sieht  man  darin  a,  &,  c  als  beliebig  gegeben 
an,  so  dienen  die  Gleichungen  (16)  zur  Bestimmung  von  A,  /Lt,  y-^- 
Dies  geschieht  ebenfalls  mit  Hülfe  einer  quadratischen  Gleichung, 
was  allerdings  nicht  auf  den  ersten  Blick  zu  ersehen  ist.  (Vgl. 
F.  Klein,  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder,  S.  191  f.) 

Auf  die  Resolventenbildung  für  den  siebenten  Transfor- 
mationsgrad werden  wir  weiter  unten  zurückkommen,  wenn  wir 
über  die  Hülfsmittel  verfügen,  welche  die  complexe  Multiplication 
bietet. 


III. 


ZAHLENTHEORETISCHER  THEIL 


vrm\.u\/,> 


Elfter   Abschnitt. 
Complexe  Multiplication. 


§.  86.     Ursprung   der  complexen  Multiplication. 

Bezeichnen  wir  mit  cp(u)  eine  doppelt  periodische  Function 
mit  den  Perioden  »i ,  «2 ,  so  besitzt ,  wenn  n  eine  ganze  Zahl 
bedeutet,  cp  (nu)  dieselben  Perioden,  und  hierauf  beruht  die  Multi- 
plication der  elliptischen  Functionen,  die  im  achten  Abschnitt 
betrachtet  wurde.  Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  sich  nicht  noch 
auf  andere  Weise  ein  Multiplicator  ^  so  bestimmen  lässt,  dass 
(p{jiiu)  die  Perioden  coi,  «2  besitzt,  ob  also  eine  Multiplication 
auch  mit  nicht  ganzzahligem  Multiplicator  existirt.  Dies  wird 
dann  und  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn  für  ein  System  ganzer 
Zahlen  a,  &,  c,  d  die  Gleichungen  bestehen: 

fl»!   ==  aCO^    -f   ^092 
^    ^  fl  032   =    C«!    -|-    8033 

Setzen  wir,  um  die  darin  enthaltene  Forderung  näher  zu 
ergründen : 

»2 
03   =  

und  nehmen  an,  dass  03  einen  positiven  imaginären  Bestandtheil 
habe,  so  folgt  aus  (1): 

(2)  |Li  —  a  4-  Z>a3 

(3)  C3  ==  — \—j--  ' 
^  ^  a  -f-  0  cj 

So  lange  03  als  variabel  betrachtet  wird,  ist  diese  Gleichung 
nur  möglich,  wenn  h  =  c  =  0,  a  =  d  und  ^  also  eine  ganze 
Zahl  ist. 
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Ist  dagegen  die  Gleichung  (3)  nicht  eine  identische,  so  ist  a 
die  Wurzel  einer  ganzzahligen  quadratischen  Gleichung: 
(4)  5(ö2  -f  (a  —  d)(D  —  c  ==:  0, 

also,  wenn  wir 

ad  —  hc  =  n 

j  =  —  4:be  —  (a  —  dy  =  in  —  (a+dy 
setzen : 


(5)  c  = ^26 


(6)       ,=^-+i±y^^ 


(7) 


_  gJ^d  +  V—^     a  +  d  —  V—  ^ 
""-  2  2 "' 

(8)  ii'^  —  {a-\-d)  n  +  n  =  Q. 

Damit  oj  einen  positiven  imaginären  Theil  haben  kann,  muss 
z/  und  um  so  mehr  also  n  positiv  sein,  und  ^  ist  eine  com- 
plexe,  ganze,  algebraische  Zahl.  Daher  erklärt  sich  die  Bezeich- 
nung complexe  Multiplication. 

Wenn  nun  umgekehrt  co  einer  quadratischen  Gleichung 

(9)  ^«2-f  5o9  4-0=0 
genügt,  worin  A^  B^  C  ganze  Zahlen  sind,  für  welche 

(10)  ^  =  iÄC—  B^ 

positiv  ist,  so  ist  co  nicht  reell,  und  in  einer  der  beiden  Wurzeln 
von  (9),  welche  für  co  genommen  werden  soll,  ist  der  imaginäre 
Theil  positiv. 

Unbeschadet  der  Allgemeinheit  können  Ä^  i?,  C  ohne  gemein- 
samen Theiler  und  J.,  C  positiv  angenommen  werden.  Es  lassen 
sich  dann  für  o  unendlich  viele  Relationen  von  der  Form  (3) 
[oder  (4)]  aufstellen.  Man  hat  nur,  wenn  x  eine  ganze  von  Null 
verschiedene  Zahl  ist,  zu  setzen: 

h  ==  Äx^ 

(11)  c  =  —  Cx, 

a  —  d  =  Bx. 
Setzt  man  noch 

(12)  a  +  dt=y, 
so  folgt: 

2  a  r=  2/  +  ^^^       h  =:  Äx, 
^^  2d=ry  —  Bx,       c  =  —Cx, 
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woraus  sich  für  ad  —  hc  =  n  ergiebt 
(14)  4.71  =  1^  -\-  /Ix'^. 

Die  Zahl  n  wird  also  in  die  beiden  complexen  ganzzahligen 
Factoren                                         _  _ 

_y  +  ixVzf     y  -  ixVzf 
(1ö;  n  —  -       ^ 2 

zerlegt.    Für  cj  und  ^  findet  sich  noch 

—  B  +  iV^  2C 


(16)  03 


2A  -B  —  iYzi 
y  -\-  ixV^ 


(17)  ^T=a-{-bco 

Die  hier  eingeführten  Zahlen  x^  y  sind  nur  an  die  eine 
Bedingung  geknüpft,  dass  y  -\-  Bx  und  folglich  auch  y  —  Bx 
gerade  Zahlen  seien,  damit  a,  d  nach  (13)  ganze  Zahlen  werden. 
Ist  also  B  gerade,  so  muss  y  gerade  sein,  während  x  beliebig  ist; 
ist  B  ungerade,  so  sind  x  und  y  beide  gerade  oder  beide  ungerade 
anzunehmen.  Nach  (10)  kann  man  diese  Unterscheidung  auch  so 
ausdrücken : 

,     .         1)  Ist  z/  ^  0  (mod  4),         so  ist  y  ^  0  (mod  2), 
^     ^        2)  Ist  z/  =  —  1  (mod  4),    so  ist  y  =  x  (mod  2), 

Sollen  bei  gegebenen  Ä^  B^  C  die  Zahlen  a,  &,  c,  d  ohne 
gemeinsamen  Theiler  sein,  so  kommen  noch  andere  Bedingungen 
hinzu : 

Aus  (11),  (12)  folgt,  dass  jeder  gemeinsame  Theiler  von 
a,  &,  c,  d  auch  Theiler  von  x  und  y  ist;  umgekehrt  ist  jeder 
gemeinsame  Theiler  von  x  und  y  auch  Theiler  von  &,  c,  2  a,  2  ^. 
Sollen  also  a,  &,  c,  d  ohne  gemeinsamen  Theiler  sein,  so  können  x 
und  y  keinen  grösseren  gemeinsamen  Theiler  haben  als  2,  und 
damit,  wenn  sie  diesen  haben,  a,  6,  c,  d  nicht  alle  vier  gerade  sind, 
dürfen  y  und  Bx  nicht  beide  durch  4  theilbar  sein. 

Es  ist  bei  einer  späteren  Frage  nothwendig,  über  a?,  y  so  zu 
verfügen,  dass  ad  —  hc  =  n  kein  Quadrat  ist.  Dies  erreichen 
wir  nach  (14),  wenn  y'^  -\-  zf  x'^  =  ^^  ein  Quadrat  ist,  und  p  eine 
in  ^,  aber  nicht  in  y  und  folglich  auch  nicht  in  x  aufgehende 
Primzahl,  ferner  X  eine  beliebige  durch  p  nicht  theilbare  Zahl, 
wenn  wir  y  -\-  Ip  sm  Stelle  von  y  treten  lassen;  denn  es  ist 

{y-\-^py  +  z/2/2  =  ^2  _j_  2ylp  -\-  A2p2 
durch  2^,  aber  nicht  durch  p-  theilbar. 
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§.  87.    Die   singulare!!   Werthe  der  Invariante  j(g)). 

Die  Frage,  die  zunächst  unser  Interesse  in  Anspruch  nimmt, 
ist  die  nach  den  Werthen  der  Modulfunctionen  von  a  für 
die  besonderen  Werthe  des  Arguments  o,  die  wir  im  vorigen 
Paragraphen  betrachtet  haben.  Von  diesen  hängen  die  Moduln 
der  elliptischen  Functionen  ab,  welche  eine  complexe  Multiplication 
zulassen,  die  nach  Kronecker  singulare  Moduln  heissen. 
Wir  werden  dem  entsprechend  auch  von  den  singulären  Werthen 
der  Modulfunctionen  sprechen. 

Die  merkwürdigen  Gesetze,  welche  diese  algebraischen  Zahlen 
beherrschen,  treten  am  reinsten  und  deutlichsten  zu  Tage  bei  den 
singulären  Werthen  der  Invariante  ^(ö);  bei  der  numerischen 
Berechnung  geben,  wie  wir  sehen  werden,  andere  Modulfunctionen 
einfachere  Resultate. 

Wenn  c?  der  Gleichung  (9),  §.  86,  genügt  und  a,  Z>,  c,  S,  n 
wie  im  vorigen  Paragraphen  bestimmt  sind,  so  folgt  zunächst: 

und  wenn  also 

(2)  Fn(u,v)  =  0 

die  zum  Transformationsgrad  n  gehörige  Invariantengleichung  .ist 
(§.  72),  so  ist  (2)  befriedigt,  wenn  a,  &,  c,  d  ohne  gemeinsamen 
Theiler  sind  Und 

(3)  «=j(ca),     ^=i(^+|^)=« 

gesetzt  wird.  Danach  gelangen  wir  zu  dem  ersten  Hauptsatz 
dieser  Theorie: 

1.  Der  singulare  Werth 

ist,  wenn  a,  &,  c,  d  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  eine 
Wurzel  der  algebraischen  Gleichung 

(4)  Fn(u,u)  =  0, 

Ist  umgekehrt  u  eine  Wurzel  der, Gleichung  (4),  so  ist,  wenn 
05  aus  der  Gleichung  j(co)  =  u  bestimmt  wird,  einer  von  den  der 
•Gleichung  (2)  genügenden  Werthen  von  v  gleichfalls  gleich  u. 
Nach  §.72  sind  aber  die  Wurzeln  von  (2)  in  der  Form 
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enthalten,  und  es  besteht  also  eine  Gleichung: 

welche  nach  §.  47  eine  Gleichung 

zur  Folge  hat. 

Diese  ist  aber  gleichbedeutend  mit  einer  Gleichung  der  Form 

CO  =  — — 5 — ,     ad  —  öc  =  n, 
a-\-  bc3 

woraus  eine  Gleichung  von  der  Form  (9),  §.  86 

folgt,  und  u  ist  daher  ein  singulärer  Werth  der  Invariante  j{co). 
Es  ist  zunächst  der  Grad  der  Gleichung  (4)  zu  ermitteln. 
Nach  §.  72,  (17)  ist  für  ein  unbestimmtes  x 

und  folglich 

(5)  F„[j(m),j(m)]  =  n[j(a,)-j(^^±^)'j. 

tt,  c,  d  haben  hier  die  Bedeutung  wie  im  §.  72 ,  so  dass  a,  d  alle 
der  Bedingung  ad  =^  n  genügenden  Paare  positiver  ganzer  Zahlen 
und  c  ein  Restsystem  nach  dem  Modul  a  durchläuft,  mit  Aus- 
schluss solcher  Werthe,  die  zu  dem  grössten  gemeinschaftlichen 
Theiler  e  von  a  und  d.  nicht  relativ  prim  sind,  so  dass  die  Anzahl 
der  Werthe  von  c,  die  zu  einer  Zerlegung  von  n  in  die  beiden 
Factoren  a,  d  gehören, 

=  -cpie) 

ist. 

Bezeichnen  wir  den  Grad  von  (4),  d.  h.  die  höchste  Potenz 
von  ^(o),  welche  auf  der  linken  Seite  von  (5)  vorkommt,  mit  N 
und  mit  Cq  den  Coefficienten  dieser  höchsten  Potenz,  so  beginnt 
die  Entwickelung  der  linken  Seite  von  (5)  nach  steigenden 
Potenzen  von  q  mit  dem  Gliede 

^o2         ? 
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und  wenn  wir  also  die  Factoren  der  rechten  Seite  von  (5)  in 
gleicher  Weise  entwickeln,  so  können  wir  sowohl  Cq  als  N 
bestimmen. 

Für  einen  Factor  der  rechten  Seite  von  (5) 


3 
haben  wir  folgende  Anfänge  der  Entwickelung 

1.  —  q~  '^  e~  ~^  ö  >  a, 

2.  g-2  8  <  a, 

1  —  e    ~^)         0  =a. 
Nehmen  wir  zunächst  an,  n  sei  kein  Quadrat,  so  kommt  der 
Fall  3.  nicht  vor  und  es  ist 

oder  was  dasselbe  ist 

(6)  N=2zlq,(e). 

Co  ist  jedenfalls  eine  nie  Einheitswurzel  und  da  es  zugleich 
eine  rationale  Zahl  ist,  so  muss  es  =  4:  1  sein. 

Ist  sodann  n  ein  Quadrat,  so  kommen  (p{Vn)  Factoren  3. 
vor  und  es  ergiebt  sich: 

(7)  1^=2  S  %(6)  +  <p(V»).  „ 

Co  ist  hier  zwar  auch  von  Null  verschieden,  aber  nicht 
gleich  i  1.  Den  Werth  von  Co  brauchen  wir  in  diesem  Falle 
nicht  näher  zu  bestimmen.  (Er  ist,  wie  aus  der  Kreistheilungs- 
theorie  folgt,  immer  ein  Theiler  von  Vn). 

Da  wir  nun  nach  der  Schlussbemerkung  des  vorigen  Para- 
graphen, wie  auch  die  Gleichung  (9),  §.  86  beschaffen  sein  mag, 
immer  annehmen  können,  dass  n  kein  Quadrat  sei,  so  genügt  u 
einer  algebraischen  Gleichung  mit  ganzzahligen  Coefficienten, 
worin  die  höchste  Potenz  der  Unbekannten  den  Coefficienten  1 
hat,  und  daraus  folgt  der  zweite  Satz. 

2.  Die  singulären  Werthe  J(ft))  sind  ganze  algebraische 
Zahlen. 
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§.  88.     Die   Classeninvarianten. 

Einer  quadratischen  Gleichung 

(1)  Äcj'^  +  Bcj  +  C, 

in  welcher,  wie  oben,  Ä^  B^  C  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler, 
yl,  C  und  ZI  z=z  4.  A  C  —  B'^  positiv  sind,  entspricht  eine  primitive 
quadratische  Form  erster  oder  zweiter  Art,  je  nachdem  B  gerade 
oder  ungerade,  also  z/  ^  0  oder  ^  —  1  (mod  4)  ist,  nämlich, 
wenn  wir  nach  der  Bezeichnung  von  Gauss  die  Form 

ax'^  -\-  Ihxy  -\-  cy^ 
mit  (a,  6,  c)  bezeichnen,  die  Form 

(2)  i^  =  (A,lB,&j     oder    =(2A,B,2C). 

Die  Determinante  dieser  Form  ist  negativ  und  hat  in  den 
beiden  Fällen  den  Werth 

(3)  —  m  =  —  j  z/    oder    ==  —  z/. 

Umgekehrt  wird  aus  jeder  quadratischen  Form  (2)  eine 
Gleichung  (1)  abgeleitet.  Wir  sprechen  demgemäss  auch  von 
quadratischen  Gleichungen  erster  und  zweiter  Arti). 

Die  quadratische  Gleichung  (1)  geht  durch  die  lineare  Sub- 
stitution 

(4)  »  =  ^;,  ^^-ßr  =  i 

in  eine  Gleichung  derselben  Form 

(5)  Ä' G)'^  +  B' cd'  +  C"  =  0 

über,  worin 

Ä'  =  Äd^  +  Bdß  +  Cß'\ 

B'  =  2Äöy  +  B(ocd-{-ßy)  +  2Caß, 

C  =  Ay'^-\-Bya-\-  Ca^, 

und  folglich 

4tA'C'  —  B"  =  4.AC  —  B^  =  ^. 

Die  der  Gleichung  (5)  entsprechende  quadratische  Form 
i;'  =  (a^,  ^B',  C'\  oder  (2  A',  B',  2  C) 


1)  Bezüglich  der  Voraussetzungen  aus  der  Zahlentheorie,  die  hier  und 
in  der  Folge  zu  machen  sind,  verweisen  wir  nächst  Gauss,  „Disquisitiones 
arithmeticae",  besonders  auf  Dirichlet-Dedekind,  „Vorlesungen  über 
Zahleutheorie".    3.  Auflage.    Braunschweig  1879. 
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ist  mit  der  Form  ip  äquivalent  und  man  erhält  alle  mit  (2) 
äquivalenten  Formen  auf  diese  Weise. 

Nennen  wir  also  kurzweg  co  die  Wurzel  der  Form  i/^ 
[es  ist  darunter  diejenige  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung  (1) 
zu  verstehen,  deren  imaginärer  Theil  positiv  ist]  und  nennen  wir 
ferner  zwei  Zahlen  cd,  cj\  die  in  der  Beziehung  (4)  zu  einander 
stehen,  äquivalente  Zahlen,  so  haben  wir  den  Satz,  dass 
quadratische  Formen  dann  und  nur  dann  äquivalent  sind, 
wenn  ihre  Wurzeln  äquivalente  Zahlen  sind. 

Nach  der  fundamentalen  Eigenschaft  der  Function  j((d)  (§.47) 
sind  zwei  Werthe,  j(a3),  J ((»'),  dann  und  nur  dann  einander 
gleich,  wenn  to  und  co'  äquivalente  Zahlen  sind. 

Es  gehört  hiernach  einer  der  singulären  Werthe  von  j(co) 
nicht  nur  zu  einer  bestimmten  quadratischen  Form  mit  negativer 
Determinante,  sondern  zu  einer  Formenclasse  und  unterscheidet 
diese  Classe  von  allen  anderen  Formenclassen  derselben  Deter- 
minante. 

Wir  bezeichnen  daher  diesen  singulären  Werth  j(g})  als 
Invariante  der  durch  t/;  repräsentirten  Formenclasse  oder  kurz 
als  Classeninvariante. 

Wir  werden  später  den  Begriff  als  Classeninvariante  noch 
etwas  weiter  fassen,  bleiben  aber  fürs  Erste  bei  dieser  Definition 
stehen. 

Aus  dem,  was  in  §.  87  bewiesen  ist,  ergiebt  sich,  dass  die 
Classeninvariante  j(cj)  unendlich  vielen  Gleichungen 
(6)  F^^(u,  u)  =  0 

genügt,  und  wir  haben  auch  die  Werthe  von  n  bereits  bestimmt, 
welche  in  (6)  zulässig  sind.  Wir  geben  dem  Kriterium  für  l^, 
welches  in  der  Gleichung  (14),  §.  86  liegt,  eine  etwas  andere 
Gestalt,  indem  wir  Formen  erster  und  zweiter  Art  unterscheiden. 

Ist  j(ca)  Invariante  einer  Classe  erster  Art  von  der  Deter- 
minante —  m,  so  ist  in  der  eben  angeführten  Formel  z/  =  4  m 
zu  setzen  und  wir  ersetzen  noch  y  durch  2y. 

1.  Eine  zur  Determinante  — m  gehörige  Classen- 
invariante j((X))  der  ersten  Art  genügt  also  der  Glei- 
chung (6)  dann  und  nur  dann,  wenn  n  durch  die  Form 
x^  -|-  mi/^  eigentlich  darstellbar  ist  (d.  h.  so,  dass  x  und  y 
keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben). 

2.  Eine  zur  Determinante  — m  gehörige  Classen- 
invariante j(co)  der  zweiten  Art  genügt  der  Gleichung 
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(6)  dann  und  nur  dann,  wenn  durch  die  Form  x'^  -\-  my^ 
entweder  n  oder  4n  eigentlich  darstellbar  ist. 

Wir  suchen  nun  aus  Fn{u^u)  einfachere  Factoren  abzuscheiden. 
Indem  wir  unter  u  eine  Variable  verstehen,  bezeichnen  wir  das 
Polynom 

wenn  sich  das  Product  über  alle  Invarianten  primitiver  Classen 
erster  oder  zweiter  Art  der  Determinante  — m  erstreckt,  mit 

Hm(u)    oder    HU(u), 
wobei  Hni{u)  natürlich  nur  für  solche  Werthe  von  m  existirt,  die 
^  —  1    (mod  4)   sind,   weil    es    nur   für   solche   Determinanten 
Classen  zweiter  Art  giebt. 

Hm{u\  H'm{u)  sind  dann  ganze  rationale  Functionen  von  u^ 
deren  Grade  /^,  h'  gleich  den  Classenzahlen  der  quadratischen 
Formen  erster  und  zweiter  Art  der  Determinante  — m  sind.  Die 
höchste  Potenz  der  Variablen  hat  in  beiden  Functionen  den 
Coefficienten  1  und  die  Wurzeln  von  Hm  =  0^  H^  =  0  sind  die 
Invarianten  der  einzelnen  zur  Determinante  —  m  gehörigen 
Formenclassen. 

Wir  beweisen  nun  den  Satz,  dass  die  Functionen  Hm^  HU 
rationale  Coefficienten  haben. 

Ist  dies  bewiesen,  so  folgt  von  selbst,  dass  die  Coefficienten 
ganze  rationale  Zahlen  sind. 

Da  nämlich  diese  Coefficienten  durch  Multiplication  und 
Addition  aus  den  Classeninvarianten  zusammengesetzt  sind,  so 
folgt  zunächst,  dass  sie  ganze  algebraische  Zahlen  sind.  Ist  aber 
eine  ganze  algebraische  Zahl  zugleich  rational,  so  ist  sie 
eine  ganze  rationale  Zahl  (§.  59). 

Zum  Beweise  wenden  wir  die  vollständige  Induction  an.  Wir 
nehmen  den  Satz  als  bewiesen  an  für  Hn,  so  lange  n  <i  m^  und 
für  H'n^  so  lange  n  <^  4.m  —  1,  und  beweisen  daraus  die  Richtig- 
keit für  Hm  und  Him—i-  Können  wir  dann  noch  die  Richtigkeit 
für  Hl  und  H's  nachweisen,  so  ist  der  Beweis  allgemein  geführt. 

Wir  wollen  die  Gleichung 

(7)  Fm{u,u)  =  0 

betrachten.  Nach  1.  ist  sie  erfüllt  für  die  zur  Determinante  — m 
gehörigen  Classeninvarianten  erster  Art  und  ausserdem  nur  noch 
für  solche  Classeninvarianten  erster  Art,  die  zu  absolut  kleineren 
Determinanten  gehören;  denn 

tn  =  ^2  _[_  ny^ 
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ist  befriedigt  für  n  =  m,  x  =  0,  y  =  ±1  und  ausserdem  nur 
nocli  für  solche  Werthe  von  n,  die  kleiner  als  m  sind. 

Es  ist  ferner  (7)  erfüllt  für  die  zur  Determinante  —  (4m—  1) 
gehörigen  Classeninvarianten  zweiter  Art  und  ausserdem  wieder 
nur  für  solche  Classeninvarianten  zweiter  Art,  die  zu  absolut 
kleineren  Determinanten  gehören;  denn 

4m  =  ^2  _|_  ^y2 

ist  befriedigt  für  ^  =  (4m— 1),  x  =  ±1,  y  =  ±1  und  sonst 
nur  noch  für  solche  Werthe  von  n,  die  kleiner  als  4  m  —  1  sind. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Function  Fm(u,  u)  theilbar  ist  durch 
Hm{u\  Hin^_i(u)  und  dass  alle  anderen  Factoren  von  Fni(u,  u) 
zugleich  in  solchen  Functionen  Hn  (u),  Hn  (u)  enthalten  sind ,  in 
welchen  n  <^  m  oder  <  4m  —  1  ist,  deren  Coefficienten  nach 
Voraussetzung  ebenso  wie  die  von  F^,  rational  sind. 

Befreit  man  also  i^„i  von  mehrfachen  Factoren  und 
ferner  von  allen  gemeinschaftlichen  Factoren  mit 
solchen  Hn,  Hn^  für  welche  n  <^  m  oder  <;  4m—  1  ist, 
was  durch  rationale  Operationen  geschieht,  so  bleibt 
das  Product 

(8)  Hm{u)  Hlm-i{y) 

übrig,  welches  sonach  auch  rationale  Coefficienten  hat. 
Wir  betrachten  ferner  die  Gleichung: 

(9)  F,rn-r{U,  u)  =  Q, 

Sie  ist  erfüllt  für  die  Wurzeln  von  Hlni-i{u)  =  0,  weil 
Am  —  1  =  2/^  +  (4  m  —  1)^2 
durch  y  =  0  und  x  =  ±1  befriedigt  ist.     Dagegen  ist  (9)  für 
die  Wurzeln  von  Hm{u)  nicht  erfüllt,  da  die  Gleichung 

4m  —  1  z=  y'^  -\-  mx'^ 
nicht  lösbar  ist   [denn   es  müsste  x'^  <^  4,^   also  x  =^  ^\    sein, 
dann  würde  aber  folgen  y'^  ^  —  \  (mod  3),  was  unmöglich  ist]. 

Es  ist  also  jF4»„_i(m,  u)  durch  Hin^-l{u)  theilbar,  dagegen 
relativ  prim  zu  Hm{u).  Indem  man  also  den  grössten  gemein- 
samen Theiler  von  -F^m-i  und  Hm  Him-i  sucht,  erhält  man  H[m-i 
und  daraus  auch  Hm  rational. 

Es  bleibt  also  nur  noch  zu  beweisen  übrig,  dass  Hi  und  H'q 
rationale  Coefficienten  haben. 

Wählen  wir  als  Repräsentanten  der  zur  Determinante  —  1 
und  —  3  gehörigen  Formenclassen  erster  und  zweiter  Art 
(1,0,1),     (2,1,2), 
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SO  haben  wir  für  co  im  ersten  Falle 

1 

09   -= —  ,       G)   =   ?, 

CO 

und  im  zweiten 

CO  =  —  1 ,     CO  =^  e  ^   . 

CO 

Nach  §.  49,  (14)  haben  wir  aber 

-  7=5  («), 


und  daher 


y,(co)  =  c~^   y,(^—  1  -  -^ 


/      2  7tl\ 

Daraus  folgt  nach  der  Definition  von  7.2,  y.^  [§.  49,  (4)] 

i(i)  =  27.64,       jG"^)  =  0, 
mithin 

(10)  Hi^u—  27  .  64,      iJs  =  w 

und  w.  z.  b.  w.,   dass   Hi{u)   und   H'^(u)  rationale   Coefficienten 
haben. 

Hiermit  ist  die  Existenz  von  ganzzahligen  Gleichungen  H,n  ^=  0, 
Hin  =  0  vom  Grade  der  Classenzahlen  /i,  li'  nachgewiesen,  deren 
Wurzeln  die  Classeninvarianten  sind. 

Wir  bezeichnen  diese  Gleichungen  als  Classen- 
gleichungen. 

Jede  Classeninvariante  j{g))  giebt  Anlass  zu  einem  alge- 
braischen Zahlkörper  U[j{co)'\  (v.ergl.  §.  55,  3.  4.),  welches  der 
Inbegrift'  aller  rationalen  Functionen  von  j{cd)  mit  rationalen 
Zahlcoefficienten  ist.  Den  Grad  dieses  Körpers  zu  bestimmen, 
wird  weiter  unten  eine  unserer  Hauptaufgaben  sein. 

Aus  jeder  Zahl  a  dieses  Körpers  entstehen  h  oder  h!  con- 
jugirte  Zahlen,  wenn  man  j{c})  durch  die  verschiedenen  Wurzeln 
der  betreffenden  Classengleichung  ersetzt.  Sind  diese  Werthe 
von  a  alle  von  einander  verschieden,  so  ist  «  eine  primitive  Zahl 
des  Körpers  und  j{(x))  kann  auch  rational  durch  a  ausgedrückt 
werden.  Der  Körper  ^[i(tö)]  ist  identisch  mit  ^{a).  Die  h 
oder  h'  Werthe  einer  solchen  Zahl  w,  die  den  verschiedenen 
Formenclassen  entsprechen,  sind  dann  gleichfalls  die  Wurzeln 
einer  rationalen  Gleichung. 

Weber,  elliptische  Functionen.  »  22 
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Wir  erweitern  die  Bedeutung  des  Wortes  Classeninvariante 
dahin,  dass  jede  primitive  Zahl  des  Körpers  Sl[J(a3)]  jetzt  als 
Classeninvariante  bezeichnet  werden  soll,  und  ebenso  soll 
unter  einer  Classengleichung  die  rationale  Gleichung  ver- 
standen werden,  deren  Wurzeln  die  verschiedenen  Werthe  einer 
Classeninvariante  sind;  wir  unterscheiden  Classeninvarianten  und 
Classengleichungen  erster  und  zweiter  Art,  je  nachdem  die  ent- 
sprechenden Formenclassen  erster  oder  zweiter  Art  sind  i). 


§.  89.     Beziehungen  zwischen  den  Classeninvarianten 
erster  und  zweiter  Art. 

Ist  m  ^  —  1  (mod  4),  so  haben  wir  zur  Determinante  —  m 
gehörige  Formenclassen  erster  und  zweiter  Art  und  demnach  auch 
eine  Classengleichung  der  ersten  und  der  zweiten  Art 
(1)  H^(u)  =  0,  (2)  J/;(tO  =  0 

von  den  Graden  der  Classenzahlen  h^  h'. 

Ist  u  =  j(co)  eine  Wurzel  der  ersteren,  so  ist,  wenn  Ä,  B,  C 
ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind, 

(3)  ^092  -f  2i?ö  -f  C  =  0,    B''  —  AC=  —  m=l  (mod  4). 
Da  die  Gleichung  (3)  primitiv   und  von   der  ersten  Art  sein 

soll,  so  können  nicht  A  und  C  beide  gerade  sein.    Ist  A  ungerade, 
so  kann  man  auch  B  ungerade  voraussetzen,   da  man  eventuell, 
indem  man  oj  -f-  1  an  Stelle  von  «  treten  lässt,  B  durch  B  -\-  A 
ersetzen  kann ;  dann  aber  muss  C  durch  4  theilbar  sein. 
Wir  betrachten  nun  die  cubische  Invariantengleichung 

(4)  JP,(^,  i*)  =  0, 
deren  Wurzeln,  wenn  u  =j(co)  ist, 

(5)  «=i('2<.),    ig),    i(^) 
sind  (§.  72j.     Wird 

gesetzt,   so   ergeben  sich   aus  (3)  für  co'  die  folgenden  drei  qua- 
dratischen Gleichungen: 


^)  Die  sämmthchen  zu  einer  Formencia sse  negativer  Determinanten 
gehörigen  Invarianten  erster  oder  zweiter  Art  bilden,  was  Krön  eck  er  eine 
Gattung  algebraischer  Zahlen  nennt. 
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{G)g)'  =  ~,       Ä(d'^+    Bco' ^j  =  0,       Det.  =  —  w,  zweite  Art, 

0'  =  ?^,    4.ÄG)'^  +  4.(B-A)cj'  +  Ä-2B+C=0, 

Det.  =r  —  4  m. 
Von  den  drei  Werthen  (5)  genügt  also  nur  der  eine,  nämlich 
y  (  -  j  zugleich  der  Gleichung  (2)   und  (4).     Der  grösste  gemein- 
schaftliche Theiler  der  beiden  Gleichungen 

ist  also  V  — ifö")  und  wir  erhalten  das  Resultat: 

Die  Classeuinvarianten  zweiter  Art  sind  rational 
durch  die  der  ersten  Art  ausdrückbar. 

Ersetzt  man  in  dem  so  gewonnenen  rationalen  Ausdruck 

(7)  i(«')  =  B{u) 

u  durch  die  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  (1),  so  bekommt 
man  die  sämmtlichen  Wurzeln  von  (2).  Denn  ist  v  =  J(a>')  eine 
beliebige  Classenin Variante  zweiter  Art,  so  genügt  co'  der  Gleichung 

(8)  Ac3'^  +  Bco'  +  C=0,    B'  -  4ÄC=  —  m 

mit  ungeradem  B. 

Nun  kann  man  nach  einem  bekannten  Satz  aus  der  Theorie 
der  quadratischen  Formen,  von  dem  wir  oft  Gebrauch  machen 
werden,  in  jeder  Formenclasse  vom  Theiler  ö  einen  Repräsentanten 
(J.,  1?,  C)  so  wählen,  dass  Ä:6  relativ  prim  zu  einer  beliebig 
angenommenen  Zahl  wird,  also  durch  irgend  welche  Primzahlen 
nicht  theilbar  ist. 

Ferner  erhält  man  durch  die  Substitution 

X  =  x'  -{-  ly\    y  =  y' 

für  ein  beliebiges  X  aus  {A^  jB,  C)  eine  Schaar  äquivalenter 
Formen  {A,B -\- XA,  C  +  21B  -^  l'^A),  die  von  Dedekind 
parallele  Formen  genannt  worden  sind.  Wählt  man  A  so, 
dass  A :  6  relativ  prim  zu  ö  wird ,  so  kann  man  A  so  bestimmen, 
dass  jB  -f-  A ^  bei  der  Theilung  durch  einen  beliebigen  zu  A.c 
theilerfremden  Modul  einen  beliebig  gegebenen  Rest  lässt;  d.  h. 
man  kann  den  Repräsentanten  einer  Classc  so  auswählen,  dass  der 

22* 
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mittlere  Coefficient  einer  beliebig  gegebenen  Zahl  congruent  wird 
in  Bezug  auf  einen  gleichfalls  beliebig  gegebenen  Modul  i). 

Hiernach  können  wir  voraussetzen,  dass  in  (8)  Ä  ungerade  ist. 
Setzen  wir  also  o  =  2«',  so  ergiebt  sich  aus  (8)  die  Gleichung 

Äa^  +  4^03  -f  40  =  0, 
welche   primitiv  von   der  ersten  Art  und  von  der  Determinante 
—  m   ist.     Es    ist   also   nach    dem    Obigen  j(cj')   eine    rationale 
Function  von  J(g)). 

Es  ist  noch  zu  entscheiden,  ob  und  wie  oft  aus  verschiedenen 
Werthen  von  j(co)  ein  und  derselbe  Wertli  von  j(c()')  abgeleitet 
werden  kann. 

Dazu  bemerken  wir,  dass,  wenn  zwei  verschiedene  Wurzeln 
der  Gleichung  (1),  in  (7)  für  u  gesetzt,  denselben  Werth^'(cö')  =  v 
hervorrufen ,  beide  Werthe  von  u  der  cubischen  Gleichung  (4) 
genügen  müssen,  aus  welcher  (7)  abgeleitet  ist.  Es  können  daher 
höchstens  je   drei   der  Werthe  von  u  zu  dem  gleichen  v  führen. 

Nun  sind  aber,  wenn  v  ^=  j  (co')  ist,  die  drei  Wurzeln  von  (4) 

(9)  n=J(2.'),    J@,    i(^) 

und  es  handelt  sich  nur  noch  um  die  Frage,  welche  von  diesen 
drei  Werthen  Wurzeln  von  (1)  sind. 

Wir  erhalten  aber  aus  (8)  die  folgenden  drei  quadratischen 
Gleichungen  der  Determinante  — m  von  der  ersten  Art: 

0  =  2(0',  Äco'  +  2B(D  +  4.ü  =  0, 

4.ÄG}^'  +  2B(o  +      C=0, 

^ÄCD^  +  2(B-2Ä)C0-^(Ä-B+C)  =r  0. 


(10) 

G) 

=r 

2' 

05 

== 

«'  + 

1 

2 

5 

1. 

Ist 

nun 

m  ^  —  1  (mod  8), 
so  ist  nach  unserer  Voraussetzung,  dass  A,  B  ungerade  sind,   C 
eine  gerade  Zahl;   von    den  drei   quadratischen  Gleichungen  (10) 
ist  nur   die   erste  primitiv,   und   es   führt   also  auch  nur  diese 
zu  einer  Wurzel  der  Gleichung  (1). 

Es  gehört  zu  jeder  Classeninvariante  zweiter  Art  nur  eine 
Classeninvariante  erster  Art,  so  dass  auch  die  Classeninvarianten 
erster  Art  durch  die  der  zweiten  Art  rational  ausdrückbar  «ind. 


1)  Vgl.  Dirichlet-Dedekind,   Vorle^suiigen  über  Zahleutheorie,  §.  56, 
§.  93. 
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Der  Körper  ^[Jico)]  ist  mit  ^[j(c3')]  identisch.  Es  folgt  in 
diesem  P'alle  noch,  dass  die  Classenzahlen  /^,  h'  einander  gleich 
sind,  wie  auch  aus  der  Zahlentheorie  hekannt  ist. 

2.  Ist  m  =  3  (mod  8), 

so  ist  Ä  ungerade  und  die  Gleichungen  (10)  sind  alle  drei 
primitiv.  Wenn  daher  die  drei  Grössen  (9)  von  einander  ver- 
schieden sind,  so  gehören  zu  jeder  Classeninvariante  zweiter  Art 
drei  Classeninvarianten  erster  Art,  also: 

h  =  3  h'. 
Der  Körper  ^  \j  (w')]  ist  ein  Theiler  des  Körpers  ^  [j  (co)]. 

3.  Wir  haben  also  schliesslich  noch  zu  entscheiden,  ob  unter 
den  drei  Grössen  (9)  einander  gleiche  vorkommen  können,  oder 
mit  anderen  Worten,  ob  unter  den  drei  Zahlen 

(i^J  -^«^    Y?    — 2 — 

einander  äquivalente  enthalten  sind. 

Nehmen  wir  die  beiden  ersten  dierselben  äquivalent  an,  also 

SO  folgt  aus  (8),  wenn  x,  y  ganze  Zahlen  sind 

'ly  =  Cx^         6  —  ia^=  Bx^ 
—  2ß  =  Äx,        ^-f  4«  =  ?/, 
if-  +  mx^  —  IC, 
worin,  da  Ä  ungerade,  x  und  folglich  auch  y  gerade  ist. 

Die  letzte  Gleichung  ist  aber  nur  möglich  für  m  =  3;  und 
in  diesem  Falle  sind  in  der  That  die  drei  Grössen  (11)  äqui- 
valent. Man  übersieht  dies  am  besten,  wenn  man  für  den 
Repräsentanten  (8)  die  Gleichung 

«'2  +  w'  -f  1  =  0 
wählt,  aus  der  man  erhält 

co' 


2  co'  = 
Hier  ist  also  wieder 


'+'■2  -1 


«'  Q}'  4-  1 

2  2 


h  =  h', 
und  da,   wie  wir   oben    gesehen   haben   (§.  88),   in   diesem   Falle 
j(oj')  ==  0  ist,  so  muss  j{c3)  eine  rationale  Zahl  sein,  die  sich  aus 
der  Gleichung  (5),  §.  74  ergiebt: 

j((D)=:i(\/^)  =  24.33.51 
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§.  90.    Beziehungen  zwischen  Classeninvarianten,  deren 
Determinanten  in  quadratischem  Verhältniss  stehen. 

Wenn  zwei  negative  Determinanten  quadratischer  Formen 
sich  nur  durch  einen  quadratischen  Factor  von  einander  unter- 
scheiden, so  bestehen  zwischen  ihren  Classeninvarianten  alge- 
braische Beziehungen,  welche  eine  Verallgemeinerung  der  im 
vorigen  Paragraphen  betrachteten  Relationen  sind,  und  die  wir 
nun  aufzusuchen  haben. 

Es  sei  p  eine  beliebige  Primzahl  (auch  p  =  2  nicht  aus- 
geschlossen) und 

(1)  m'  =:  p'^m. 
Ferner  seien 

(2)  Hmiu)  =  0,  (3)  H,n'(v)  =  0 

die  zu  den  Determinanten  —  m,  —  m'  gehörigen  Classengleichungen 
erster  Art.    v  =  j(^co')  sei  eine  beliebige  Wurzel  der  zweiten  und 

(4)  ^'«'2  4-  25' w'  +  C'  =  0,     ä'  C  —  B'^  =  m' 

die  primitive  quadratische  Gleichung,  welcher  «'  genügt,  ä'  möge, 
was  erlaubt  ist,  durch  p  untheilbar  vorausgesetzt  sein. 
Wir  betrachten  nun  die  Invariantengleichung 

(5)  F^(u,v)  =  0, 
deren  Wurzeln  sind: 

(6)  ur=j(pco'),    i(^^'),     c-0,  1,  2,...i)-  1. 

Das  Argument  dieser  Functionen 

,     tö'  +  c 

03   =  pCO  ,       

P 

genügt    einer    aus    (4)    abzuleitenden    quadratischen    Gleichung, 
nämlich 

GJ  =p(o\    Ä'co'i  +  2B'pcj  +  C'p^  =  0, 

(7)  C3'  +  C 

CO  =  ^^— , 

p 

ä'p'^co^  +  2(B'  —  Ä'c)pco  +  ä'c^  —  2B'c+  C  =  0, 
deren  Determinanten  — p^m'  sind,  und  die  alle  primitiv  sind,  mit 
Ausnahme  derer,   in  welchen  A'  c^  —  2  B' c  -{-  C'  durch  p  theil- 
bar  ist.     Nun  ist 

A'(ä'c^-2B'c+C')  =  {A'c  —  B'f  +  m\ 
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also  ä'  c'^  —  2  B'  c  -\-  C'  dann   und   nur   dann   durch  p  theilbar, 


wenn 

(8)  Ä  c  -  B'  =  0  (mod  p). 

Dadurch  ist  ein  bestimmter  Werth  von  c  gegeben,  für 
welchen  ä'  c^  —  2  B'  c  -\-  C  nicht  nur  durch  p^  sondern  durch  p^ 
theilbar  ist.  Aus  (7)  erhalten  wir  daraus  eine  und  nur  eine  zur 
Determinante  — m  gehörige  Gleichung: 

(9)  A'.^  +  2'l^^^c.  +  ^'''~'f'^+^'^0. 

V     /  P  P 

Es  haben  also  die  Gleichungen  (2)  und  (5)  eine  und  nur 
eine  Wurzel  ti  mit  einander  gemein  und  diese  lässt  sich  rational 
durch  V  ausdrücken: 

(10)  u  =  R(v). 

Wir  haben  zweitens  nachzuweisen,  dass  man  hieraus  alle 
Wurzeln  der  Gleichung  (2)  erhält,  wenn  man  für  v  alle  Wurzeln 
von  (3)  setzt,  und  daran  schliesst  sich  noch  die  Frage,  wie  oft 
jeder  Werth  von  u  durch  (10)  erzeugt  wird.  Sei  also  ti  =j(g)) 
eine  beliebige  Wurzel  der  Gleichung  (2)  und 

(11)  Äcj^^  +  2B(X)  +  C=  0,    AG  —  B^  =  m, 

worin  A  wieder  durch  p  untheilbar  vorausgesetzt  wird.  Setzen 
wir  oj'  =  pcD,  so  genügt  o'  der  Gleichung 

(12)  Aco'^  +  2Bpa)'  +  Cp''  =  0, 

welche  primitiv  ist  und  zur  Determinante  —  m'  =  —  p^m  gehört. 
Es  ist  also  V  =  j  {co')  eine  Wurzel  von  (3),  welche  der  Gleichung  (5) 
genügt,  und  aus  der  man  daher  durch  (10)  u=j{cj)  erhält. 
Also  können  alle  Wurzeln  von  (3)  durch  die  Gleichung 
(10)  dargestellt  werden. 

Um  aber  die  zweite  Frage  zu  beantworten,  wie  viele  Wertlie 
von  V  zu  demselben  Werthe  von  u  führen,  bemerken  wir,  dass 
die  verschiedenen  Werthe  von  v,  welche  dies  leisten,  Wurzeln 
der  Gleichung  (5)  und  (3)  sein  müssen,  also  in  einer  der  Formen 

(13)  Hpo.),    j(^) 

enthalten  sind.     Nun  haben  wir  aus  (11): 

co'  r=pG),     Aco"^  +  2Bp(o'  +  Cp^  =  0, 

(14)  ,        co  +  c 

P 

Ap^co'^  -|-  2(B  —  Ac)pco'  +  Ac''  —  2Bc  +  C  =  0, 
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deren  Determinante  — m'  ist.  Unter  den  Grössen  (13)  werden 
aber  nur  diejenigen  der  Gleichung  (3)  genügen,  für  welche  die 
entsprechende  Gleichung  (14)  primitiv  ist. 

Die  erste  der  Gleichungen  (14)  ist  nach  unserer  Voraussetzung 
stets  primitiv;  von  den  übrigen  sind  nur  die  nicht  primitiv,  für 
welche 

J.C2  —  2Bc-\-  C 
oder 

A{Ac^-2Bc-{-C')  =  {Ac  —  Bf  +  m 

durch  p  theilbar  ist.  Hier  hat  man  nun  vier  Fälle  zu  unter- 
scheiden. 

a)  Wenn  p  in  m  aufgeht,  so  kommt  unter  den  Gleichungen 

(14)  nur  eine  nicht  primitive  vor,  nämlich  die,  für  welche 

Ac  —  B  ^0  (mod  p). 

b)  Wenn  p  ungerade  und  — m  quadratischer  Rest  von  p  ist, 
so  sind  zwei  der  Gleichungen  (14)  nicht  primitiv,  nämlich  die- 
jenigen, für  welche 

(Ac  —  Bf  ^  —  m  (mod  p). 

c)  Wenn  p  ungerade  und  — m  Nichtrest  von  p  ist,  so  sind 
sämmtliche  Gleichungen  (14)  primitiv. 

d)  Für.  2?  =  2  hat,  da  A  ungerade  ist,  die  Congruenz 

(Ac  —  By  ^  —  m  (mod  p) 

immer  eine  und  nur  eine  Wurzel,  und  folglich  ist  für  j)  =  2 
immer  eine  unter  den  Gleichungen  (14)  imprimitiv. 

Nehmen  wir  also  vorläufig  an,  was  wir  gleich  genauer  unter- 
suchen werden,  es  seien  unter  den  ^  -j-  1  Grössen 

nK\  «     -f-    C 

(15)  pcj,     —^ 

keine  zwei  äquivalente,  so  gehören  zu  jedem  Werthe  von  u  in 
dem  Falle  a),  d)  ^Werthe  v^  im  Falle  h)  p  ~  1  Werthe  v,  im 
Falle  c)  i^-f- 1  Werthe  v^  und  wenn  wir  die  Grade  von  (2)  und 
(3)  mit  h  und  h'  bezeichnen,  so  ergeben  sich  (in  Uebereinstimmung 
mit  bekannten  Formeln  der  Zahlentheorie)  folgende  Beziehungen: 

h'  ^=  ph^  falls  m  ^  0  (mod  pi)  oder  p  =  2, 

(16)      h'^ip-iß,     „    (:zi!!)  =  +i. 
h'  =  (p  +  i)h,    „    (--^*)=.-i. 
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Es  handelt  sich  also  noch  um  die  Frage,  ob  unter  den  Grössen 
(15)  nach  Ausschluss  der  wegen  a),  b),  d)  wegfallenden,  noch 
äquivalente  vorkommen  können,  oder  ob  die  Invariantengleichung 
(5)  iiir  li  ^=  j  (oj)  gleiche  Wurzeln  haben  kann.  Diese  Frage 
behandeln  wir  ihrer  principiellen  Wichtigkeit  wegen  in  einem 
besonderen  Paragraphen. 


§.  91.     Die  Factoren  der  Discriminante  der  Invarianten- 
gleichung. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Frage  allgemein,  wann  eine  Invarianten- 
gleichung 

(1)  F,(u,v)  =  0, 

worin  jj  eine  Primzahl  ist,  für  u  =  j{c3)  zwei  oder  mehrere  gleiche 
Wurzeln  hat,  oder  wann  unter  den  })  -\-  l  Grössen 

(2)  jipo,),    if^'),     c  =  0,\,...p-l 

zwei  oder  mehrere  einander  gleiche  vorkommen.  Dies  findet 
dann  und  nur  dann  statt,  wenn  unter  den  p  -\-  l  Grössen 

(3)  pco,     — ^ 

zwei  äquivalente  vorkommen.  Es  muss  also  jedenfalls  co  einer 
ganzzahligen  quadratischen  Gleichung  mit  negativer  Discriminante 
genügen,  die  wir  in  der  Form  annehmen: 

(4)  Äco^  +  Boo  +  C:=0,     4^0  —  ü'  =  z/>0, 
worin  J.,  i^,  C  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind. 

Ersetzen  wir  to  durch  eine  äquivalente  Zahl,  also  (4)  durch 
eine  äquivalente  Gleichung,  ,so  werden  die  Grössen  (2)  nur  unter 
einander  vertauscht.  Die  Frage  nach  der  Anzahl  der  gleichen 
Wurzeln  von  (1)  wird  also  davon  nicht  berührt,  und  wir  können 
daher  in  Uebereinstimmung  mit  dem  vorigen  Paragraphen  an- 
nehmen,  dass  Ä  durch  p   nicht   theilbar   sei.     Ist   nun   zunächst 

2JC0  äquivalent  mit  ,  so  ist: 


(5)  — ^  =  ^  '^     aÖ~ßy  =  l. 
^                            p              oc  -\-  ßpco  ^  ' 

Schreiben  wir  diese  Gleichung  so: 

(6)  ßpco"^  -)-  (a-f-/3cp  — d>2)a9  +  cw  —  y^  =  0, 
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SO  folgt  durch  Vergleichung  mit  (4)  (da  Ä  durch  p  untheilbar 
sein  sollte),  dass  a  durch  p  theilbar,  also  =  pa'  sein  muss,  und 
dass  eine  ganze  Zahl  x  existirt,  welche  den  Bedingungen  genügt: 

(7)  ß  =  Äx,     a'  +  ßc  —  dp  =  Bx,     ca' —  y  =  Cx. 
Setzen  wir  noch 

(8)  a'  -ßc  +  dp  =  y, 

so  folgt 

'.  2cc'  =  Bx-\ry 

^^  2{ßc  —  8p)  =  Bx  —  y 

und  aus 

(10)  pa'ö  ~  ßy=l 
folgt  sodann 

(11)  iß  4-  ^x^  =  4. 

Der  Werth  a?  =  0  ist  auszuschliessen,  weil  sonst  ß  =^  0  sein 
müsste,  was  der  Gleichung  (10)  widerspricht,  und  wir  können 
unbeschadet  der  Allgemeinheit  x  positiv  annehmen.  Da  überdies  J 
nach  dem  Modul  4  entweder  ^  0  oder  ^  3  sein  muss,  so  bleiben 
zur  Erfüllung  von  (11)  nur  folgende  zwei  Möglichkeiten  übrig: 

1.  z/  =  3,     :r  =  1,     ^  =  ±  1. 

Nach  (9)  ist  B  ungerade,  also  die  Gleichung  (4)  von  der 
zweiten  Art  und  der  Determinante  —  3.  Da  es  für  diese  Deter- 
minante nur  eine  Formenclasse  zweiter  Art  giebt,  so  können  wir 
Ä  =z  l^   J^r=l,  C  ^=  1    annehmen ,   d.  h.   für  co   die  imaginäre 

2Tti 

dritte  Einheitswurzel  e  ^  setzen,  und  erhalten  unter  den  Grössen 
(3)  drei  äquivalente ,  indem  wir  i/  =  -(-  1 ,  und  =  —  1  an- 
nehmen : 

(12)  pa,     -, , 

^     ^  p  p 

wie  auch  aus  den  Gleichungen 

a  _      —1  gj  -f  1  _  —1 

P        p  -\-  pco^         p  pa 

erkannt  wird,  welche  die  Aequivalenz  der  drei  Grössen  (12) 
evident  machen. 

2.  z/  =  4,     ^  =  1,     2/  =  0. 

Die  Gleichung  (4)  ist  von  der  ersten  Art  mit  der  Deter- 
minante —  1,  wir  können  i?  ==  0,  ^==.0=1,  d.  h.  co  =  i 
annehmen  und  finden  die  zwei  äquivalenten  Werthe: 
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G) 
PCO,       -, 

wie  auch  aus  der  Gleichung 

—P 

^  CO 

folgt. 

Es  seien  ferner  zwei  der  Werthe  (3) 

CJ  -\-  c       o  -l-  c' 

p    '       p 

äquivalent,  so  dass  eine  Gleichung  besteht 

(13)  ^  +  _c^ri.+y  +  0      ,s-ßy=l, 

oder 

(14)  /3ö2  4-  (ßc'  +  ßc  +  ocp  —  dp)(o  4- 

ßcc' -\-acp  —  dc'p  —  7J92  ^^  0, 

woraus  durch  Vergleichung  mit  (4) 

ß  =  Äx, 

(15)  ßc' -^  ßc  +  ap  —  6p  :=  Bx, 
ßcc'  -\-  acp  —  8c'p  —  yp'^  =  Cx^ 

und  wenn  man  wieder 

(16)  ßc'  -  ßc  +  ap  +  öp  =  y 

setzt  * 

*  2{ßc'^ap)  =  Bx-\-y, 

^   ^  2{ßc  —.dp)  =  Bx  —  y. 

Daraus 

(18)  y'-  ^  ^x^  =Ap\ 
Aus  (15)  ergeben  sich  die  Congruenzen 

(19)  ßcc'  =  Gx,    ß{c-{-c')  =  Bx,    ß  =  Ax  (mod  p\ 
und  man  hat  nun  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

3.    Ist  X  nicht  durch  p  theilbar,  so  folgt  aus  (19): 

(20)  Acc'  =  C,    A(c  +  c')  =  B,    A\c  —  c'p  =  —  A  (mod  j?). 

Die  letzte  Congruenz  ist  aber  nur  dann  möglich,  wenn  ent- 
weder z/  durch  p  theilbar  ist,  dann  aber  ist  c  =  c'  und  die 
beiden  äquivalenten  Zahlen  sind  identisch ,  oder  wenn  —  /1  qua- 
dratischer Rest  von  p  ist;  dann  ist  c  von  c'  verschieden,  und  c 
und  c'  sind  die  beiden  Wurzeln  der  Congruenz: 

(21)  (2  Ac- Bf  =  — ^  {modi  p). 
J  muss  in  der  Form  enthalten  sein 
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(22)  ^  ^  '^'  -  y\ 

und  aus  (15)  und  (16)  findet  man  die  Werthe  von  ol,  /?,  y^  ö. 

Ist  aber  x  durch  ^  theilbar,  so  ist  auch  y  durch  p  theilbar; 
die  Gleichung  (16)  ist  wieder  nur  möglich,  wenn  z/  =:  3  oder 
z/  =  4  ist,  und  wir  erhalten  die  beiden  Fälle 

4.  z/  =  3,     ^  =  jj,     ?/  =  ±  j). 

Man  kann  wieder,  wie  oben  bei  1.,  J,  =  ^  ^  C  =  1  an- 
nehmen und  erhält  zu  jedem  c  gehörig,  mit  Ausnahme  von  c  =  0, 
c  =  1,  die  schon  durch  1.  erledigt  sind,  aus  (15),  (16)  zwei  Werthe 
von  c\  die  mit  c'  und  c"  bezeichnet  sein  mögen: 

(23)  d  =  -^^ ,     c"  =  ^-^  (mod  p). 

Diese  drei  Werthe  von  c  sind  von  einander  verschieden, 
ausser  wenn 

(24)  (2c— 1)2  =  —  3  (mod  p), 
wo  alle  drei  einander  gleich  werden. 

Dies  ist  für  z/  =  3  dieselbe  Congruenz  wie  (21)  des  Falles  3. 

5.  z/  =  4,     :r  =  ^>,     ^  =  0. 

Wir  machen  die  Annahme  J.=  (7=1,  i?  =  0  und  erhalten 
für  jedes  c,  mit  Ausnahme  von  c  ==  0,  einen  zugehörigen  Werth 
von  c'  aus 

cc'  ^  —  1  (mod  p). 

Die  beiden  Werthe  c,  c'  fallen  nur  dann  in  einen  zusammen,  wenn 
c^  ^  —  1  (mod  jj), 
w^as  wiederum  für  diesen  Fall  unter  (21)  des  Falles  3.  gehört. 
Wir  fassen  das  hiermit  Bewiesene  folgendermaassen  zusammen. 
Die  Invariantengleichung  (1) 

Fjj  (v,  -w)  =  0, 
deren  Wurzeln  wir  wie  früher  mit 

bezeichnen,  hat  gleiche  Wurzeln  unter  folgenden  Voraussetzungen: 

I.    Wenn  in  u=  j{(o)   für  co   die  Wurzel   der  Gleichung  (4) 

^C92-f  Bco  -f  6^=  0 

gesetzt  wird,   in   welcher  —  z/  ==  jB^  —  4^  6^  negativ,    durch  p 

nicht  theilbar,  quadratischer  Rest  von  p  und  zugleich  in  der  Form 

"         a;2 
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darstellbar  ist  (also  sicherlich  z/  <<  4^)2).    Dann  ist  v^  =  v^,',  Avenn 
c  und  c'  die  beiden  Wurzeln  der  Congruenz  (21) 

{2Ac  —  Bf  =  —  ^  (mod  p) 
sind  (Fall  3). 

II.  Wenn  u  =  j\e  ^  J  =  0  (§.  88)  gesetzt  wird,  so.  werden 
für  p  =  2  alle  drei  W^urzeln  einander  gleich  (Fall  1),  für  p  =  3 
wird  v^  =  Vq  =  v^^  während  %  davon  verschieden  ist  (Fälle  1,  4). 
Ist  —  3  quadratischer  Nichtrest  von  j),  so  ist  p  ^  —  1  (mod  3) 
und  von  den  W^urzeln  von  (1)  werden  je  drei  einander  gleicli 
(Fälle  1,  4).  Ist  endlich  —  3  quadratischer  Rest  von  p^  also 
p  ^  \  (mod  3),  so  kann  immer  4j»92  =  ^2  _j_  3  ^2  gesetzt  werden 
(vgl.  Dirichlet-Dedekind,  §.  70).  Es  sind  also  die  zwei  der 
Congruenz  (2  c  —  1)2  ^  —  3  (mod  j))  entsprechenden  Wurzeln  ^v,  ^c' 
einander  gleich,  während  die  übrigen  p  —  1  Wurzeln  zu  je  dreien 
einander  gleich  werden  (B'älle  3,  4). 

III.  Wenn  tf  =  J(i)  =  27 .  64  gesetzt  wird,  so  werden  für 
29  =  2  die  beiden  Wurzeln  v^^  ^0  einander  gleich,  v^  davon  ver- 
schieden (Fälle  2,  5),  für  alle  anderen  Werthe  von  p  werden  die 
p  -|-  1  Wurzeln  paarweise  einander  gleich  (Fälle  3,  5). 

Kehren  wir  nun  zurück  zu  den  Formeln  (16)  des  vorigen 
Paragraphen,  so  sehen  wir  aus  den  jetzt  gewonnenen  Resultaten, 
dass  diese  Formeln  nur  in  dem  Falle  m  =  l  einer  Correctur  be- 
dürfen, und  dass  in  diesem  Falle  die  rechten  Seiten  durch  2 
zu  theilen  sind.  Wollen  wir  die  Formeln  (16)  allgemein  gültig 
erhalten,  so  müssen  wir  die  auch  sonst  oft  zweckmässige  Ueber- 
einkunft  treö'en,    dass  .unter   der   Classenzahl   h   für  die 

Determinante   —  1  nicht   die  Einheit,   sondern  -  ver- 

standen  werden  soll. 


Zwölfter   Abschnitt. 
Berechnung"  der  Classeninvarianten. 


§.  92.     Die   Classeninvariante  ^2- 

Wir  haben  schon  oben  bemerkt,  dass  ausser  der  Function 
j  (co)  noch  andere  Modulfunctionen  zur  Bildung  von  Classen- 
invarianten sich  eignen,  und  oft  zu  einfacheren  Resultaten  Anlass 
geben.  Unter  diesen  tritt  uns  zunächst  die  Function  ^qC^)  6^^^- 
gegen ,  welche  durch  Yj  (co)  definirt  ist. 

Wir  haben  im  §.  74  gesehen,  dass  zwischen  den  Functionen 

(1)  u  =  r2  (ö):    ^  =  r2  y   \      Ji 

falls  ad  =^  n  durch  3  nicht  theilbar  ist,  und  c  durch  3  theilbar 
angenommen  ist,  eine  Transformationsgleichung 

(2)  ^n(u,v)  =  0 

besteht.  Die  Function  ^n  hängt  aber  nur  von  den  beiden  Argu- 
menten vu-"",  u'^  ab  und  in  ^n(^,  w)  =  0  kommt  also,  wenn 
n  ^  l  (mod  3)  ist,  nur  u^^  d.  h.  j (co)  vor;  in  diesem  Falle  kann 
daher  diese  Gleichung  kein  anderes  Resultat  ergeben,  als  die 
Invariantengleichung.     Anders  ist  es  aber  in  dem  Falle 

(3)  n  =  ^l  (mod  3), 
den  wir  jetzt  voraussetzen  wollen. 

Wenn  einer  der  Werthe  v  =  u  werden  soll,  so  muss  eine 
Relation  bestehen 

und  zugleich  muss  [§.  49,  (15)] 

(5)  aß  -\-  ay  -\-  ßö  —  a  ß'^  y  =  0  (mod  3) 


(7) 
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sein.     Es    muss   also    jedenfalls    a   Wurzel    einer   quadratischen 

Gleichung 

(6)  ÄG)'^  +  Bo)  -^  C=0,     ^^4.AC—B\ 

sein. 

Besteht  umgekehrt  eine  solche  Gleichung,  so  folgt  durch 
Vergleichung  mit  (4)  in  der  früher  angewandten  Art,  wenn 
X,  ij  ganze  Zahlen  sind: 

dß  =  Ax, 
Ca  —  ay  :=^  Cx^ 
cß  -]-  d  a  —  ad  =  Bx^ 
cß  —  da  —  ad  =   y^ 
woraus 

'lda  =  Bx  —  y, 
(8)  2(ci3  —  a8)  =  Bx  +  y, 

4  w  =  2/^  +  ^^^• 

Setzen  wir  Ä  relativ  prim  zu  3w  voraus  (§.  89),  so  muss 
d  =z  1,  a  =  n  angenommen  werden;  denn  nach  (7)  muss  unter 
dieser  Voraussetzung  x  durch  d  theilbar  sein  und  folglich  auch 
ca  —  ay  und  cß  —  ad,  woraus  folgt,  dass  auch  a,  c  durch  d 
theilbar  sein  müssten,  während  doch  a,  c,  ^  keinen  gemeinsamen 
Theiler  haben.     Also  ist 

2a:=Bx  —  y,  ß  =  Ax, 

^^  2ny  =  c(Bx^y)  —2Cx,     2nd  =  2cAx  —  Bx  —  ij. 

Die  Zahlen  x,  y  sind  hier  ausser  den  in  §.86,  (18)  an- 
gegebenen Beschränkungen  wegen  (3)  noch  der  unterworfen,  dass 
i/2-f-z/^'2^ —  1  (mod3)werde.  Dadurch  ist  ausgeschlossen, 
dass  z/  durch  3  theilbar  sei.  x  muss  von  Null  verschieden 
sein,  und  wir  können  es,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken, 
positiv  annehmen,  was  in  der  Folge  geschehen  soll.  (Eine  gleich- 
zeitige Vorzeichenänderung  von  x  und  y  bewirkt  nur  eine  Vor- 
zeichenänderung von  a,  /3,  y,  6,  die  ohne  Belang  ist.) 

Ist  z/  ^  l  (mod  3),  so  müssen  x  und  y  durch  3  untheilbar 
sein;  ist  z/  ^  —  1  (mod  3),  so  ist  y  durch  3  theilbar,  x  nicht 
theilbar.  Im  Uebrigen  können  die  Zahlen  x,  y  beliebig  ange- 
nommen werden.  Es  ist  dann  c  bestimmt  aus  den  beiden  (mit 
einander  verträglichen)  Congruenzen: 
.  Bx  -\-  y 


Bx-v       ,.        ^'"'"*  ''^ 


y^üx 
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und  kann,  da  n  immer  durch  3  untheilbar  ist,  noch  der  Be- 
dingung 

c  =  0  (mod  3) 
unterworfen  werden. 

Da  ß  durch  3  nicht  theilbar  ist,  so  reducirt  sich  die  Con- 
gruenz  (5)  auf: 

a  -\-  8  =  0  (mod  3), 
oder  nach  (9)  auf 

(10)  B  =  0  (mod  3). 

Ersetzen  wir  in  (6)  «  durch  «  +  1 ,  so  geht  B  über  in 
B  ±2A  und  von  den  drei  Zahlen  B ,  B  -^  1  A,  B  —  2  A  i^i 
eine  und  nur  eine  durch  3  theilbar.  Wir  nehmen  also  an,  es 
sei  B  selbst  durch  3  theilbar,  dann  folgt,  dass  von  den  drei 
Werthen 

(11)  72  ((d),     y^  (oj  -f  1)  =  c       3     ^^  (^j^     y.^  (-^^  _  ij  _  ß  3   y^  (^^-^ 
nur  der  erste  der  Gleichung 

(12)  0Jn,u)=:^ 
genügt.     Die  Gleichung  (12)  und 

(13)  ^,3_^-(ea)^0 

liaben  daher  nur  eine  gemeinsame  Wurzel,  welche  also  rational 
durch  j  (cd)  ausdrückbar  ist.     Damit  ist  bewiesen : 

y^{o!i)  ist  eine  Classeninvariante,  wenn  o  die  Wurzel 
einer  quadratischen  Form  von  negativer  Determinante 
ist,  deren  Determinante  und  erster  Coefficient  durch  3 
nicht  theilbar  sind,  während  der  mittlere  Coefficient 
durch  3  theilbar  ist. 

Wenden  wir  dies  Ergebniss  auf  den  Fall  n  ^=  2  an,  so  er- 
halten wir  zunächst  aus  der  Gleichung  (5),  §.74: 

(14)  02  (^,  u)  =  u^  —  2u^  —  495 11^  4-  2* . 33. 5^  —  0. 
Die  Gleichung 

ist,  da  z/ ^  0  oder  ^  — 1  (mod  4)  sein  muss,  nur  für  drei 
Werthe  von  z/  lösbar,  nämlich 

Z/  =r   8,       ^  =   1,^  =   0, 

(15)  ^  ^  1,     X  =  l,     y  z=  ±l] 

Z/  =  4,       Xr=:l^      y  =  ±2. 

Diesen  drei  Werthen  von  z/  entsprechend  kann  man  für  die 
Gleichung  (6)  die  folgenden  wählen: 
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^  —  8,  032  -f  2  =  0 

/l  —  1,     c92-f3a3  +  4==0    (zweite  Art), 

Z/  =   4,  0)2   _|_    1   :==   0 

oder 

Z/  =  8,      03  =  V^, 

^  =  7,      03  =  ^ -, 

Z/  =   4,       03   =r   i 

Der  Werth  y^iii)  ist  aber  (nach  §.88)  bekannt,  nämlich  =12, 
und  daher  muss  die  linke  Seite  von  (14)  durch  u  —  12  theilbar 
sein.     Da    dieser    Factor    bekannt    ist,    findet    man    leicht    die 
übrigen : 
^4  _  2  w3  _  495  .^^2  _|_  24 .  33 .  .5?-  ^  {n  —  12)  (w  —  20)  (w+  15)2. 

Da  ^2  ip)  ebenso  wie  ^  (03)  für  ein  rein  imaginäres  03  einen 
positiven  Werth  hat,  so  muss  der  Factor  %i  —  20  dem  Werthe 
J  =  S  entsprechen,  und  wir  erhalten: 

(16)  r2(0  =  i2, 

(17)  72  (V^)  =  20, 

(18)  r.(-^  +  ^=^' 


15. 


2  / 

Es  existiren  fünf  negative  Determinanten  —  m: 

(19)  —11,     —19,     —43,     —67,     —1631), 

zu  welchen  es  nur  eine  Formenclasse  zweiter  Art  und  drei 
Formenclassen  erster  Art  giebt.  Für  diese  ist  also  nach  unserem 
Satze :  

^A — 2 — ; 

eine  ganze  rationale  Zahl  Z. 

Um  diese  rationalen  Zahlen  zu  finden,  wollen  wir  Grenzen 
aufsuchen,  zwischen  denen  sie  liegen  müssen,  die  um  weniger 
als  eine  Einheit  von  einander  verschieden  sind. 


1)  Dass  nicht  mehr  Determinanten  dieser  Art  existiren ,  kann  bis  jetzt 

nur   daraus  geschlossen   werden,    dass,    so  weit   man    die  Berechnung   der 

Classenzahlen   fortgesetzt  hat,    weitere  Zahlen    dieser  Art   nicht  gefunden 

sind    [vgl.  die  Tafel  der  Classenzahlen  von  Gauss  (Werke,  Bd.  II,  S.  450)]. 

Weber,  elliptische  Functionen.  23 
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Nach  §.  49,  (5),  (8)  ist: 


ferner  nach  g.  29,  (19): 

also 

/      3  +  ö\         , ,   .  ^  256 

Setzt  man  also:  _ 

(20)  q^e-'^y^, 

so  erhält  man:  _ 

2 

—  i  ^  ofsn^^ 

''"  77(l_|_g2v-iy6 

1,00 

Wir  machen  nun  Gebrauch  von  der  für  jedes  echt  gebrochene 
positive  X  gültigen  Grenzbestimmung: 

l  +x  <e-<  y-^;,    e—  >  1  - X, 

1  —  X 


und  erhalten: 

1  <  J7  (l+g^^'-^)  <  ei-« 


1 


woraus 


1  2  „  1       _ll,,  „_      2      _    ^^^^ 


g-t  —  25633  <  Z  <  g~3  ei-9'^  —  256 g3  e    ^-1% 
und   indem   man  die   obere  Grenze  noch  vergrössert,   kann   man 
dafür  auch  setzen: 


1  2       ,  8^3  .212(73 

Z<q-s  -  256^3  -^ ^-^ +  A_^ 

für  w  =  11   ist  g  ungefähr  =  2-^^,  woraus   man   ersieht,   dass 

der  Unterschied  beider  Grenzen: 

2  5 

8g3 212^3 

1—8  q  —  q^  +  1  —  g2 

bereits  für  m  =  11  und  noch  mehr  also  für  die  grösseren  Werthe 

von  m  sehr  klein  ist.     Z  ist  also  die  zunächst  über 

_  1  2 

q    3  —  256^3 
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gelegene   ganze   Zahl,   und   dieser   Werth,   für   die   grösseren  m 

schon  g~"3,   kommen    einer    ganzen   Zahl   ausserordentlich   nahe. 
Daraus  berechnet  man  sehr  leicht  diese  Zahlen  i) : 

3+V- 


-r.(-^+,^="^)   =960^64.15, 


^2 


—  3  +  V      67^   =5280=32.3.5.11, 


_  ^2  (^— 1+i- — 1^)  =  640  320  =  64  . 3  .  5  .  23  .  29. 

Bei  diesen  Zahlen  ist   die  Zerlegbarkeit  in  verhältnissmässig 
kleine  Primzahlen  bemerkenswerth. 


§.93.  Die  Classenin  Varianten  /(co)^*. 

Die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 
(1)  (ti  —  16)3  —  uj(m)  =  0 

sind,  wie  wir  früher  allgemein  gesehen  haben  (§.  49), 

u=f{c3y\   -f,{cDy-\  -f,{ayy\ 

oder 

(2)  /H^  /(<a  +  l)2^  f{i-LJ. 

Es  sei  nun  j(co)  eine  Classenvariante  erster  Art   und 
(3)  ^0)2  _^  21?« +C=  0,     AC—B''  =  m, 

worin     A^    2  5,     C    keinen    gemeinschaftlichen    Theiler    haben. 
Setzen  wir 

03'   =   03   -f    1,       «"  =r    1    —    J-, 

03 


1)  Man  thut  gut,   sich  bei  diesen  und   vielen  der  später  beschriebenen 
Rechnungen  ein-  für  allemal  den  Briggischen  Logarithmus 

log  (n  log  e)  =  0,1349341840 
zu  bemerken,  bei  dem  man  übrigens  meist  mit  7  Decimalen  ausreicht. 

23* 
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SO  ist 

.  Äcj'^  +  2{B-Ä)cj'  4-  {Ä-2B+C)  =  0, 

^  ^  Ä  +  2B  -\-  C-2(B  +  C)a)"  +  Ccj"^  =  0. 

Die  drei  Argumente  von  (2)  sind  also  die  Wurzeln  von 
äquivalenten  quadratischen  Formen.  Da  A  und  C  nicht  beide 
gerade  sein  können,  so  ergiebt  sich,  dass  von  den  drei  Formen 
(3),  (4)  eine  und  nur  eine  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  beiden 
äusseren  Coefficienten  ungerade  sind. 

Wenn  es  nun  gelingt,  eine  ganzzahlige  Gleichung  aufzu- 
stellen, welcher  von  den  drei  Wurzeln  (2)  nur  die  eine  genügt, 
so  folgt  daraus,  dass  diese  eine  Wurzel  rational  durch  j {co) 
ausdrückbar  und  also  eine  Classeninvariante  ist. 

Es  besteht  zwischen  den  Functionen 

(5)  u^f{a,r.    v=f(^^+^J[c  =  0    (mod2)] 

für    einen    ungeraden    Transformationsgrad   n    (§§.  76,   77)    eine 
Transformationsgleichung 

^«  (w,  v)  =  0, 
und  die  Gleichung 

(6)  ^n(^t,  u)  —  ^ 

ist   also   nach   §.  47    nur   dann    befriedigt,    wenn    für    eine    der 
Grössen  (5): 

(7) 

worin 
oder 

(»)         C,i)-(J:J)  (-^) 

eine  zur  ersten  oder  zur  zweiten  Classe  (§.  31)   gehörige  lineare 
Transformation  ist. 

Die  Vergleichung  von  (7)  mit  (3)  führt  aber,  wie  oben,  zu 
den  Bedingungen: 

ßd  =  Ax, 
ac  —  7«  =  Cx^ 
/3c  — d^a  +  wa  =  2Bx, 
(10)  ßc  —  da  —  ccd  =  2y, 

ßc  —  d a  ■=  Bx  -\-y,     ad  =  B x  —  ?/, 
n  z=  y^  -\-  mx'^. 


c  -]-  dco  y  -^  ö  CO 

a  a  -\-  ßco 
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Nehmen  wir  A  und  n  ohne  gemeinsamen  Theiler  an,  so  muss 
d  =  1^  a  =  n  sein,  und  aus  (10)  wird  w,  /3,  y^  d,  c  ebenso  be- 
stimmt, wie  im  vorigen  Paragraphen,  so  dass  c  eine  gerade 
Zahl  wird. 

Es  ergiebt  sich: 

cc  =  Bx  —  y,    yiy  ■=  -  Cx-^  c{Bx  —  y\ 
^    ^  ß  =  Ax,  n8  =  —  Bx  —  y  +  Acx. 

Wir  erreichen  am  einfachsten  unser  Ziel,  wenn  wir,  je  nach- 
dem m  gerade  oder  ungerade  ist, 
(12)  n  =z  m  +1,    n  ^=  m 

setzen. 

Sehen  wir  von  dem  singulären  Fall  m  =  1  vorläufig  ab,  so 
folgt  aus  der  Annahme  (12)  nach  (10)  in  den  beiden  Füllen  eines 
geraden  und  eines  ungeraden  m: 

m  ^  0  (mod  2),     ^  =  1,     y  =  ±l^ 
m  ^  1  (mod  2),     X  =  1,     y  =  0. 
Aus  (11)  folgt  dann  für  ein  gerades  m: 
oc  =  B+l,     ß  =  A 

r^c,  8^B+l   (^^^^'^' 

für  ein  ungerades  m: 

a  =  B,  ß  =  A 

Da  A^  C  nicht  beide  gerade  sein  können,  so  kann  hiernach 

die  Transformation  {    ^  \.]  nur   dann   einer   der  beiden  Bedin- 

gungen  (8),  (9)  genügen,  und  zwar  nur  der  zweiten,  wenn  J. 
und  C  beide  ungerade  sind. 

Hieraus  folgt  also,  dass  unter  dieser  Voraussetzung 
/(ö)24  eine  Classeninvariante  ist. 

Die  Annahme,  dass  A  relativ  prim  zu  w,  d.  h.  zu  ni  -\-  1 
oder  zu  m  sei,  kann  nachträglich  als  unwesentlich  aufgegeben 
werden. 

Denn  wenden  wir  auf  co  eine  lineare  Transformation  (S)  an, 
so  geht  die  Gleichung  (3)  in  eine  äquivalente  Gleichung  über, 
in  welcher  die  äusseren  Coefficienten  dann  und  nur  dann  beide 
ungerade  sind,  wenn  (S)  zur  ersten  oder  zweiten  Classe  gehört, 
also  wenn  f{coy^  durch  {S)  ungeändert  bleibt.  Man  kann  dann 
noch  {S)   so   bestimmen,   dass   der   erste  Coefficient  in   der  um- 
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geformten  Gleichung  (3)  zu  einer  beliebigen  Zahl,   also  auch  zu 
n  relativ  prim  wird. 

Auf  den  Fall  m  =  1  ist  dies  Verfahren  nicht  anwendbar, 
weil  Qn  (u,  u)  für  n  =  1  (aber  auch  nur  für  diesen  Werth)  iden- 
tisch verschwindet,  für  m  =  l  haben  wir  aber  bereits  früher 
gefunden  (§.  85): 

so  dass  also  auch   in  diesem  Falle  der  ausgesprochene  Satz  gilt. 

Wenn  ni  ungerade  ist,  so  ist  bei  ungeradem  Ä^  C  der  mittlere 
Coefficient  B  gerade;  dagegen  ist  bei  geradem  m  unter  der 
gleichen  Voraussetzung  B  ungerade.  Durch  die  Substitution 
CO  -\-  l  für  03  erreichen  wir  aber  auch  im  Fall  eines  geraden  w^ 
dass  B  gerade,  dann  aber  auch  C  gerade  wird,  durch  die  Ver- 
tauschung (cö,  cj  -\-  1)  geht  aber  f{(oy^  in  —  /i  (09)24  über,  so 
dass  wir  also  unserem  Satz  auch  den  folgenden  Ausdruck  geben 
können : 

Ist  G)  die  W^urzel  der  quadratischen  Gleichung: 

A(o^  -\-2Bco  -{-  C=0,    ÄC  —  B^  =  m, 
worin  Ä  ungerade,   B  gerade  ist,   so   ist,  je   nachdem 
m  ungerade  oder  gerade  ist,/(a9)24  oder/i(ca)24  Classen- 
invariante. 

Da  Ä  und  C  nicht  beide  gerade  sein  können,  so  sind  nur 
drei  Fälle  möglich,  von  denen  durch  die  Vertauschungen 


(W,    CO  +   1),      (^09,  —  — j 


der  zweite  auf  den  ersten  und  der  dritte  auf  den  zweiten  zurück- 
geführt wird.     Wir  haben  also  in  diesen  Fällen: 

J.  ^  1,     (7^1  (mod  2),     Classenin Variante  /{coy^ 
(13)      Ä^l,     C=0         „  „  f,(coy^ 

Ä  =  0,       0=1  „  „  /2(«)24. 

Insbesondere  ist  also,  wenn  wir  die  Hauptform  der  Deter- 
minante —  m^  (1,  0,  ni)  zu  Grunde  legen,  /(]/—  ^^0^*  ^^i  unge^-; 
radem  und  /i  (V —  ^)^^  bei  geradem  m  eine  Classeninvariante. 
Diese  beiden  Zahlen  haben  einen  reellen  positiven  Werth,  und 
sollen  in  den  weiter  unten  folgenden  Rechnungen  vorzugsweise 
berücksichtigt  werden. 

Aus   der  Gleichung  (1)   schliessen  wir  (§.  59),   da  j(ö)  eine 
ganze  algebraische  Zahl  ist,   dass  auch /(co)2<t  eine   ganze  alge- 
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braische  Zahl  sein  inuss,  und  die  Form  der  Gleichung  (1)  zeigt, 
dass  die  Norm  dieser  Zahl  eine  Potenz  von  2  ist. 

Wir  können  aus  dem  Bewiesenen  noch  einen  auf  das  Modul- 
quadrat %2  bezüglichen  Schluss  ziehen. 

Es  ist  nach  §.  49  und  §.  29: 

(14)     x^.'^-^^"  ^._yiH!_ 16 

(14J  -/(o,)^*'         -/(CO)'    -/(«,)«/!  (2  a.)» 

Wenn  also  cj  einer  quadratischen  Gleichung  (3)  mit  unge- 
raden äusseren  Coefficienten  und  der  Determinante  —  m  genügt, 
so  sind  Tc'^  %'-  und  k^  rational  ausdrückbar  durch  Classeninvarianten, 
aber  nicht  durch  die  zur  Determinante  — m,  sondern  die  zur 
Determinante  —im  gehörigen  (§.  90).     Die  identische  Gleichung 

x2;c--2  +  %^x-^  +  2xe  _ 

zeigt,  dass  dasselbe  auch  von  dem  Modulquadrat  %^  gilt.  Und 
dass  x^  selbst  Classeninvariante  der  Determinante  — 4  m  ist, 
ergiebt  sich  aus  folgenden  beiden  Darstellungen: 

_  (f\{^coY^  +  Uy  _  (256+/,(cD)^y  _  16  (IG  ^'^  +  ^'Y 


(f) 


16(lGx2-f  %'^) 


welche  zeigen,  dass  die  zur  Determinante  —  4  m  gehörigen  Classen- 
invarianten sämmtlich  rational  durch  x^  darstellbar  sind. 

Da  )(2  durch  jede  lineare  Substitution  in  eine  rationale 
(lineare)  Function  von  ;(2  übergeht,  so  kann  w  durch  jede  äqui- 
valente Zahl  ersetzt  werden.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Wenn  «  dieWurzel  einer  ganzzahligen  quadra- 
tischen  Gleichung   erster    Art   der   Determinante 
—  m  ist,   so   ist   %^((ö)   Classeninvariante    für    die 
Determinante  — 4m. 
Wie  %^(cl))  auch  dann  als  Classeninvariante  aufgefasst  werden 
kann,  wenn  w  Wurzel  einer  Gleichung  zweiter  Art  ist,  wird  weiter 
unten  gezeigt  werden. 
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§.  94.     Die  Potenzen   von  /(o?)  als   Classeninvarianten. 
Nach  der  Definition  von  y.j  («)  ist : 

Ist  09  die  Wurzel  einer  Gleichung: 

(2)  ^«2  + 25«  +  (7  =  0,    AG  —  B^^m, 

deren  Determinante  — m  durch  3  nicht  theilhar  ist,  so  können 
wir,  wenn  nöthig,  durch  Uebergang  zu  einer  äquivalenten 
Gleichung,  A^  (7  als  ungerade,  A  durch  3  untheilhar  und  B 
durch  3  theilhar  voraussetzen.  Dann  aber  sind  nach  den  beiden 
vorigen  Paragraphen  f{(of^  und  72  («)  Classeninvarianten,  und 
wir  erhalten  aus  (1)  den  Satz: 

I.  Ist  09  Wurzel  einer  quadratischen  Form  erster 
Art  mit  negativer,  durch  3  nicht  theilbarer 
Determinante,  deren  beide  äussere  Coefficienten 
ungerade,  deren  mittlerer  Coefficient  durch  3 
theilbar  ist,  so  ist 

eine  Classeninvariante. 

Um  die  Frage  zu  untersuchen,  ob  auch  noch  niedrigere 
Potenzen  von /(w)  Classeninvarianten  sein  können,  machen  wir 
Gebrauch  von  der  Formel: 

(3)  /(09  +  2r)«  =  i->-/(03)«, 
worin  r  eine  ganze  Zahl  ist;  die  Werthe 

09^  =  0)  -|-  2r 
sind   die    Wurzeln    von   äquivalenten   quadratischen   Gleichungen 

yl  09^  +  2  5^  09^  -f   (7r  =  0, 
worin 

(4)  Br=  B  —  2Ar, 

und  hierin  lässt  sich  r  nach  dem  Modul  4  so  bestimmen,  dass 
bei  ungeradem  m: 

(5)  .Br  =  0,  2,  4,  6     (mod  8) 
und  bei  geradem  m: 

(6)  Br  =  1,  3,  5,  7     (mod  8). 
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Wenn  es  nun  gelingt,  eine  Gleichung  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten  aufzufinden,  welcher  von  den  vier  Werthen  (3)  entweder 
nur  der  eine,  der  dem  Werthe  r  =  0  oder  zwei,  die  den 
"Werthen  r  =  0,  2  entsprechen,  genügen,  so  folgt,  dass  /(coY 
oder  f{coy^  Classeninvarianten  sind. 

Ist  ausserdem  m  durch  3  untheilbar,  so  kann  man  die  Br 
alle  durch  3  theilbar  voraussetzen,  und  es  folgt  dann  durch 
Combination  mit  dem  Satz  I,  dass  auch 

/H»/(co)-«  =/(«)2     oder    /(a,)'^/(»)-«  =/((o)* 

unter  den  Classeninvarianten  enthalten  sind. 

Nachdem  so  unser  nächstes  Ziel  bezeichnet  ist,  machen  wir 
von  dem  Ergebniss  des  §.  76  Gebrauch,  dass  zwischen 

eine  Modulargleichung : 

besteht,  wenn 

ad  =  n^     c^O   (mod  16) 

ist.     Die  hieraus  abgeleitete  Gleichung 

(8)  0^(u,u)  =  O 

ist  dann  und  nur  dann  befriedigt,  wenn 

c  -\-  dc)        y  -\-  ö (o 


(9) 


OC  -)-  ^0)' 


worin  (    '  v.)  eine  lineare  Transformation  der  ersten  oder  zweiten 
Classe  ist,  welche  [nach  §.  35,  (11)]  der  Bedingung  genügt: 


V-ß) 


e  —  1, 


oder  der  damit  gleichbedeutenden 

(10)  ocy  +  ßd  +  2a^  —  2ccß  —  2ccd  =  0     (mod  16). 

Aus  (9)  folgt  aber,  wenn  cj  der  Gleichung  (2)  genügt,  wie 
wir  im  vorigen  Paragraphen  gesehen  haben, 

n  =  iß  -\-  m  x^^ 

(11)  a  ~  Bx  —  ij,    ny  ^=  —  Cx  -\-  c(Bx  —  y), 
ß  =  Äx,  nd  =  —  Bx—  7j-\-Äcx, 
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Nehmen  wir  zunächst  m  ungerade  an,  so  können  wir  n  =  m^ 
also  :r  =  1,  ?/  =  0  setzen,  und  da  c  durch  16  theilbar  ist,  folgt: 

a  =  J5,     /3  =  ^,    y  =  —  mC,    d  =  —  m  B    (mod  8), 
also  ergiebt  (10): 

(12)       JB(m  ^——^  —  (ni  +l)B  +  ä\  =0     (mod  8). 

Wenn  nun  m  ^  3  (mod  4),  so  ist  J.  -|-  C  ^  0  (mod  4)  und 
der  in  (12)  in  der  Klammer  stehende  Ausdruck  ungerade,  daher 
ist  (12)  nur  unter  der  Voraussetzung  befriedigt,  dass 

B  =  0    (mod  8). 

Wir  wollen,  um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  bei  den  im 
Folgenden  auszusprechenden  Theoremen  ein-  für  allemal  voraus- 
setzen, dass  09  die  Wurzel  einer  solchen  Gleichung  (3)  der  Deter- 
minante —  m  sei,  in  der  Ä  ungerade,  B  durch  8  theilbar  sei. 
Damit  ist  also  das  Theorem  bewiesen: 

IL    Ist  m  ^  3  (mod  4),   so  ist /(o)'^  Classeninvariante. 

Ist  ferner  m  ^  5  (mod  8),  so  reducirt   sich   die  Congruenz 

(12)  auf: 

b(^^~^  +  2b\  =  0     (mod  8) 

und  diese  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn  B  durch  4  theilbar  ist, 
dagegen  nicht  erfüllt,  wenn  B  nur  durch  2,  nicht  durch  4 
theilbar  ist.     Daraus  folgt: 

III.  Ist  m  ^  5  (mod  8),  so  ist/(a9)^2  Classeninvariante. 
Ist  m  ^  1  (mod  8),  so  lässt  sich  aus  der  Congruenz  (12) 
nichts  schliessen.  Dies  stimmt  mit  dem  Umstände  überein,  dass 
in  diesem  Falle  ^^(tf,  u)  nur  von  W^  abhängig  ist.  Um  auch 
hier  zu  ähnlichen  Resultaten  zu  gelangen,  wenden  wir  die  Trans- 
formation zweiter  Ordnung  an.     Wir  nehmen  in  (7): 

(13)  n  =  1     (mod  8) 
und  setzen:  _ 

oder  [§.  29,(18)]: 

,u)       /(^i^)'=±/(j^-;)' 
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Die  Gleichung  (7)  geht  dadurch  über  in  eine  Gleichung: 

(15)  0{u,±yi!)^o, 

oder  genauer  gesagt,  je  nach  der  Wahl  des  Vorzeichens  in  zwei 
Gleichungen,  welche  ausser  dem  Product 

V2/(«)2, 
nur  rationale  Zahlcoefficienten  enthalten.     Letzteres  ersieht  man 
daraus,  dass  in  der  Gleichung  (7)  nur  solche  Producte  u^'-v^  vor- 
kommen, in   welchen  h  -\-  h   gerade   ist    (vgl.    den   Anfang   von 
§.  77). 

Die  Relation  (14)  fordert  nun,  dass  g>  einer  Gleichung 
c+dcj        y(G}-i-l)  +  d(c3  —l) 


(16) 


a  «(o  +  l)  +  /3(ö  — 1) 


genüge,  in  welcher  (       „  j    eine   zur   ersten    oder  zweiten  Classe 

gehörige  lineare  Transformation  ist.  Damit  aber  eine  der  beiden 
Gleichungen  (15)  wirklich  erfüllt  sei,  ist  nach  §.  35,  (H)  noch 
erforderlich : 

(17)  (cc  —  ß)(a  +  ß  +  y  —  Ö)  =  0     (mod  8). 

Nun  folgt  aber,  wenn  co  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 
(2)  ist,  aus  (16)  wie  oben: 

d(DC-{-ß)  =  ÄX, 

d(a-ß)  =  Bx  +  y. 

(18)  c(a  —  ß)  —  air  —  d)  =  Cx, 
6'(w-[-/3)  —  a{y  +  8)  =  Bx  —  y, 

2n  =  y^^  -\-  m x"^. 
Ist  nun,  wie  vorausgesetzt  war, 

m  ^  \     (mod  8), 
so  setzen  wir: 

m  A-\       ,       m  -f-  9 
n  =  —^ —    oder    — ^, 

je  nachdem  m  ^  1  oder  ^  9  (mod  16)  ist,  so  dass  auch  n  ^  1 
(mod  8)  wird,  dann  ist  ^  =  1 ,  ^  =  +  1  oder  =  4: 3  zu  setzen, 
und  wenn  wir  A  relativ  prim  zu  n  voraussetzen,  so  wird  8  =  1, 
a  =  n  und  aus  (18)  folgt: 

a  +  ß  =  A,  n{y-d)  =  -  C  +  c(B  +  i,), 
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Hiernach  ergiebt  die  Bedingung  (17),  da  B  -{-  y  ungerade, 
c  =  0  (mod  16)  ist: 

Ä=C    (mod  8), 

welche  nur  erfüllt  ist,  wenn  B  ^  0  (mod  4)  ist.  Um  aber  zu 
entscheiden,  welche  der  beiden  Gleichungen  (15)  erfüllt  ist, 
kommt  es  nach  §.  35,  (11)  darauf  an,  ob 

oder,  was  dasselbe  ist 

(B  +  yy'-l  +  (B  +  y)(A-nC) 

durch  16  oder  nur  durch  8  theilbar  ist.  Vermehrt  man  aber  in 
diesem  Ausdruck  B  um  ein  ungerades  Vielfache  von  4,  so  ver- 
ändert er  sich  um  ein  ungerades  Vielfache  von  8,  woraus  zu 
schliessen,  dass,  je  nachdem  B  ^  0  oder  ^  4  (mod  8),  die 
eine  oder  die  andere  der  beiden  Gleichungen  (15)  be- 
friedigt ist. 

Damit  ist  bewiesen: 

IV.  Ist  m  ^  1  (mod  8),  so  ist]/2/(G3)<^  Classeninvariante. 

In  den  Fällen,  wo  m  ^  3  (mod  4)  ist,  können  wir  noch 
einen  Schritt  weiter  gehen.  Wir  haben  in  §.  76  neben  den 
Schlaefli'schen  Modulargleichungen  auch  die  Gleichungen 

(19)  0n(Ui,V,)  =  O 

kennen  gelernt,  die  zwischen 

(20)      «.=/.(.)3  ..^(D/.e^y 

bestehen,  und  aus  §.  76  (4)  ergiebt  sich,  dass,  wenn  n  ^  7  (mod  8) 
vorausgesetzt  wird,  ^«(^d  ^i)  rational  durch 

dargestellt  werden  kann.     Wenn  wir  also  in  (19) 

(21)  ^,  =/^(^±l^y  =  +/,(a,)3,     «,=/.(»)» 

setzen,  so  wird  _ 

+1/2^ 

"^^'  =  7(^' 

und  ul  -\-  vi  kann  rational  durch  f(coy^  ausgedrückt  werden 
(§.  29),  d,  h,  es  geht 
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in  eine  oder,  nach  der  Wahl  des  Vorzeichens,  zwei  rationale 
Gleichungen  für 

§  =  l/2/(»)^. 
Über,  die  wir  mit 

(22)  F(±t)  =  0 
bezeichnen  wollen. 

Die  Gleichung  (18)  hat  aber  wieder  eine  Gleichung  der 
Form  (21)  zur  Folge,  so  dass  in  beiden  die  Vorzeichen  überein- 
stimmen, und  die  Gleichung  (21)  fordert  nach  §.  35,  (7): 

/oQ\  — =        ^     ,     d  =  0    (mod  2), 

(23)  a  oc  -\-  ßco  ^  ^ 

y2  -1  +7  (2w  — (5)  =  0,  8     (mod  16), 

und  zwar  gilt,  je  nachdem  die  eine  oder   die   andere  Congruenz 
stattfindet,  in  (21)  und  (22)  das  eine  oder  das  andere  Vorzeichen. 
Nehmen  wir  m  =  t^,  also  m  ^  —  1  (mod  8),  so  ergiebt  sich 
ganz  wie  oben: 

ß  =  Ä,    ny  =  —  C  +  cBy 
oc  =  B,    nd  =  —B  +  cÄ, 
also  aus  (23): 

C'  —  CB  —l  =0,8    (mod  16), 

woraus  zunächst  folgt,  dass  B  jedenfalls  durch  8  theilbar  sein 
muss;  vermehren  wir  aber  B  um  ein  ungerades  Vielfache  von  8, 
so  geht  die  eine  dieser  Congruenzen  in  die  andere  über,  und  in 
Folge  dessen  geht  in  (21)  das  eine  in  das  andere  Vorzeichen 
über.  Für  ein  bestimmtes  co  besteht  also  nur  die  eine  der 
beiden  Gleichungen  (22)  und  es  folgt: 

V.  Ist  m  ^1  (mod  8),  so  ist]/2/(a3)3  Classeninvariante. 
Wenn  wir  einer  durch  alle   bekannten  Beispiele   bestätigten 

Induction  vertrauen  dürfen,  so  besteht  noch  das  folgende  Theorem: 

VI.  Ist  m  ^  3  (mod  8),  so  ist  /(g))^  Classeninvariante. 
Indessen  fehlt  hierfür  noch  der  allgemeine  Beweis. 

Ist  m  ^  2  (mod  4),  so   wenden   wir   dasselbe  Verfahren  an, 
wie  oben  im  Falle  m  ^  1  (mod  8). 
Wir  setzen: 

(24)  -         2  w  =  m  +  2/2 

und  nehmen  y  =  0  oder  =  i  2 ,   so   dass  n  ^  1  (inod  4)  wird. 
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Wenn  wir  dann  in  der  Gleichung  (19): 

(25)  „,=/,(0=^^,   u,^M.y 

setzen,  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung,  welche  nur  ]/2/i(g3)6 
und  rationale  Coefficienten  enthält.  (19)  ist  aber  nur  dann  erfüllt 
[§.  35,  (7)],  wenn 

und  ausserdem 

(27)  f^—\-\-y{2a  —  8)  =  0    (mod  16); 

aus  (26)  und  (24)  folgt: 

2a  =  B  -{-  tj,     2ny  =  —  G 
ß  =  Ä,  2nd^-(B-y)    ^^"^  ^^^ 

und  daraus  schliesst  man  wie  oben: 

VII.  Ist  m^2  (mod  4),  so  ist  1/2 /i(ca)<^Classenin Variante. 

Wiederum  weisen  sämmtliche  Beispiele  darauf  hin,  dass, 
wenn  m^4  (mod  8)  ist,  ]/2/i(a9)^  Classeninvariante  ist. 
Aber  auch  hierfür  fehlt  noch  der  Beweis.  Wenn  m  durch  8 
theilbar  ist,  tritt  eine  Reduction  nicht  ein. 

Die  Classeninvarianten  /(«)  eignen  sich  ganz  besonders  zur 
numerischen  Berechnung,  weil  sie  unter  allen  die  denkbar  ein- 
fachsten Resultate  liefern.  Wir  geben  daher  zunächst  eine 
grössere  Reihe  von  Beispielen,  die  sich  auf  Grund  unserer  bis- 
herigen Entwickelungen  leicht  ableiten  lassen,  und  die  zugleich 
die  Methoden  kennen  lehren,  deren  man  sich  auch  zu  weiter 
fortgesetzten  Rechnungen  dieser  Art  bedienen  kann. 

Es  wird  bei  diesen  Berechnungen  häufig  die  Aufgabe  gestellt, 
reducible,  ganze  rationale  Functionen  in  Factoren  zu  zerlegen. 
Eine  solche  Zerlegung  ist,  wenn  sie  gefunden  ist,  natürlich  sofort 
zu  verificiren;  aber  auch  das  Auffinden  der  Factoren  gelingt 
leicht,  wenigstens  soweit  die  Rechnungen  bis  jetzt  fortgesetzt 
sind,  da  man  häufig  in  den  späteren  Fällen  früher  gefundene 
Resultate  benutzen  kann  und  überdies  die  allgemeine  Form  der 
Factoren  kennt.     Beispiele  werden  dies  erläutern. 
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§.  95.     Die    ersten  Fälle  der  Bereclmung  von/(V — w^). 

Setzen  wir  in  der  cubischen  Gleichung 

(1)  u^  —  y2(co)u  —  16  =  0, 
deren  Wurzeln  nach  §.  49 

f{my,  -/,(»)»,   -A(coy 

sind  ö  =  ^,  also  [§.  92,  (16)],  72  =  12,  so  folgt: 

w3  —  12w  —  16  =  0, 
eine  Gleichung,  welche  die  einzige  positive  Wurzel  u  =  4  hat,  so 
dass  wir  in  Uebereinstimmung  mit  §.  85  und  §.  93  erhalten: 

(2)  _       /0-D^2; 

setzen  wir  co  =r  V— 2,  also  y2  =  20  (§.  92,  (17)],  so  erhalten  wir 
aus  (1)  die  Gleichung: 

t*ä  —  20  m  —  16  —  0 
mit   der   einzigen   rationalen   Wurzel  —  4.      Da   aber   nach    den 
Sätzen  der  beiden  vorhergehenden  Paragraphen /i  (]/—  2)^  rational 
sein  muss,  so  ist: 

(3)  /,(y=:2)=f2. 

Wir  setzen  ferner  cj  :=  e  ^  ,  also  7^2  («)  =  0  (§.  88)  und  er- 
halten aus  (1): 

u^^  =  16. 

Dieser  Gleichung  genügt  [§.  29,  (19)]: 


/.(: 


27ri 

1  +1/— sV  16  e  3 


2       /     AV^y' 

woraus  der  reelle  positive  Werth: 

Um   die   übrigen  Resultate   des  §.  92  anwenden   zu   können, 
setzen  wir 

m  =  7,    11,     19,     43,     67,     163, 

und  benutzen  die  aus  §.  29,  (19)  folgende  Formel: 


/(")/.  (^^^)  -  «-^V'i 
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Demnach  ist,  wenn  wir 


setzen,  x  nach  (1)  die  reelle  positive  Wurzel  der  Gleichung 

(5)  ^24  _|_  y^  (~'^  +  ^~^^)  ^IG  _  28  =  0. 

Für  m  =  7  erhalten  wir  nach  §.  92,  (18) 

(6)  /(V=7)  =  1/2, 

während  in  den  anderen  Fällen,  nach  Einsetzen  der  Werthe  für 
5^2,  sich  die  Gleichung  (5)  erst  in  zwei  Factoren  12ten,  diese 
wieder  in  zwei  Factoren  6ten  und  schliesslich  diese  in  zwei 
3  ten  Grades  spaltet.  Die  so  erhaltenen  Gleichungen  sind  cubische 
Gleichungen  für  x^,  x^^  x'^^  x^  von  denen  wir  jedesmal  nur  die 
beibehalten,  welche  eine  reelle  positive  Wurzel  hat,  welcher 
schliesslich  /(]/ —  m)  selbst  genügt. 

Um  die  erste  Zerlegung  zu  finden,  setzen  wir  die  Gleichung 
(5)  in  die  Form: 

(.-ri^  —  ax^y  —  (hx^  +  c)2  =  0 
und  haben  die  ganzen  Zahlen  «,  6,  c  a,us  den  Gleichungen: 

2a-{-h'^  =  —  y^,     2hc  =  a\     c2  =  2» 
zu  bestimmen,   also  c  =  +  16;  die  Gleichung  12ten  Grades  mit 
positiver  Wurzel  lautet  also: 

xi'i  —  ix^  —  ax^  —  \^  =  0. 

Die  Zahlen  a,  h  bestimmen  sich  aus  den  obigen  Gleichungen 
leicht,  und  so  findet  man  schliesslich  die  gesuchten  cubischen 
Gleichungen.     Man  erhält  z.  B.  für  m  =  11  successive 

^12   _    8;r8  +    10^4  _   Iß  -::  0, 
^6   _   4^2   _   4  =  0, 

Ä?3  _  2  ^2  _[_  2  ;r  —  2  =  0. 
In  den  fünf  Fällen  des  §.  92  findet  man  folgende  Gleichungen: 

(7)  x  =/(l/—  ll),      x^  —  2x'^  -\-2x  —  2  =  0, 

(8)  X  =/(]/—  19),      x^  —  Ix   —2  =  0, 

(9)  X  =/(]/—  43),      :r3  —  2ic2  —  2  =  0, 

(10)  X  =/(]/—  67),      ^3  _  2^2  _  2a;  —  2  =  0, 

(11)  X  =/  (V—  163),     ^3  —  6^2  _|_  4^  _  2  =  0. 
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§.  96.     Anwendung  der  Transformation   zweiter  Ordnung 
zur  Berechnung  von  Classeninvarianten. 

Die  Transformation  zweiter  Ordnung  lässt  sich,  wenn  nöthig 
in  mehrmaliger  Wiederholung,  auf  alle  solche  Determinanten  — m 
anwenden,  für  welche  iß  -\-  mx^  eine  Potenz  von  2  ist,  also  z.  B. 
auf  m  =  7,  15,  23,  31. 

Diese  Rechnungen  sind  aber  beschwerlich  und  wir  werden 
einfachere  Wege  finden,  um  in  diesen  Fällen  zum  Ziele  zu  kommen. 
Bessere  Dienste  leistet  die  Transformation  zweiter  Ordnung,  um 
aus  einer  bekannten  Classeninvariante  eine  neue  zu  finden,  die  zu 
einer  Determinante  gehört,  welche  das  Vierfache  der  ersteren  ist. 

Dazu  führen  folgende  Formeln: 

Nach  §.  29  ist: 

f,{coy+f,(ayy=f(cü)% 

woraus 


Das  Vorzeichen  der  Wurzel  wechselt  nur  für  /{py^  =  64, 
also  für  CO  =  ^,  und  ist,  so  lange  — icj  reell  und  grösser  als  1 
ist,  positiv  zu  nehmen,  da  die  linke  Seite  für  ein  verschwindendes 
q  positiv  unendlich  wird.     Es  ergiebt  sich  daraus : 

oder  

/,  («)  v(«>  [f(^y'  +  Vf  (^y  -  04]  =  32, 

und  auf  dieselbe  Weise: 


/2  W»  /,  H'  [/i  W'^  +  V/i  (")'^  +  64j  =  32. 
Ferner  ist  nach  §.  29,  (16): 

/,(2«)/,(<a)  =  ]/2, 

woraus  

(1)  2/.  (2  my  =/(my  [/(o,)'^  +]//(«))"  -  64],     . 

= /.  (")4/i  {««V' +  V/i  W"  +  g4 
Diese  Formeln  können   dazu  dienen,  wenn /(w)   oder  /i  («) 
bekannt  ist,  f^  (2  m)  zu  berechnen,  also/i  (V—  4  m)  aus/(l/—  m) 

Weber,  elliptische  Functionen.  24 
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oder  /i  (V —  »«).  Auf  diese  Weise  findet  man  sehr  leicht,  wenn 
man  aus  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen /(i), /,  (]/ — 2), 
fiV^-3),f{V^)  entnimmt: 

(2)My^y=  »,  _        _ 

(a)MV-lGf=    81/2(1+1/2/, 

(4)  MV-    8r=    8(1+V2),  _  _ 

(5) /i(l/- 32/ =  32  (1+1/2/+81/2  1/8(1+ l/2y  +  (l +V2). 

Setzen  wir:  

/i(l/-32y=  8x, 

SO  ist  X  Wurzel  der  biquadratischen  Classengleichung: 

(6)  (x^  —  24.x  —  2)2  —  8(8^  +  1)'^  =  0, 

welche  durch  Adjunction  von  ]/2  in  zwei  quadratische  Gleichungen 

^2  -  8  (l  ± ]/2)'  ^  -  2  (l  ±  V2)  =.  0 
zerfällt.     Ferner  finden  wir  so: 

(7)  y;(y=l2y=2f2  (1+1/3), 

(8)  /,(l/-"28)'=2l/2(3+l/7). 

Auf  andere   Fälle   werden   wir   diese   Methode  später   noch 
anwenden. 


§.  97.     Berechnung  von  Classeninvarianten  aus  den 
Schlaefli' sehen  Modulargleichungen. 

I.  Wenn  wir  in  einer  der  Gleichungen  zwischen  u  ==/(«) 
und  V  =f(n(x})  oder  zwischen  u  ^=f^,(co)^  v  =  fi{nco)  (§.  76), 
für  u  einen  der  bekannten  Werthe  von/(]/ —  ni)  oder/i(]/ —  wi) 
einsetzen,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung,  welcher  /(]/ —  n^ m) 
oder/i  (]/ — n^m)  genügt. 

Diese  Gleichung  enthält  unter  Umständen  noch  fremde 
Factoren,  die  man  aufzusuchen  und  zu  beseitigen  hat. 

Ist  n  eine  Primzahl,  so  erhalten  wir  nach  §.  90  vollständigen 
Aufschluss  über  diese  überflüssigen  Factoren.  Geht  n  in  m  auf, 
so  ist  in  der  betreffenden  Gleichung  ein  zur  Determinante  — m 
gehöriger  Linearfactor  abzusondern,  ist  —  m  quadratischer 
Nichtrest  von  n,   so   sind   überflüssige  Factoren   überhaupt  nicht 
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vorhanden,   ist  — m   quadratischer   Rest  von  w,    so    ist   ein    zur 
Determinante   — m  gehöriger  quadratischer  B'actor  abzusondern, 
und  wenn  m  =  1  ist,  so  ist  die  nach  Absonderung  der  fremden 
Factoren  übrig  bleibende  Gleichung  ein  Quadrat. 
Als  Beispiele  für  diese  Fälle  nehmen  wir: 

1.  m  ^=  3,    n  =  3,    Absonderung  eines  Linearfactors. 

2.  m  =  2,    n  =  5,    kein  fremder  Factor. 

o  c)        o     Absonderung  eines  quadratischen 

'       —  '*>    Factors. 

4.    m  =  1,  7^  =  3,  Quadrat. 

-  ^         j,  Quadrat  nach  Absonderung  eines  quadra- 

'  '  tischen  Factors. 

G.    m  =1,  ^1  =  7,  Quadrat. 

Im  Falle  1.  hat  man   in    der  auf  den   Transformationsgrad 
n  =  3  bezüglichen  Formel  des  §.  76  zu  setzen: 


also 


A  =  x'^  +  —.    B  =  ^x  -  - 

X^  X 


und  folglich: 

^4  _  4^3  _j_  2:r  +  1  =  (a;— 1)  (:r3  — 3a;2  — 3ic— 1)  =  0, 
so  dass  man  für  m  =  27  erhält: 

(1)  /(V—  27)'  =  2x,    x-^  —  3^2  _  3^  _  1  =  0. 

Im  Falle  2.  setzen  wir  im  System  II  des  §.  76  (l^  =  5): 
«i=/i(l/^)=V2,     «;,=/.  (V=5ü)  =f  2^, 

so  dass  man  (ohne  fremden  Theiler)  die  Gleichung  6ten  Grades: 

(2)  l_^3  +  2(^^  +  l)=.0,     A(l/^lÖ)  =  f2^ 

erhält,  die  sich  für 

1 

^  X 

auf  den  dritten  Grad  reducirt: 

(3)  2,3  4_  22/2 -32/ +  4  =  0. 

24* 
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Im  Falle  3.  setzen  wir  im  System  II  des  §.  76  (r^  =rr=  3) : 

xA  —  4,x'^  —  8x  —  4:  =  (x^J^2)  (x'~  —  4.x  —  2), 
also 

(4)  x^  —  4.x-  2  =  0,    /i  (V^=^)'  =  t2x. 
Die  Auflösung  von  (4)  ergiebt: 

(5)  X  =  2  +  1/6. 
Im  Falle  4.  ist: 

u=f(i)^-^2,     v^=f(V'^y  =  f2x, 

7?2  9  4 

^  =  ■1-  +  -^,      B=2x-1, 

2     '     a:2  a; 

x*  —  ix^'  -\-  8x  -{-  4:  =  {x'>  —  2x  —  2y  =  0, 
also 

(6)  a:2  —  2x  —  2  =  0,    /(l/HTg)'  ^^  -j^^"«, 

(7)  x=  1+1/3. 
Im  Falle  5.: 

M  =/(0  =  V2,    V  =/(V/=r^  =  f  2a;, 

(8)  a;  _  i  _  1  =  0,    /(!/- 25)  =  f  2  a;, 

(9)  -=4^- 

Endlich  setzen  wir  für  n  =  7: 


u=\/%   V  =/(]/-  49)  =  1= 

und  finden 

0  =  (^8_4^7_|_28;:c4  — 32;r+16) 
—  (^4_2^3_2^2_4^_|_4)2^ 

woraus  leicht  durch  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung: 
(10)  x-\-  ~  =--  1  •+  1/7,     X  =  f2  /(V^49) 
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Auf  dieselbe  Weise  sind  die  in  der  unten  folgenden  Tabelle 
aufgeführten  Classeninvarianten  für 

m  =  75,     36,     100,     63,     175 

berechnet,  und  diese  Rechnungen  lassen  sich  auch  noch  weiter 
fortsetzen. 

II.  Aus  den  S c hl aefli' sehen  Modulargleichungen  lässt  sich 
noch  auf  verschiedene  andere  Arten  für  die  Berechnung  von 
Classeninvarianten  Nutzen  ziehen. 

Setzen  wir 


m 


(0  ^=  — ,  o  =  y — m, 

CO 

so  wird 

(11)  /(a,)=/(^|.)=/(y3^); 

wenn  also  in  der  Modulargleichung  für  den  Transformations- 
grad m 

u  =  V 

gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung,  unter  deren  Wurzeln 
u  =  f(V—  m)  vorkommt.  In  dem  Systeme  I.  des  §.  76  ist  dann 
immer  ^  =  2  zu  setzen  und  es  ergeben  sich  die  Formeln: 

8 


m  =    3, 

B  =  u^           «  =  2, 

m  =    5, 

B  =  u'  ~  -,=  2, 

m  =    7, 

B  =  u'  +    ^.   =  9, 

m  =  11, 

B  =  w2          ^^ ,    B^-  B^ 

m  =  13, 

^  =  -^^-^-=9.2^ 

2i?  =  2, 


m  =  17,     B  =  u^  +  ■^,    B^-68B  -  544  =  0, 

m  =19,     B  =  u^^  —  4r,     ^'  -  ^^^''  +  2525  -  648  ==  0. 

Die  Fälle  m  =  3,  7,  11,  19  ergeben  keine  neuen  Resultate, 
können  aber  zur  Verificirung  der  früher  gefundenen  verwandt 
werden;  aus  m  =  6,  13  erhalten  wir  direct  durch  Auflösung 
einer  quadratischen  Gleichung: 
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(12)  /(V=r5)^=.  1+1/5, 

(13)  /(y_i3)*  =  3+-i/T3; 

Für  m  =  17  ist  die  Classenzahl  4,  also  die  oben  angegebene 
Gleichung,  welche  in  Bezug  auf  u^  vom  4ten  Grade  ist,  die 
Classengleichung.  Löst  man  sie  in  Bezug  auf  B  auf,  so  er- 
hält man: 

"'  +  5  =  ^^  +  ^"'>/^ 
•  «*  +  ^  =  5  +  1/17; 

Wenn  man  also 

setzt,  so  erhält  man  für  x  die  quadratische  Gleichung: 

III.  Wir  setzen  für  co  die  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung : 
2a^2-j_2rc3  +  >^  =  0, 
worin  n  eine  ungerade  ganze  Zahl  bedeutet  und  r  eine   ganze 
Zahl,  deren  Quadrat  kleiner  als  2n  ist,  also: 

(15)  2«  +  2r  =  -— , 


(16)  CO  =      ''  +/       '^,    m  =  2w-r2. 


mi 


Es  ist  dann  nach  §.  29: 

(17)  /,((D)/i(2»  +  2r)  =  rT^y2, 
und  nach  (15),  (16): 

(18)  /,(a,)/,(^)^r'^V2, 

r  Tri 

e~  ~^  1/2 

(19)  /2W=  w      ,    J V 

setzen  wir  also,  je  nachdem  r  und   folglich  auch  m  gerade   oder 
ungerade  ist, 

(20)  «=/,  (1/:^^),    x=f{y^^n\ 


X, 
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SO  wird 

und  diese  Werthe  hat  man  für  u^,  v^  in  das  System  II,  §.  76  zu 
substituiren,  um  eine  Gleichung  für  x  zu  erhalten. 

Indem  man  für  r  die  verschiedenen  zulässigen  Werthe  setzt, 
bekommt  man  aus  (16): 

n  =    3,  m  =  6,  5,  2, 

n  ~    5,  m  =  10,  9,  6,  1, 

n=    7,  m  =  14,  13,  10,  5, 

n  =  11,  m  =  22,  21,  18,  13,  6, 

n  =  13,  m  --=  26,  25,  22,  17,  10,  1, 

w  =  17,  m  =  34,  33,  30,  25,  18,  9, 

n  =  19,  m  =r=  38,  37,  34,  29,  22,  13,  2. 

Als  einfaches  Beispiel  wählen  wir  n  =  7,  und  erhalten: 

X^  ,  4  rr         1  .     1/77  ^^ 

— -  +  —  =  7  +  4  V2  COS  — . 
4  ^r*^  4 

Daraus  ergiebt  sich  für  r  =  0 : 

(22)  £l  +  :^=.l  +  V2,    ^=fAV^=^i), 

für  r  =  1  das  bereits  bekannte 

(23)  /  (l/==l^)*  ==  3  +  Vl3, 
für  r  =  2 : 

(24)  f,{v^Toy==^^. 

Als  zweites  Beispiel  nehmen  wir  noch  >^  =  13,  und  erhalten: 

(25)  A,^^-^^,    B,  =  Ucos'-^; 

für  f  =  0,  4  also  m  =  26,  10  ergiebt  sich  hieraus  B^  =  16,  und 
folglich  nach  §.  76: 

A^  -  ßÄi  +  ä!  +  20  A  +  16  =  0, 

während  für  r  =  2,  also  m  =  22  in  dieser  Gleichung  Ä^  in  —  A^ 
zu  verwandeln  ist. 
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Man  findet  aber  leicht  die  Zerlegung: 

™)  ^i  -gä!  +  a!  +  20A  +  16 

=  (^1  +  lyjÄ,  -  2)2  Ui  +2A!  +  A  +  4). 

Ist  —  itö  >  V2,  so  ist  auch  f^(co)  >  V2,  denn /i  (09)2  geht, 
während  —  ^a^  von  V2  bis  00  geht,  ebenfalls,  und  zwar  stets 
wachsend  1),  von  V2  bis  00,  und  folglich  ist  Äi  negativ  für 
r  =  0,  2,  4. 

Der  erste  Factor  Äy_  -\-  1  verschwindet,  wie  aus  dem  schon 
bekannten  Resultat  (24)  hervorgeht,  fürr  =  4;  daher  verschwindet 
der  dritte  Factor  ä!  -f-  2  ^1'  -f  -^i  +  4  für  r  =  0,  während 
Äi  -\-  2  für  r  =  2  verschwindet. 

Wir  erhalten  also  nach  (25): 

(27)  /,  (V=1Ö)^  =  V2  y,    y-l=l, 

(28)  /,  (V="22)^  :=  V2y,     y-j  =  2, 

(29)  /i(l/ir26)^  =  V22/,  2/^ -2^-22/^  +  22/2-22/ -  1  ==0. 


IV.  Als  Beispiel  für  eine  andere  Art  der  Verwendung  der 
Schlaefli'schen  Modulargleichungen ,  welche  zu  den  Classen- 
invarianten  der  sonst  schwer  zugänglichen  Determinante  —  41 
führt,  möge  das  Folgende  dienen. 

Wir  setzen : 

(30)  2  w  032  -f  2  r  03  -f  w  =  0, 

(31)  ^^-r  +  V-m      ^^2n^-r\ 

2n  ' 

Es  kann  hierin  r  jede  Zahl  bedeuten,  die  m  positiv  macht, 
die  aber  mit  n  keinen  Theiler  gemeinschaftlich  hat  [weil  sonst 
(30)  imprimitiv  ist].     Es  wird  also  nach  §.  29: 


(32)  .A(f)=/.  [2  (««  +  »-)] 


12 


1/2 


y;(w«)  ' 


/i  [2(^  09  +  r)]  T=f,  (r  -f  Y—  m)  =  e     ^'   x, 


rm 


1)  Aus  §.  49,  (11)  folgt  nämlich  durch  die  Substitution  (to,  1 j: 

df,  (CO)«  :^  -  ^  i^l  [/(a;)B  +/,  (0.)«]  d  o>. 
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also 

VTti 

wenn,  je 

nachdem 

r  gerade  oder  ungerade  ist, 

377 


(33)  ^=fi{V—m)    oder    =f{V-m) 

gesetzt  wird.     Nehmen  wir  also  in  der  zu  n  gehörigen  Modular- 
gleichung  II,  §.76: 

^1    =/2(«), 

V2 


oder 


^':=(|)/.(««)  =  (|)^ 

/  n  \  _  ü^ 


so  ergeben  sich  zwei  Gleichungen,  aus  welchen  man  durch  Elimi- 
nation von  Ui  eine  Gleichung  für  x  herleitet. 

Um  für  n  =  5   diese  Rechnung   durchzuführen,   setzen  wir: 


brni 


brrtt 


woraus  man,  entsprechend  den  beiden  Annahmen  für  t\,  für  ein 
ungerades  r  die  Gleichungen  erhält: 


(35) 


^^  +  ^+2(l^-^)  =  0. 


Diese  Gleichungen  gelten  für  r  =  1 ,  3 ,  7 ,  welche  zu  den 
Werthen  m  =  49,  41,  1  gehören. 

Subtrahirt  man  die  beiden  Gleichungen  (35),  so  kann  man 
den  Factor  ^  —  iq  abwerfen,  welcher  nur  für  ni  =  1  verschwinden 
kann : 

[(I  +  ny-U\  (i  -  ^)  _  2  (I  +  ,)  (i  +  ^)  =  0, 

und  wenn  man  die  beiden  Gleichungen  (35)  addirt: 
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Es  ist  aber  nach  (34): 

und  man  erhält  also  eine  Gleichung  für  ^2^  wenn  man  (|  -\-  r}) 
eliminirt.  Diese  Gleichung  wird  nach  dem  gewöhnlichen  Elimi- 
nationsverfahren, wenn  man 

^  V2  "^  ^2 

setzt,  in  der  Form 

(86)     ^6  _  9^5  _^  20^*  +  6-^3  _  19^2  _  17^  ._  6  ^  0 
gefunden.    Hierin  ist  nun  noch  der   auf  die  Determinante  —  49 
bezügliche  Factor  enthalten.  Für  diesen  ist  aber  [nach  Formel  (10)] : 

^  =  2  +  V  7. 
Es  muss  also  die  linke  Seite  von  (36)  durch 
^2  _  4^  _  3 

theilbar  sein  und  die  Ausführung  der  Division  ergiebt  den  für 
die  Determinante  — 41  gültigen  Factor: 

^4  _  5^3  _|_  3^2  _|_  3^  _^  2  =  0, 


V2  '    /(V~  41) 


§.  98.     Berechnung   von   Classeninvarianten   aus   den 
irrationalen  Formen  der  Modulargleichungen. 

In  ausserordentlich  einfacher  Weise  führen  vielfach  die  irra- 
tionalen Formen  der  Modulargleichungen  zur  Aufstellung  von 
Classengleichungen. 

1.  Im  §.  78  haben  wir  gesehen,  dass,  falls  m  ^  —  1  (mod  8) 
ist,  zwischen  den  beiden  Functionen 

2  A  =  /(»)/(«  o)  +  (-  1)   »     [/,  («)/,  (m  »)  +  /,  (CO)/,  (m  m)], 

m  +  1 

AHfi{*>i^)       fAa>)f-i{mio)       f((o)f(ma) 
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eine  algebraische  Gleichung  besteht,  und  diese  Gleichungen  sind 
dort  für  m  =  7,  23,  31,  47,  71  aufgestellt. 
Setzen  wir  darin: 


05 


V —  ni 
so  wird  nach  §.  29: 


=^,     mo  =  V — m,    /(!/—  ni)  =  V^x, 


m  +  1  m  +  1 


^2-f  ( — 1L!_,    j5^4^_|_(      1 


X  ^  x'^ 

Daraus  ergiebt  sich   z.  B.  für  m  =  23,   wo  J.  =  1   ist,   die 
Gleichung: 

(1)  /  (V^^3)  =  V2x,     ^3  _  ^  _  1  =  0 

und  für  m  =  31 : 

x^  —  4.x^  +  3x^  —  l  =  0. 
Dies    ist    zunächst    eine    cubische    Gleichung    für   x^;    man 
spaltet  daraus  aber  leicht  die  cubische  Gleichung  für  x  selbst  ab: 


(2)  /  (V— 31)  =y2x,    x^  —  X-'  —1  =  0. 

Aehnlich  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

(3)  /  (i/::^)  =--  V2x, 

x'^  —  x^  —  2x^  —  2x  —  l  =  0, 

(4)  f(y—n)  =  V2x, 

x'^  ~  2x^  ~  x'^  -{-  x^  -}-  x^  -\-  x'^  —  X  —  \  =  0. 
Im  letzten  Falle,  m  =  71,  ist  von  der  unmittelbar  erhaltenen 
Gleichung  9ten  Grades  der  der  Aufgabe  fremde  Factor  {x  -f-  1)2 
abgesondert. 

2.  Um  zu  einer  weiteren  Berechnungsart  zu  gelangen, 
wenden  wir  die  Transformation  zweiter  Ordnung  an.  Wir  haben 
zunächst  allgemein  [für  ein  veränderliches  «,  §.  29,  (17)]: 

/(2a,)s+/,(2.>^==2/Ml+AM 


/(2(o)»-/,(2»)*' 


LA-/' 
16 


h{<^r 


woraus 


/,(2.)^=W+/'^") 


f,{my  f,{a>y 
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daraus 

/(a,)»/(2  a>y  +/,  (co)%  (2  «)«  =  8  +  IH^^IL+Ai^^ 
was  sich  nach  §.29  leicht  in  die  Form  bringen  lässt 

[f(myf(2  my  +  /,  (my/,  (2  a,>]2  =r  16  +  /,  (a,)i^  +  ^^J|^,, 
und  hieraus  kann  die  Wurzel  gezogen  werden: 

i^)    fi'»yfi^  »)*  +  /i  ('»)*/2  (2  »)*  =  A  (<^y  +  y^- 

Es  genüge  nun  co  der  quadratischen  Gleichung: 

(6)  2(0^  +  2ra)  +  n  =  0 
mit  ungeradem  w,  also :         

(7)  G)  =  — — ^^^^ ,      mr=2n  —  r^. 

Wenn  dann 

(8)  y2^=r/(V=^)',      oder     .-^/,  (V^^O' 
gesetzt  wird,  je  nachdem  r  ungerade  oder  gerade  ist-,  so  wird 


-^  1/2 
Ferner  folgt  aus 


fi 
2g9  = 2f 


nach  den  Formeln  des  §.  29: 

/(2»)=/(f) 

(10)  /,(2«)=/,g) 

/,(2o,)=/,(f) 
so  dass  die  Gleichung  (5)  ergiebt: 

(U)  /(»)*/(!-/  +  (- 1)'/'  (»>/>  (tJ 


r  rti 


Aus  (10)  folgt  noch  weiter: 


rTtt 


(12)  /,(«)/,  (|-)  =  V2 

(13)  /(«')/(^)/.(»)/.(^)=V2c 
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Wenn  wir  w  :=  23  und  r  =  0  annehmen,  so  giebt  die 
Gleichung  §.  78,  (8)  mit  Benutzung  von  (12): 

(14)  /(«)/  (^)  -  /,  (»)/,  (|-)  =  2  +  V2, 

woraus  durch  zweimaliges  Quadriren  mit  Benutzung  von  (11)  und 
(13)  folgt: 

^^  +  ^  =  3G  +  26V2; 
hieraus  leitet  man  die  einfachere  Gleichung  ab: 

(15)  X  +  1  =  3  +1/2,     V2x=  r,  (V^lÖ). 

3.  Wir  machen  endlich  noch  eine  Anwendung  der  Trans- 
formationsgleichungen des  §.  79  für  einen  zusammengesetzten 
Transformationsgrad  auf  die  Determinante  —  39. 

Setzen  wir 


.=/C^^),  .=/(\/=i').    '^  = 


^, 


so   ist  in   der  auf  n  =  39  bezüglichen  Gleichung  (22),  §.  79    zu 
setzen : 

und  die  erwähnte  Gleichung  giebt: 

woraus  nach  Abwerfung  des  Factors  ^  -f-  2  die  folgende  hervorgeht : 

(16)  ^2_^_3^0,    ^  =  llLl^. 

Zwischen    u  und  v   besteht    aber    andererseits    eine   Trans- 
formationsgleichung dritter  Ordnung  (§.  76): 

r^ —  = r-^ —  =  ^^  —  6  ^*  +  9  ^2  _  2, 

27  _}_  7  y  13 
was  sich  mit  Hülfe  von  (16)  auf  die  Form  z^  —  2  =  — -L- 

bringen  lässt. 

Daraus  erhält  man 

i^3^3  ^  4  (3  _^yY3), 

uG  -^  ^6  =^  4  (17  _|_  5  yY5), 

u^  —  v^  =  V'2  (3  +  Vl3), 
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SO   class,   wenn  u^  =  ]/Sx  gesetzt  wird,   für  ^'die  quadratische 
Gleichung  folgt: 

(17)    x^-^-+p^  (x  +  i)  =  o,    /(i/zr^)^  =  V8^. 

Wir  wollen  unsere  Resultate  jetzt  noch  anwenden  auf  zwei 
Probleme,  welche  in  die  allgemeine  Transformationstheorie  des 
neunten  Abschnittes  gehören. 


§.  99.     Die  Schlaefli'sche  Modulargleichung  für  den 
23ten  Transformationsgrad. 

Jede  Classengleichung  tritt  als  Divisor  in  einer  grossen  Zahl 
von  Transformationsgleichungen  auf  und  kann  daher,  wenn  sie 
auf  andere  Weise  bekannt  ist,  zur  Berechnung  von  Transfor- 
mationsgleichungen benutzt  werden.  Wir  nehmen  als  Beispiel 
den  23ten  Transformationsgrad. 

Nach  §.  76  besteht,  wenn 

(1)  u=f{co),      ^=./(23«),     /(^^)     c  =  0     (mod  48) 
eine  Gleichung  zwischen 

(2)  2 

B  =  UV  -\ , 

'     tiV 

und  es  ist  schon  in  §.77  gezeigt,  dass  diese  Gleichung  die 
Form  hat: 

(3)  Ä  =  B''  +  mi  B''  -^ +  mio  B  +  ^n, 

worin  die  Coefficienten  mj,  ^2  .  .  .,  nin  rationale  Zahlen  sind. 
Statt  nun  diese  rationalen  Zahlencoefficienten  wie  dort  aus  den 
Entwickelungen  von  u  und  v  nach  Potenzen  von  q  zu  berechnen, 
suchen  wir  die  Wurzeln  der  Gleichung  (3)  für  u  =  v  aus  der 
complexen  Multiplication  zu  bestimmen. 

Durch  Multiplication  mit  u^'^v^^  geht  die  Gleichung  (3)  in 
eine  P^orm  über,  welche  u^  v  nicht  im  Nenner  enthält,  die  wir 
für  den  Augenblick  mit 

(4)  F(u,  v)  =  0 
bezeichnen,  so  dass  für  ein  unbestimmtes  x  und  co: 


v_Y 

u  J 


(5)        i<'17f«),  .T]  =  [x  -  /(23 .0)1  n^x-f  (^^)]- 


[§.  99.]  Transformation  23sten  Grades.  38.^ 

Wir  untersuchen  nun,  für  welche  Werthe  von  w  die  Function ; 
(6)  F{u,u)  =  FU{'o),f{<^)] 

.       -  [/(«>)  -  /(23  »)]  n  [/(»)  -/(^)] 
verschwindet.     Es  verschwindet  zunächst  offenbar  der  Factor: 


für 


=/(^^)=/(^> 


Verstehen  wir  ferner  unter  r  eine  der  Zahlen  ±2  oder  4:4, 
und  dem  entsprechend  unter 

m  =r  23  —  r2, 

entweder  19  oder  7,   so  verschwinden   von  den  Factoren   von  (6) 
für  o  =  V —  m  je  zwei,  nämlich: 


'24r  4-  CO 
JK^)—jy 

denn  es  ist 

23 


\r  —  V  —  m/ 


Wir  fügen  noch  hinzu,  dass 

24  r  4-  G) 


fH-f{V-m) 


für  Gj  =  V —  m  einer  endlichen  Grenze  zustrebt,  wie  man  durch 
Differentiation   nach  «    erkennt  (§.  49),   und    daraus   folgt,   dass 
F(u^u)  durch  [u  —f{V—m)Y  theilbar  ist. 
Wenn  man  u  =  v  setzt,  so  wird 

^  =  2,     5  =  «^  +  A, 


und  wenn  u  =/(V — m),  m  =  7,  19,  23  gesetzt  wird,  so  erhält 
man  aus  §.  95,  (6),  (8),  §.  98,  (1)  durch  Elimination  von  u  die 
Gleichungen  für  B: 
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m  =    7,   ^  —  3  =  0, 
m  =  19,    I?'  —  6 jB'  +  lOB  -6  =  0, 
m  =  23,    B'  —  bB^  +    4  J5  —  1  =r  0. 
Die  beiden  letzten  cubischen  Gleichungen  sind,  da  sie  keine 
rationale    Wurzel   haben,    irreducibel,    und   daraus    ergiebt   sich 
ohne  Rechnung  die  gesuchte  Modulargleichung  (3): 

{l)Ä-2  =  (B—3f(B'-ßB'  +  lOB-6f(B'-bB'  +  4.B-l). 

§.  100.     Die   Resolventen   7ten   und    Uten    Grades    für 
den  7ten  und  Uten  Transformationsgrad. 

Wir  haben  in  §.  84  gesehen,  dass  für  den  7ten  und  Uten 
Transformationsgrad  Resolventen  der  Grade  7  und  11  existiren. 
Auch  bei  der  Bildung  dieser  Gleichungen  kann  die  Theorie  der 
complexen  Multiplication  nützliche  Dienste  leisten. 

Wir  betrachten,  wenn  n  =  7  oder  =  11  ist,  die  Transfor- 
mationsgleichung 

Fn(tl,v)   =  0, 

deren  Wurzeln,  wenn  u  ^=z  /{co)  gesetzt  wird, 

(1)  «„=/(«<»),     v.=f(^) 

sind,  wobei  c  als  Index  von  v  nach  dem  Modul  n  genommen 
werden  kann,  während  es  unter  dem  Zeichen/  durch  48  theilbar 
vorausgesetzt  werden  muss. 

Diese  Gleichungen  sind  nach  §.76: 

(2)  w  =  7,    v^  —  w  v'^  -^  1  u^v^  —  Suv  -{-  u^  =  0, 

(3)  n  =  11,    'yi2  —  ^iii^ii  _|-  11^^9^9  _  Uu^v^  +  88w-^?;-^ 

—  88^*3^3  +  32  m?;  +  wi2  =  0. 
Wir  haben   in   §.  76   den  Einfluss   der   drei  Vertauschungen 

{C')  =  («,  03   +  2), 

(4)  (^")=-(«'^> 


durch  welche  u  übergeht  in 


V2 
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auf  die  Wurzeln  der  Gleichungen  (2)  und  (3)  untersucht.    Dieser 
Einfluss  ergiebt  sich  aus  den  Zusammensetzungen: 

COG:  :)=(?,:> 

(G)  c'  ^  c  4-  2     (mod  n), 

".    c;:?)(j;;)-(:^,  :)(•::,:> 

(8)  cc"  =  —l     (mod  w), 

(10)  '"'^^    (^^^^^^)' 

a  +  ß  =  n,       n(y  —  ö)  =  (c  —  l)_c"'(c+ 1), 

und  nach  §.  29  und  §.  35,  (11)  geht  also  durch  die  Substitutionen 
(c'),  (c"),  {c"%  mit  Rücksicht  auf 

2  =  2n^     (mod  48), 
die  Wurzel  Vr  über  in: 

-—  /9\    "1/2 

(11)  .     "V,     ...     (-)^, 

und  dies  gilt  auch  für  c  =  oo .    Die  Vertauschungen  der  Indices, 
die  sich  so  ergeben,  sind: 

(12)  n  =  7,       c  ==  OD,  0,  1,  2,  3,  4,  5,  G, 

c'  =  CO,  2,  3,  4,  5,  G,  0,  1, 
c"  =  0,  00,  G,  3,  2,  5,  4,  1, 
c'"  =   1,    G,  0,  5,  4,  2,  3,  OD. 

(13)  n  =11,    c  rzr  r^,  0,     1,  2,  3,  4,  5,  G,  7,     8,  9,  10, 

c'  =  o),  2,  3,  4,  5,  G,  7,  8,  9,  10,  0,  1, 
c"  =  0,  00,  10,  5,  7,  8,  2,  9,  3,  4,  G,  1, 
c'"  =--  1,  10,     0,  4,  G,  5,  8,  7,  9,     2,  3,   od. 

Als  Wurzeln  der  Resolventen  7ten  und  Uten  Grades  können 
wir  nach  §.  84  je  eine  der  beiden  folgenden  Functionen  be- 
trachten : 

Weber,  elliptische  Functionen.  25 
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(14)  n  =  7, 

t    VI  U^ 
,    _  (V^  —  Vy)  {v,  +  i  —  Vr  +  5)(Vv  +  2  —  Vr  +  3)  (Vy  +  4  —  V,  +  c) 

(15)  n  ^=  11,     luv  = 

(^oQ-  '^0  (i;v  +  l-'?^r+2)  (^v+3-?^v  +  6)  (^M-^-'^^v  +  s)  (^^■+5-  '^^v  +  io)  (^>+9  "  ^v  +  v) 

i  VUu^ 

W'v  = 

—  ^VTT^f6 

worin  V?  und  \/ll  positiv  genommen  sein  sollen. 

Es  tritt  nun  zunächst  der  folgende  bemerkenswerthe  Unter- 
schied zwischen  beiden  Fällen  hervor. 

Durch  die  beiden  Vertauschungen  (c'),  (c")  werden  im  Falle 
w  =  7  die  iVy  nur  unter  einander  vertauscht,  und  zwar  in 
folgender  Weise: 

tVo,    tVi,    IÜ2,    IV^,    1(^4,    tV-„    W^, 

(c')     lü^,  tv.^,  iv^,  tV;,  tue,  Wo,  tVi, 

{C")        It'o,    W2,    li\,    ?'"6,    ^^V,    ^«''ö,    «^3, 

während  [nach  (13)]  im  Falle  w  =  11  durch  die  Vertauschung 
(e')  die  Grössen  iv  gleichzeitig  ihr  Vorzeichen  ändern,  so  dass 
folgende  Vertauschungen  eintreten: 

IVq,       U\,       W.2,       W-i,       IVi,       tV-^,       lü^,       W'j,       lüs,       IV^,       Wio 

{c')  -  W.2,  -  w-i,  -  tVi,  -  tV:,,  - iv^,  - iVj,  - lüs,  - iv^,  -  m;io,  - k'o,  - n\, 
{c")        10,,,     ^t;y,     iv^,     iV;i,     iv-,,     iv^,     tv.^,     tv^,     w'7,     iv^,     ivio, 

und  ebenso  verhält  es  sich  mit  iv'. 

Daraus  folgt  nun  (§.  49),  dass  die  tVy  Wurzeln  einer  Gleichung 
7tcn  oder  Uten  Grades: 
(IC)  tu''  +  ^1  ty"-i  4-  ^2 1(;"-2  -f-  .  .  .  -f-  ^„  =  0 

sind,  dass  darin  aber  im  Falle  n  =  7  sämmtliche  Äi  rational 
von /(ci>)24  abhängen,  dagegen  im  Falle  n  =  11  die  Äi  mit  ge- 
radem Index  ebenfalls  rational  von  f{Giy^  abhängen,  wälirend 
die  mit  ungeradem  Index  das  Product  von  /((oy^  mit  einer 
rationalen  Function  von  /(w)^*  sind.  Die  Zahlcoefficienten  ent- 
halten   ausser    rationalen    Zahlen    nur    noch    die    Irrationalität 
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iVl  bezw.  ?' Vll,   und  demnach  wollen  wir   diese  Gleichung  be- 
zeichnen durch 

^k/H^    ^V~^  =0, 

^[^(;, /(w)i2,     i  Vn]  =r  0. 

Aendern  wir  gleichzeitig  die  Vorzeichen  von  i  und  iv^  so 
ergiebt  sich,  wie  wir  in  §.  84  gesehen  haben,  eine  Gleichung, 
deren  Wurzeln  die  Grössen  tv'  sind. 

Auch  bei  der  Anwendung  der  Substitution  (c'")  zeigt  sich 
für  die  beiden  Fälle  ein  Unterschied. 

Es  ergiebt  sich  nämlich  aus  (13),  mit  Rücksicht  darauf,  dass 
nach  (2)  das  Product  sämmtlicher  Vv  den  Werth  u^  hat,  dass  im 
Falle  n  =  7  durch  die  Substitution  {c'")  die  tv,.  nur  unter  ein- 
ander vertauscht  werden,  und  zwar  in  folgender  Weise: 

At^o,  ^(^u  iv^,  tv-i,  it'4,  nh,  iv^\ 

\t%,  tV-i,   IV^,   W^,   tV^,    IVq,    ivj 

und  daraus  folgt,   dass   in    diesem  Falle    die  Coefficienten  Ay 
alle  ungeändert  bleiben,  durch  die  Vertauschung: 

Ueberdies  kommen  im  Nenner  dieser  Coefficienten 
nur  Potenzen  von  f(coy^  vor  (§.  7G),  und  die  Potenzen  von 
/(ö)-4  steigen   bis  zu  derselben  Höhe  wie  die  von  f(co)~^'^. 

Im  Falle  n  =  11  gehen  durch  die  Vertauschung  (c'")  die 
Grössen  Wy  in  die  Grössen  iv'y  über,  und  zwar  in  folgender 
Reihenfolge : 

/w^,  u'i,  u'2,  -Wo,  u'4,  tu-,,  tü^,  ?%,  n'ji,  IV.,,  lüiQ 

V^rg,    ?r2,    1^7,     IV(^,    W'g,    «?5,    ii;G,    '?4    '«^3,     '''10,    "1(^1 

Nach  (17)  können  wir  diese  Eigenschaft  durch  die  in  Bezug 
auf  ir  identische  Gleichung  ausdrücken : 

-  o[-ir,/(»)i^  -i  VÜ]  =  <p{,o,~^,  iVn), 

und  daraus  ergeben  sich  die  folgenden  Eigenschaften  der  Coeffi- 
cienten  Ay'. 

Ay  bleibt  ungeändert  durch  die  gleichzeitige  Ver- 
tauschung: 

25* 
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und  enthält  bei  geradem  v  nur  die  geraden,  bei  un- 
geradem V  nur  die  ungeraden  Potenzen  von  f[(oy^. 

Auch  hier  treten  nur  Potenzen  von  /(«)  im  Nenner  auf, 
und  die  Potenzen  von  /(co)  steigen  bis  zur  selben  Höhe  wie  die 
von /(«)-'. 

Um  über  die  Grade  der  Functionen  JL,  ins  Klare  zu  kommen, 

betrachten  wir  die  Anfänge  der  Entwickelungen  nach  steigenden 

Potenzen  von  q  =  e^^"^. 

_  j_ 

Es  beginnt  die  Entwickelung  von/(a9)  mit  q    ^\  die  von  v^ 

n  1  2  7rie    1 

mit  q  2^  von  Vc  mit  g  24n  ^  48  n^  worin  aber  in  der  letzten 
Exponentialgrösse,  wenn  wir  c  auf  seinen  kleinsten  Rest  (mod  n) 

reduciren,   auch  -—   nach    dem    Modul  n   zu   nehmen,   also    für 

48 

M  =  7,  U: 

i=-l    (mod  7), 

^=        3    (modll) 
ZU  setzen  ist.     Wenn  wir  also  hiernach 

2  ni  C  Tti 

Q  r=  e  ^'      oder     =  e     ^^ 

setzen,  so  erhalten  wir  aus  (14),  (15)  als  Anfänge  der  Ent- 
wickelung 

für  w  =  7 : 

_               _  j_ 
i  1/7  uu.  =  q~'^f'(Q  -  (>3)(()2  — ?«)(()*  -  Q--^)  H , 

für  7Z   rrr:    1 1  : 

5 

Es  ist  aber  für  n  ^=  1 : 
und  für  n  =  l\: 

(q  -  ^2)   (^3  _  ^.;)    (p4  _  ^S)   (^r.  _  pIO)    (p9  _  ^7)    ^ 
—  Q    -Q--^    -Q*    -Q'^    _^ü_L^2_^p.;_j_^S_^^7_^plO. 

Da  1,  2,  4  die  (][uadratischon  Reste  von  7;  1,  .S,  4,  .5,  9  die 
quadratischen  Reste  von  11  sind,  so  können  diese  beiden  Summen 
nach  einer  aus  der  KreistheilunKstheorie  bekannten  Formel  (w*A. 
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Dirichlet-Dedekind,  §.  115)  bestimmt  werden,  und  ergeben  in 
den  beiden  Fällen: 

iVl     und    —  ^l/ll, 
so  dass 

1 

(18)  .  \'     ^        ' 

iVy  =  —  q     22  ^5r  _|-  .  .   .,      n  =   11. 

Hierdurch  lässt  sich  eine  obere  Grenze  ableiten,  bis  zu 
welcher  in  Äv  die  Potenzen  von  /(«)  höchstens  ansteigen  können, 
wenn  man  noch  beachtet,  dass  die  Ar  als  ganze  rationale  (und 
symmetrische)  Functionen  der  iVy  darstellbar  sind. 

Für  n  =  l  ergiebt  sich  so,  da  alle  Exponenten  von /(w) 
durch  24  theilbar  sein  müssen,  dass  Äi^  Ä2^  ^3,  J.4,  ^5,  Ä^^ 
Constanten  sind,  während  Ä^  nur  die  erste  Potenz  von  /(cj)-^, 
und  zwar  mit  dem  Coefficienten  —  1  [nach  (18)],  enthält. 

P'ür  n  =  11  muss,  wenn  /(coy'^^^  die  höchste  in  Äv  vor- 
kommende Potenz  von  /(«)  ist, 

,  bv 

sein,  und  überdies  muss  A  mit  v  zugleich  gerade  oder  ungerade 
sein.  Daher  sind  Aj,  Ä^  constant,  J.^,  Ä^  enthalten  die  höchste 
Potenz  /(w)-'^,  ÄiQ  enthält  auch  /(cö)^^  Da  die  Ä  mit  ungeradem* 
Index  nur  ungerade  Potenzen  von  f{(oy^  enthalten,  so  ist  Ä^  =  0, 
J.3,  Ä-,  enthalten  fipY'^.  J_7 ,  A.^  enthalten  bis  /(w)^",  in  A^^ 
steigt /(cö)  bis  zur  60ten  Potenz  an. 

Für  den  Fall  n  =  1  wollen  wir  nun  die  Constanten  voll- 
ständig mit  Hülfe  der  complexen  Multiplication  bestimmen,  und 
zwar  genügt  dazu  die  Betrachtung  der  Werthe  der  lüy  für 
w  =  i. 

Für  a  =  i  wird  _ 

^^==/(^)  =  f2, 

und  wenn  wir  diesen  Werth  in  die  Gleichung  (2)  einführen,  und 

setzen,  so  ergiebt  sich: 

(19)  x>^  —  ix^  -f  28^-4  —  S2x  +  16  =  0. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  das  Quadrat  des  Aus- 
druckes : 

(20)  x^  —  2  x-3  ~  2  r-  —  4  o;  -f  4, 
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SO  dass  also  die  Werthe  von  v  für  co  =  i  paarweise  einander 
gleich  werden.  Nach  §.  91,  5.  muss,  wenn  v^  =  v^'  ist,  cd  ^  —  1 
(mod  7)  sein,  so  dass  also: 

(21)  V^   =  Vq,      Vi   =V^,      V.,  =  V,^,      V^  =  V,. 

Üer  Ausdruck  (20)  lässt  sich  in  die  beiden  quadratischen 
Factoren : 

x'^  —  (l  +  V?)  ^'  +  2,     X''  —  (l  —  Vt)  X  -^  2 

zerlegen,  so  dass  die  acht  Werthe  von  x  paarweise  je  einer  der 
vier  Grössen  _  _ 

(22)  l+VJ^^      X-Vl  f^ 
^^^^                          2         ±1/2'           2        ±V2 

gleich  werden,  und  es  handelt  sich  noch  darum,  diese  vier  Werthe 
den  einzelnen  Vy  zuzuordnen.  Dazu  bemerken  wir,  dass  v^ ,  v^ 
für  CO  :=  i  reell  sind ,  und  dass  ebenso  Vi ,  f  ^  reell  sein  müssen, 
weil  sie  gleichzeitig  einander  gleich  und  conjugirt  imaginär  sind. 
Aus  ^0  entsteht  Vy  dadurch,  dass  man  q  mit  einer  gewissen 
P^inheitswurzel  multiplicirt;  da  aber  die  Entwickelung  von  ^'^  nach 
Potenzen  von  q  nur  positive  Coefficienten  enthält  [vgl.  §.  21,  (10)], 
so  folgt,  dass  v^)  grösser  sein  muss  als  v^^  und  mithin  ist 

f  2..  =  l^2.„  =  L-ti^  +  ^ 

(23)  _     ,:: 

Für  die  beiden  anderen  Wurzelpaare  ergiebt  sich: 

Y2v,  =  V2v,  =  —— l-^j-= 

(24)  _  ^_ 

Dass  in  diesen  Ausdrücken  das  Vorzeichen  von  i  richtig  ge- 
wählt ist,  schliesst  man  auf  folgende  Weise:  _ 

Aus  (23)  ist  zu  ersehen,  dass  für  cd  =  ^,  also  für  tt  =--  ^2, 
die  Wurzel  iVq  verschwindet,  und  dass  also  für  diesen  Werth 
Ä^  verschwinden  muss.  Nach  den  oben  nachgewiesenen  Eigen- 
schaften ist  hierdurch  Äj  vollständig  bestimmt,  nämlich: 

(25)  4,==_(.._g^y, 
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woraus  folgt,  dass  für  keinen  anderen  Wertli  von  it'^-^  als  64  zwei 
der  Wertlie  Vy  einander  gleich  werden.  Es  tritt  diese  Gleichheit 
also  nur  für  cj  ^=  i  und  gewisse  mit  i  äquivalente  Werthe  von  a 
ein  und  daher  nicht  für  einen  anderen  rein  imaginären  Werth 
von  w. 

Der  Anfang  der  Entwickelung  nach  steigenden  Potenzen  von 
q  ergieht  nun: 
^_,  ./«-2.48\         ,/«  +  2.48\ 

=  2  ^■  r^ .  '^  ■  24  sin  ^ — \-  -  -  -, 

so  dass  für  einen  hinlänglich  grossen  reellen  Wertli  von  —  lc3 
die  linke  Seite  von  (26)  positiv  imaginär  ist.  Wenn  nun  — ico 
auf  reellem  Wege  von  oo  his  1  geht,  so  geht,  wie  wir  ohen  ge- 
sehen hahen,  v.^  —  V;,  nicht  durch  Null,  so  dass  auch  für  w  r=  i 
die  Differenz  v^  —  v-^  positiv  imaginär  sein  muss,  wie  in  (24) 
angenommen  ist. 

Wenn  man   also   die  Werthe  (23),   (24)   in  (14)  einsetzt,   so 
ergiebt  sich  für  g9  =  i: 

iVq  =  0,     w-^  =  0 

7  +  ^l/7 


(27)  iVi  =  IV  2  =  iv-i  =  w^ 


2 


;\/7(i  +  iV7y 


'"4  =  4 

Danach  kann  für  den  Fall  «  =  7  die  Resolvente  vollständig 
gebildet  werden.     Sie  lautet: 

(«,  _  1+f^j  (r. '  '■  ^^  ^' + '  ^^y' 


(28)  W'(w  -     ^       '     )  Uo 


64  V 


=  v«''-^;' 


und  nimmt  eine  einfachere  Gestalt  an,  wenn  man 


iViii  +  iyiy 

■w  -| ^^ — j — -  =  s^ 


setzt: 


(20)   .(.^  -  iVIO^iVT)')  (.  +  ,  V'^y  =  ur^  -  |i. 

Für  den  Fall  w  =  11  ist  die  entsprechende  Rechnung  noch 
nicht  durchgeführt.     Verhältnissmässig  einfach  erhält  man,  wenn 
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man  mit  Benutzung  der  Betrachtungsweise  des  §.  1)1  die  Wertlie 
von  CO  aufsucht,  für  welche  eine  der  Grössen  Wv  verschwindet: 


u  ^=\/2,     u  =  y 2,  w  =  1, 


und  daraus 


,„ = („,.  _  iiy  (.„  _  5)  (...  -  ±> 


Dreizehnter   Abschnitt. 

Die  Multiplicatorg-leichung  in  der  complexen 

Multiplication  und  die  Zerfällung*  der  Classen- 

gleichung  in  Factoren. 


§.  101.     Die   Classenzahlrelation. 

Wir  haben  schon  im  §.  88  gesehen,  dass  die  Function  Fn{u^u) 
immer  theilbar  ist  durch  gewisse  der  Functionen  II„i(u)^  Ilm(u), 
und  haben  darauf  den  Beweis  gegründet,  dass  diese  Functionen 
//  rationale  Coefficienten  haben.  Es  soll  nun  genauer  bestimmt 
werden,  wie  die  Function  Fn(u.,  u)  in  Factoren  //„„  H^  zerlegt 
werden  kann,  wodurch  sich  ein  neuer  Beweis  jenes  Satzes  über 
die  Coefficienten  der  Functionen  //  ergeben  wird. 

Da  für  ein  variables  co 

(1)  F„[j(«),  j(co)]  =  77[i(»)  -  j(^^^)] 

ist,    so    wird   Fn{u,  u)    für  u=j(a})   dann    und   nur   dann    ver- 
schwinden, wenn 

{o\  c  +  d(D  _  y  +  da 

^^  a        ~  a-{-  ßco' 

worin  a  8  =  n  und  et,  8,  c  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler, 
w,  /3,  7,  ö  ebenfalls  ganze  Zahlen  sind,  die  der  Bedingung 

(3)  a8  —  ßy  =  l 

genügen.  Für  w  erhalten  wir  hieraus  eine  quadratische  Gleichung 

(4)  ^«2+    JßcO  +    Or=:0, 

worin  A^  B,  C  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind  und 

I)^'  -  4  J.  C  =  -  ^ 
negativ  ist.    Da  cn  bei  der  Beurtheilung  der  Frage  nach  dem  Ver- 
schwinden von  F[j(g3),  j{(o)\  durch  eine  äquivalente  Zahl  ersetzt 
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werden  kann,  so  dürfen  wir  immer  voraussetzen,   dass  Ä  relativ 
prim  zu  2  z/  und  zu  u  ist. 

Je  nachdem  B  gerade  oder  ungerade  ist,  gehört  (4j  zu  der 
ersten  oder  zweiten  Art.  Um  beide  Fälle  zu  umfassen,  wollen 
wir  unter  ö  für  ein  gerades  B  die  Zahl  1 ,  für  ein  Ungerades  B 
die  Zahl  2  verstehen  und  setzen 

ö^z/  :=  4m, 

so  dass  — m  die  Determinante  der  quadratischen  Form  ist 

(«^,  ¥,  «c). 

Bezeichnen  wir  mit  x  einen  unbestimmten  ganzzahligen 
Factor,  so  ergiebt  die  Vergleichung  von  (2)  mit  (4) 

dß^Äx, 

(5)  ca  —  ay  ^=^  Cx^ 
da  —  aö  ^  cß'=  Bx. 

Wir  führen  noch  die  Zahl  y  ein  vermittelst  der  Gleichung 

(6)  .  da  +  aö  -  cß  =  ^, 

und  erhalten  aus  (5)  und  (6) 

^  Bx    ,    // 

(7)  ■  ^"  =  -^  +  ^ 

woraus  wegen  ad  =  n  folgt 

(8)  ö-w  =  mx-  -f-  \ß. 

Den  Gleichungen  (5),  (7)  geben   wir  mittelst  (3)  die  Gestalt 

Bx 


c  =       Cxd 

Bx 


(9)  «=       Cxß-(?^-l)a 

woraus  sich  für  x,  \j  die  Bedingungen  ergeben: 
x^  y  müssen  so   gewählt  sein,  dass 

(10)  ^'    -2-  +  ^ 

ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind. 
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Denn  jeder   gemeinsame  Theiler   dieser   beiden  Zahlen   wäre 

wegen ^  =  Bx  —(  — - 4- 4    ''^ucli  1  heiler  von  — ^ , 

2  o  \    2  0/  2  6 

und  mithin  auch  von  a,  c,  d. 

Mit  der  Bedingung  (10)  ist  gleichbedeutend  die,  dass 

,  Bx        y      ,  .  B^x^        Iß 

X  und  — r oder  ^  und  — ^ 

2  (5  4  ö2 

ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind. 

Ist    ö  r=  1 ,    so    fordert    diese    Bedingung   (10)   weiter 

niclits,   als   dass  x  und  y   relativ   prim  sind;   ist   dagegen 

ö  ^:  2,  so  kann  ihr  auch  die  Form  gegeben  werden,  dass 

(11)  X  und  ^'  ~  ■^- 

relativ  prim  sein  sollen,  wodurch  sie  von  B  unabhängig 
wird. 

Setzen  wir  (8)  in  die  Form 

«^Ä6-.^-(^--|)(^-+|), 

so  zeigt  sich,  dass  x  mit  n  keinen  gemeinsamen  Tlieiler  haben 
kann,  und  da  das  Gleiche  von  A  vorausgesetzt  ist,  so  folgt  aus  der 
ersten  Gleichung  (.5),  dass  8  =  1  und  a  =  n  sein  muss. 

Ist  X,  y  den  Bedingungen  (8),  (10)  gemäss  bestimmt,  so  folgt 

(12)  '„  =  ^  +  1,    ß  =  Ax 

und  aus  unseren  Voraussetzungen  ergiebt  sich,  dass  diese  beiden 
Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind.  Von  den  Gleichungen 
(9)  wird  die  zweite  mit  (8),  die  dritte  mit  (3)  identisch. 

Bestimmt  man  daher  y,  8  aus  (3),  so  folgt  c  aus  der  ersten 
Gleichung  (9). 

Es  ist  aber  c  nur  bis  auf  ein  Vielfaches  von  n  be- 
stimmt, da  7,  8  durch  y  -{-  la^  8  -\-  Xß  ersetzt  werden  können. 

Damit  sind  dann  alle  in  der  Gleichung  (2)  enthaltenen 
Forderungen  erfüllt. 

Hierdurch  ist  nachgewiesen,  dass  durch  ein  Zahlenpaar  ^,  y^ 
welches  die  Bedingungen  (8j,  (10)  befriedigt,  einer  unter  den 
Factoren  von  (1)  und  zwar  von  der  Form 


j{'^)-j{^^) 
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eindeutig  bestimmt  ist,  welcher,  wenn  cj  der  Gleichung  (4)  genügt, 
verschwindet. 

Es  handelt  sich  zweitens  darum,  ob  auch  umgekehrt  durch 
den  Werth  von  c  (mod  n)  das  Zahlenpaar  x^  y  bestimmt  ist  oder 
ob  verschiedene  Werthpaare  x^  y  zu  demselben  Werthe  (oder  zu 
modulo  n  congruenten  Werthen)  von  c  führen  können. 

Dazu  bemerken  wir  zunächst,  dass  eine  gemeinsame  Vor- 
zeichenänderung der  sechs  Zahlen  a,  /3,  y^  d,  x^  y  in  allen  unseren 
Formeln  und  also  auch  in  der  Bestimmung  von  c  nichts  ändert. 
Um  diese  Zweideutigkeit  auszuschliessen,  können  wir,  da  x^  wenn 
n  ^  1  ist,  von  Null  verschieden  ist,  festsetzen : 

(13)  X  soll  positiv  sein. 

Sodann  folgt  aus  (5)  und  (6),  dass  durch  w,  ß,  7,  d  und  c 
die  Zahlen  ^,  y  vollständig  bestimmt  sind.  Es  würden  also  nur 
dann  mehrere  Werthepaare  x^  y  zu  demselben  oder  zu  congruenten 
Werthen  von  c  führen  können,  wenn  die  Gleichung  (2)  für  das- 
selbe c  und  für  wenigstens  zwei  Systeme  «,  ß^  y\  d;  w',  ß\  7',  ö' 
befriedigt  wäre,  worin  « :  ß  von  a' :  ß'  verschieden  ist.  Dies  aber 
ist  nur  möglich,  wenn  eine  Gleichung  von  der  Form 

(14)  cj  =  ' — ^_^— 

a  -\-  ßcj 

besteht,  worin  ß  von  Null  verschieden  ist. 

Behandelt  man  aber  die  Gleichung  (14)  itls  einen  speciellen 
Fall  von  (2),  so  folgt  für  diesen  Fall 

Ö2   =:r  mX^  -f-  ?/2, 

was  nur  möglich  ist  für  x  ^=  0^  2/  =  i  ö,  was  aber  in  (14)  zu 
ß  z=z  0  führt,  und  ausserdem  noch  in  folgenden  beiden  Fällen: 

(15)  (5=1,    m  =  1,    X  =  1,    2/  =  0, 

(16)  (5  =  2,    m  =  3,    X  =  1,    y  =  ±  1. 

In  diesen  beiden  Ausnahmefällen  führen  also  je  zwei  oder 
je  drei  Werthepaare  x^  y  zu  demselben  Werthe  von  c  (mod  n). 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  von  den  Factoren  des  Products 
(1),  wenn  co  die  Wurzel  der  Gleichung  (4)  ist,  im  Allgemeinen 
so  viele  verschwinden,  als  die  Anzahl  der  Lösungen  von  (8)  [unter 
der  Beschränkung  (11),  (13)]  beträgt,  in  den  Fällen  (15),  (16) 
die  Hälfte  oder  das  Drittel  dieser  Zahl.  Diese  Zahl  der  Lösungen 
von  (8)  wollen  wir  mit  h  bezeichnen. 
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Nach  den  Formeln  (4),  (5),  (7)  ist 


0C  +  ßül  = 

und  daraus  ergiebt  sich  mit  Benutzung  der  Relation  (2)  die  in 
der  Folge  noch  sehr  wichtige  Formel 

(17)  ±n)^^y^_+jv^ 

worin  e  eine  nach  §.  33,  (15)  zu  bestimmende  24  te  Einheits- 
wurzel ist.  Hieraus  schliessen  wir  leicht  durch  Differentiation 
nach  der  Variablen  r  auf  Grund  von  §.  49,  (13),  dass  für  r  =  « 
der  Quotient 


x'^-'m 


j(t)—j{G,) 

einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  hat.    Daraus 
geht   hervor,   dass    die  Function    Fn(u^ii)    durch   die   hie   [oder 

in  den  Fällen.  (15),  (IG)  —  hie  oder—  hie]  Potenz  von  u  — j(a) 

und  durch  keine  höhere  Potenz  theilbar  ist. 

Die  Zahl  h  hängt  aber  nur  von  der  Determinante  —  w,  nicht 
von  der  besonderen  Gleichung  (4)  ab,  und  es  folgt  also,  dass 
i^„(M,  w)^urch  Il^n  oder  für  ö  =  2  durch  //„f  und  in  den 
Ausnahmefällen  (l.o),  (16)  durch  l^j'' /C^'H heilbar  ist,  und 
dass  der  Quotient  mit  II^n{u)^  Il'm{^i)  keinen  Theiler  ge- 
mein hat. 

Hieraus  entnehmen  wir  zunächst  einen  zweiten  Beweis  dafür, 
dass  die  Functionen  11^  (w).  Hm  (u)  rationale  Coefficienten  haben. 
Denn  die  Gleichung  (8)  hat  für  m  =  n  und  ö  ^^  1  nur  die  eine 
Lösung  ^  =r  1 ,  y  =  Ö  und  für  ö  ==  2  im  Allgemeinen  nur  die 
eine  Lösung  ;r  =  2,  ?/  =  0,  und  wenn  3  m  ein  Quadrat  ist,  die 
drei  Lösungen  x  ^=  2,  y  =  ^  \/'d  m ,  während  für  alle  anderen 
Werthe  von  w  die  Lösungen  paarweise   vorhanden  sind  (x^  +  y). 

Wenn  wir  daher  alle  in  gerader  Ordnung  eingehenden 
Factoren  aus  Fmiu^ti)  absondern,  was  auf  rationalem  Wege  ge- 
scliieht,  so  bleibt  Hm(i^)  oder  irm(u)  11^0^)  übrig,  was  hiernach 
auch  rationale  Coefficienten  hat. 
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Wenn  es  Formenclassen  zweiter  Art  giebt,  so  ist  m  ^  —  1 

(mod  4).    Setzen  wir  also  in  diesem  Falle  in  (8)  n  =  ^^^    '      ,  so 

erhalten  wir 

ö2('m  +  l)  =  4:(xhn-^y'-); 

diese  Gleichung  hat  keine  Lösung  für  a  =  1 ,  wohl  aber  für 
ö  =  2  die  Lösungen  x  =  l,  y  =  ±  1,  so  dass  man  Hi  als  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von 

Hm  H'm    und    FrnjrJ.  (^i  ^0 

auf  rationalem  Wege  findet,  wodurch  dann  auch  Tl.a  gefunden  ist. 
Wenn  man  den  im  §.  87  bestimmten  Grad  der  Function 
Fn  (w,  li)  gleich  setzt  der  Summe  der  Grade  der  Factoren ,  in 
welche  wir  diese  Function  zerlegt  haben,  so  erhalten  wir  eine 
Beziehung  zwischen  den  Classenzahlen  quadratischer  Formen 
verschiedener  negativer  Determinanten.  Hat  nämlich  ^  die  oben 
festgesetzte  Bedeutung  und  ist  h  der  zugehörige  Grad  von  i/,„  oder 
Hmi  d.  h.  also  die  Classenzahl  eigentlich  oder  uneigentlich  primi- 
tiver Formen  der  Determinante  — m^  mit  der  Beschränkung,  dass, 
wenn  ö  =  1,  m  =  1  ist,  /i  =  1/2  ^^nd  wenn  0  =  2,  jm  =  3  ist, 
h  =  1/3  sein  soll,  so  ist 
(18)  2J]ch  =  N, 

worin  N  durch  §.  87,  (6),  (7)  bestimmt  ist. 

Diese  Classenzahlrelation  erhält  eine  einfachere  Gestalt,  wenn 
man  mit  n  zugleich  alle  diejenigen  Werthe  n'  ins  Auge  fasst, 
welche  aus  n  durch  Fortheben  eines  quadratischen  Factors  ent- 
stehen, und  die  entsprechenden  Gleichungen  (18)  addirt,  wobei 
nur,  falls  n  ein  Quadrat  ist,  der  Werth  n'  =  1  auszuschliessen 
ist,  weil  F^  (u^  u)  identisch  verschwindet. 

Es  sei  also  ö'^  irgend  ein  von  n  selbst  verschiedener  quadra- 
tischer Factor  von  n  und 

n  =  n'ö'^. 

Zerlegen  wir  n'  in  zwei  Factoren  n'  =  a'd'  und  bezeichnen 
mit  e'  den  grössten  gemeinschaftlichen  Factor  von  S',  a',  so  ist 
die  Summe  der  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (17) 

U  ^'  =  22J  2J    ^  (p(c')  +  U(p(Vn'), 

worin  Ö-  alle  quadratischen  Factoren  von  n  (mit  Ausnahme  von  n) 
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durchläuft,  und  die  Summe  2J(p{Vn')  nur  dann  vorkommt,  wenn 
n  ein  Quadrat  ist. 
Setzen  wir  nun 

d'd  =  d^     a'  8  ^=  a^     e'd  =  e^ 

so  ist  ad  =  n^  und  e  ist   der  grösste   gemeinschaftliche   Theiler 
von  a  und  d;  zugleich  hat  c'  >>  a'  zur  Folge,  dass  S  >>  a  ist. 

Umgekehrt  erhält  man  aus  jeder  Zerlegung  ad  von  n  und 
jedem  Theiler  e'  von  e  eine  Zerlegung  a'  d'  von  w',  wobei  8  =  e :  ^' 
wird.     Demnach  ist 


ö>a 


e 


Hierin  machen  wir  nun  Gebrauch  von  der  aus  der  Zahlen- 
theorie bekannten  Relation  (Dirichlet-Dedekind,  §.  13): 

wenn  die  Summe  der  linken  Seite  sich  auf  alle  Divisoren  d  von  n 
bezieht.  Nehmen  wir  zunächst  an,  dass  n  kein  Quadrat  sei,  so 
folgt  hiernach,  wegen  Uq)(e')  =  e 

(19)  2JJS!'  =:  2  2:    Ö, 

wenn  dagegen  n  ein  Quadrat  ist,  so  durchläuft  e'  noch  immer 
die  sämmtlichen  Divisoren  von  e,  Vn'  aber  die  sämmtlichen 
Divisoren  von  Vw,  mit  Ausnahme  von  1 ;  danach  ergiebt  sich 
für  diesen  Fall 

(20)  UN'  =  2  U^    d  +Vn  —  l, 

WO  in  beiden  Formeln  d  die  sämmtlichen  Divisoren  von  n  zu 
durchlaufen  hat,  die  grösser  als  Vn  sind. 

Um  nun  den  Ausdruck  von  2J  N'  durch  die  Classenzahlen  zu 
finden,  betrachten  wir  das  System  sämmtlicher  [auch  nicht  der 
Bedingung  (11)  genügenden]  Lösungen  der  Gleichung 

(21)  ö2n  =  x^ni  -f-  tf, 
in  denen  x  positiv  ist.     Wir  setzen 

(22)  X  =  8x\     y  =  8y' 

und  bestimmen  den  Factor  8  so,  dass  x\  y'  die  absolut  grössten 
der  Bedingung  (11)  genügenden  Zahlen  werden.  Dann  muss  d^ 
ein  Theiler  von  n  sein.  Dies  ist  zunächst  klar,  wenn  0=1  ist; 
ist  aber  ö  =  2,  so  ist  d^  jedenfalls  Theiler  von  4  n.    Fs  muss  aber 
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^  =  mx'^  +  y'^ 

noch  durch  4  theilbar  sein,  denn  wenn  von  den  Zahlen  x\  y'  die 
eine   gerade,   die   andere   ungerade   ist,    so  genügt   2x\  2f/    der 
Bedingung  (11),  gegen  die  in  (22)  liegende  Voraussetzung. 
Setzen  wir  also 

n  =  8^n\ 
so  folgt 

(23)         •       .  ö2^^'  =  x"^m  -f  y'^, 

und  aus  einer  Lösung  von  (23)  leiten  wir  auch  immer  eine  Lösung 

von  (21)  her. 

Um  bei  der  Bildung  der  Summe  (18)  nicht  genöthigt  zu 
sein,  den  Fall  n'  =  1  auszuschliessen,  bemerken  wir,  dass,  wenn 
^'  =  1  ist,  die  Gleichung  (23)  nur  besteht  für 

0  =  1,    m=l,    x'  =  \,    y'  =  0,      h=--\,h  =  ^, 

0  =  2,     m  =  3,    x'  =\,    y'  =±  1,  A^  ==  2,    h  —  -, 
so  dass  für  diesen  Fall 

b 
wird. 

Wenn  wir  also  unter  dieser  Voraussetzung  die  sämmtlichen 
Gleichungen  (18)  summiren,  so  behält  die  linke  Seite  ihre  Form 
bei,  wenn  wir  jetzt  übereinkommen,  unter  h  die  Anzahl  sämmt- 
licher  Lösungen  der  Gleichung  (22)  mit  positivem  x  zu  ver- 
stehen, während  die  Summe  der  rechten  Seiten,  je  nachdem  n 
ein  Quadrat  ist  oder  nicht, 

22Jd  +  Vn  +  i  oder  22Jd 

ergiebt,   wenn  d   die  Divisoren   von   n,  die   grösser  sind  als  V??, 
durchläuft. 

Nach  dieser  Bestimmung  besteht  also  der  aus  der  Summation 
von  (18)  hervorgehende  Ausdruck 

wenn   wir  der ^  Deutlichkeit  halber  h  mit  h(in)   bezeichnen,  aus 
allen  Gliedern  der  Form 

,  /ö2n  —  «/2\ 

worin  y  alle  positiven  und  negativen  Zahlwerthe  durchläuft,   für 
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welche  ö-n  —  y'^  positiv  ist,  während  x  jeden  der  quadratischen 
Factoren  von  (5'^n  —  y'^  bedeuten  kann  und  6  sowohl  =  1  als 
=  2  zu  setzen  ist.  Nun  ist  aber  die  Zahl  der  primitiven  Classen 
der  Determinante  —  m  gleich  der  Zahl  der  nicht  primitiven 
Classen  der  Determinante  — mx^  vom  Theiler  6x^  und  wenn  wir 
also  die  Summe 


i»(füL=l=) 


bei  feststehenden  n  und  y  über  alle  quadratischen  Factoren  von 
ö^n  —  y^  nehmen,  so  erhalten  wir  für  6=1  die  Gesammtanzahl 
aller  primitiven  und  imprimitiven  Classen  erster  Art  der  Deter- 
minante —  (n  —  2/^)  j  fü^  ö  =  2  und  ein  gerades  y  und  folglich 
auch  ein  gerades  x  die  Gesammtzahl  der  primitiven  und  impri- 
mitiven Classen   zweiter  Art   der  Determinante  —  In  —  ^  j  und 

für  ein  ungerades  y  die  Gesammtzahl  aller  Formen  zweiter  Art 
der  Determinante  —  (4  n  —  y^). 

Fassen  wir  also  Alles  zusammen  und  bezeichnen  mit  K{m) 
die  Gesammtzahl  aller  Classen  der  Determinante  — w,  mit  K'(m) 
die  Gesammtzahl  aller  aus  Classen  zweiter  Art  der  Deter- 
minante —  m  derivirten  Classen  mit  der  Einschränkung,  dass 
eine  durch  die  Form  (x^  0,  x)  repräsentirte  Classe  nur  mit  1/2  und 
eine  durch  die  Form  (2x^  x^  Ix)  repräsentirte  Classe  nur  mit  1/3 
in  Rechnung  gesetzt  werden  soll,  so  ergiebt  sich  die  für  jedes 
beliebige  n  gültige  Classenzahlrelation 
K{n)^  2K {n—  l)  -^  2  K{n  —  i)  H 

oder  =  2  2;a  -f-  V7^  -f  -i, 

wo  2^  8  die  Summe  der  Divisoren  von  n  bedeutet,  die  .grösser  als 
y n  sind,  und  der  zweite  Ausdruck  gilt,  wenn  n  ein  Quadrat  ist  1). 


1)  Die  Classenzahlrelationen ,  von  denen  die  hier  abgeleitete  nur  der 
einfachste  Fall  ist,  sind  von  Kronecker  entdeckt  (drelle's  Journal,  Bd.  57, 
vgl.  auch  Gierster,  Mathematische  Annalen,  Bd.  21,  22,  Hurwitz,  ebend., 
Bd.  25). 


Weber,  elliptisclie  Functionen.  26 
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§.  102.     Die  Classeninvariante  73(03). 
Wir  betrachten  nun  die  Function 


deren  Quadrat  für  die  singulären  Werthe  von  co  jedenfalls  zu  den 
Classeninvarianten  gehört. 

Im  §.  75,  3.  hat  sich  gezeigt,  dass,  falls 
n  ^  3  (mod  4) 

'c  4-  dcj\Y 


^^M"^) 


(1)  »  =  (-!)■  i,-y  '^^,,    -jr.fa) 

für   ein    variables  co   und   ein   durch  4   theilbares   c   eine   ganze 
algebraische  Function  des  Körpers 


ist.     Lassen  wir  darin  w,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  in  eine 
Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 

(2)  Am'^  ^  Bco  +  C=  0 

übergehen,  so  wird  j(g9)  eine  Classeninvariante;  von  den  v  Grössen 

(3)  iC-^) 

wird    eine    oder   mehrere    gleich  j{co)   und   die    entsprechenden 
Werthe  ilf  sind  nach  §.  59,  6.  algebraisch  durch  ^(09)  ausdrückbar. 

Wir  betrachten  drei  Fälle 

1.  ^  =  m  ^  3  (mod  4). 

Die  Gleichung 

hat,  wenn  x  immer  positiv  vorausgesetzt  wird,  nur  die  eine  Lösung 

rz;  =  (j,    y  =  0 

(ausser  wenn  m  das  Dreifache   eines  Quadrates  und  ö  =  2   ist, 
ein  Fall,  den  wir  unter  Nr.  2  betrachten). 

Daher  wird  nur  eine  der  Grössen  (3)  gleich  j{cj)^  und  der 
entsprechende  Werth  M  ist  also  nach  §.  59,  6.  rational  durch 
j(g))  ausdrückbar. 
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Für  diese  eine  Lösung  ist  aber  nach  §.  101,  (5),  (7),  (12) 

a  =  m^     d  =  l, 
y  ^  öC,     «  +  0  =  0^  (mod  4), 
oc  -f-  /3c3  =  V—  m, 
also  ergiebt  sich,  da  Ä  ungerade  vorausgesetzt  ist,  nach  §.  33,  (15) 

(4)  M  =  (-  1)"^  Vm'  73  (ö),  ö  =  1, 

(5)  M={-\j~^^''^y'^^^i\,(c3),     6  =  2. 
2.  n  =  m  =  Sm^  =  3  (mod  4),     ö  2=  2. 
Die  Gleichung 

4  m  =  x^m  -\-  y^ 
hat  drei  Lösungen 

^  =  2,    y  =  0, 

ic  =  1,     2/  =  dz  3mi. 

Für  die  erste  dieser  Annahmen  gilt  die  Formel  (5);   für  die 
beiden  anderen  ist 

a  = ^— ,     /3  =  J, 

y  =  C,    oc  +  8  =  B  (mod  4), 


,    ^  ±  3  mi  +  V—  m 

CC+   ßcO  =r  ^ 


(6) 


Die  drei  entsprechenden  Werthe  von  M  sind  also 


(-D^X^^-t^— JrsM, 


und  dies  sind   nach  §.  59,  6.  die  Wurzeln   einer  cubischen  Glei- 
chung, deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  j((x))  sind. 

Da  yo,  (0)2  selbst  eine  rationale  Function  von  j(co)  ist,  so  folgt, 
indem  man  die  Summe  oder  das  Product  der  Wurzeln  (6)  be- 
trachtet ebenso  wie  in  2.,  dass  y^(G})V±m  eine  Classeninvariante 
ist,  wenn  das  obere  Zeichen  bei  den  Formen  erster  Art, 
das  untere  bei  den  Formen  zweiter  Art  gilt. 

3.  Es  sei  m  ^  2  (mod  4),     0  =  1. 

26* 
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Wir  mach  eil  die  Annahme 

n  =  m  4-1^3  (mod  4). 

Die  Gleichung 

J>^  -|-  l  =  .t2w  -f-  y^ 

hat  (immer  bei  positivem  x)  nur  die  beiden  Lösungen  ^  =  1, 
2/  =  +  1.  Es  werden  also  zwei  und  nur  zwei  der  Grössen  (3) 
gleich ji((ö);  es  ist.  ... 

a  +  ö  =  B  (mod  4) 

«  -f  /3a9  =  ±  1  +  iVm,  '  i 

und  die  beiden  entsprechenden  Werthe  von  ilf  werden 

(- 1  )^^~~  (+  i  +  V^)'  y,  («) , 

und  diese  sind  wieder  (§.  .59)  die  Wurzeln  einer  quadratischen 
Gleichung,  deren  Coefficienten  rational  von  j(g3)  abhängen.  Aus 
der  Summe  der  beiden  Werthe  folgt  auch  hier,  dass  Vmyp,(ö) 
e-ine  -Classenin Variante  ist.     Damit  ist  also  bewiesen: 

Ist  m  ^  2  oder  ^  3  (mod  4),  so  ist  ; 

eine  Classeninvariante,  wenn  das  obere  Zeichen  bei  For- 
men erster  Art,   das   untere   bei  Formen  zweiter  Art  gilt. 

Hieraus  lässt  sich  ein  Schluss  ziehen  über  die  Berechnung 
der  singulären  Moduln  x^. 

Es  ist  nämlich  nach  §.  49,  (4) 

Betrachten  wir  zunächst  die  Formen  erster  Art,  und  wählen 
den  Bepräsentanten 

(7)  Äo^'+  2Bw  -f-  C=  0 

so,  dass  Ä^  C  ungerade  sind,  so  ist  h'^k'^  nach  §.  93  eine  Classen- 
invariante. 

Es  lässt  sich  also  k^  und  %'2  rational  ausdrücken 
durch  eine  Classeninvariante  und  durch  Vm  [m  ^  2,  3 
(mod  4)]. 

.  Um  den  entsprechenden  Schluss  für  die  Formen  zweiter  Art 
zu  ziehen,  setzen  wir 
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03 


CO'   +    1 

und  erhalten  aus  (7):  -     l ""     'X 

Ä  +  2B+C  A  -  C  Ä-2B+C  _  .. 

— 1 '^ ~"2~"  +       -:_      4 *^' 

welches   eine   zur  Determinante  — m  gehörige  Gleichung  zweiter 

Art  ist  [da  m  ^  3,  folglich  B  gerade' und  A^..C  ^  0  (mod  4)]. 
Es  ist  aber      '  _ 

/(»)/(»')  =  V2.-r;^\ 

Wenn  also  jetzt  x^ic'^  den  zu  o'  gehörigen  Werth  dieser  Grösse 
bedeutet,  so  ist 

f((Dy^^  5C'%'2  =    16,       28X23C'2  =  f (g))^\    ;  ;:..,,;:! 

woraus  sich  für  die  zu  P'ormen  zweiter  Art  gehörigen  singulären 

Werthe  von   x^   ergiebt,    dass  x^   rational   durch  V —  m   und 

eine  Classeninvariante  erster  Art  ausdriickbar  ist.      "-     ' 

Als  bemerkenswerthe  Beispiele  wählen  wir  die  Fälle  des  §.  92 : 

1+V=3' 


,(.^1+V=67)    =7.8.9.3lV=67,    .. 
,(-'+/-^)  =  8.  27.  7.  11.  19.  127  V/: 


163. 


Auch  hier  ist  die  Zerlegbarkeit  der  rationalen  Fäctoren  iii 
verhältnissmässig  kleine  Primzahlen  auflallig.  Für  die  Formen 
erster  Art  geben  wir  gleichfalls  einige  Beispiele,  berechnen  aber 
nicht  )'3(ra)  selbst,  sondern  /,  (co)* — //(ra)^  was  einfacher  ist', 
und  woraus  3'3(to)  leicht  abgeleitet  werden  kann  (§.  49,  5.). 
.   Wir  haben  im  §.  95  gefunden 


und  finden 
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Darauf  wenden  wir  die  Formeln  an  (§.  96) 

/8   _    ^8    _  V/^^-64 

/(y=:2/+/,(]/=2)«  =  4V2, 

Hieraus  erhält  man  x2  und  x'2  aus  den  Formeln  [§.  49,  (3)] 

(B  =  V'=2,    x2  =  (1/2-1/, 

a,  =  V=3      x^-^V'3     _(l-yBy 


also 


8-3\/7_(3-V7y 


.  =  V-7,     .^=         ,g         _         3^ 


§.   103.     Zerlegung  der  Classengleichung   durch 
Adjunction   von  ]/m. 

Ist  n  ^  1  (med  4),  so  ist 

(1)  M  =  (-l)^^'^[A^j 

selbst  eine  ganze  algebraische  Function  des  Körpers 

und   wir   können   darauf  die  Betrachtung  des  §.  101   anwenden. 
Es  sei  jetzt 

m  ^  0     oder    ^  1  (mod  4), 

also  ö  =r  1,  und  wir  setzen  entsprechend 

n  r=  m  -\-  l^     n  ■=  m. 
Dann    finden    wir,    wie   im  vorigen  Paragraphen,    aus   den 
Formeln  (7),  (9),  (12)  des  §.  101  und  (15),  §.  33 


[§.  103.]  Adjunction  von  Vm.  407 


(2)  m  =  1  (mod  4),     itf  =  (—  1)  ^    |/ 


A  —  l 


A  +  l 


(3)  m  =  0  (mod  4),    M={—\)   ^    {]/m  ±  if. 

Im  Falle  (2)  ist  M  selbst,  im  Falle  (3)  die  Summe  der 
beiden  Werthe  von  M  rational  durch  die  Classeninvariante  j{cd) 
ausdrückbar,  und  je  nachdem  A^^\  oder  ^  3  (mod  4)  ist,  hat  M 
das  eine  oder  das  andere  Zeichen. 

Hierin  ist  der  erste  Specialfall  eines  sehr  merkwürdigen 
allgemeinen  Theorems  enthalten. 

Wenn  m  keine  Quadratzahl  ist,  so  lässt  sich  nach  dem 
Bewiesenen,  wenn  ii  z=j{co)  ist,  eine  Gleichung  von  der  Form 

(4)  0{u)  ±  Ym  W{ti)  =  0, 

aufstellen,  worin  0(u)  und  W(u)  rationale  Coefficienten  haben, 
0(u)  nicht  verschwindet,  und  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt, 
je  nachdem  Ä  ^  1  oder  ^  3  (mod  4)  ist.  Die  Gleichung  (4) 
muss  mit  der  Classengleichung  Hm  (u)  =  0  zugleich  bestehen,  und 
daraus  folgt,  indem  man  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
von  0{u)  i  Vm  ^F(u)  mit  Hm(u)  aufsucht,  dass  durch  Adjunction 
von  Vm  die  Function  Hm{u)  in  zwei  Factoren  vom  Grade 
1/2^*  zerfällt: 
(3)  Hm  (u)  =  [(p (u)  +  Vm  ^(u)]  [cp (u)  -  Vm  1^ (u)]. 

Dies  stimmt  mit  einem  bekannten  zahlentheoretischen  Satze 
überein  und  beweist  ihn  sogar,  dass  nämlich,  wenn  m  ^  0,  1 
(mod  4),  durch  eine  zur  Determinante  —  m  gehörige  Formenclasse 
entweder  nur  solche  ungerade  Zahlen  Ä  dargestellt  werden  können, 
welche  ^  1,  oder  nur  solche,  welche  ^  3  (mod  4)  sind,  und  dass 
es  gleich  viel  Formenclassen  der  einen  und  der  anderen  Art  giebt, 
oder  nach  der  Sprache  der  Zahlentheorie,  dass  die  Formenclassen 
der  Determinante  — m  in  zwei  Geschlechter  zerfallen  nach 
dem  Werthe  des  Charakters 

A-l 
(-1)     ^ 

(vgl.  Dirichlet-Dedekind,  Supplement  IV). 

In  dem  oben  ausgenommenen  Falle,  dass  m  ein  Quadrat  ist, 

A  — 1 

giebt  es  nur  solche  Formenclassen,  für  welche  (—  1)  2    =  -[-  1  ist. 
Dieser  Satz  ergänzt  in  schöner  Weise  den  des  vorigen  Para- 
graphen und  liefert  einen  Beweis  eines  Ausspruchs  von  Kronecker 
(Monatsberichte   der  Berliner  Akademie,  26.  Juni  1862),  wonach 
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die  singulären  Moduln  k^  einer  Gleichung  genügen,  deren  Grad 
gleich  ist  der  Classenzahl,  die  ausser  rationalen  Zahlen  nur  Vm 
in  den  Coefficienten  enthält.  Man  hat  den  eben  bewiesenen  Satz 
nur  anzuwenden  auf  die  Classeninvariante  x^k'^^  und  dann  x'-^  —  x^ 
lurx^x'^in  eine  der  Theilgleichungen  einzusetzen  i).  Eine  Ausnahme 
bilden  allerdings  diejenigen  Formen,  deren  Determinante  ein  nega- 
tives Quadrat  ist  und  (nach  dem  vorigen  Paragraphen)  die  Formen 
zweiter  Art,  welche  die  Adjunction  von  V  —  m  verlangen. 


§.  104.     Quadratische  Transformationsgrade. 

Die  soeben  bewiesene  Zerlegung  der  Classengleichung  ist  nur 
ein  specieller  Fall  eines  allgemeinen  von  Kronecker  entdeckten 
Theorems,  nach  welchem  sich  die  Classengleichung  noch  weiter  in 
Factoren  zerlegen  lässt,  zu  dessen  Beweis  wir  durch  die  Annahme 
gelangen,  dass  der  in  §.  101  eingeführte  Transformationsgrad  n 
eine  ungerade  Quadratzahl  sei. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist,  wenn  c  durch  8  theilbar 
angenommen  wird,  nach  §.  75,  5. 

/c  +  dcoV 

(1)  3i=/'^(^\vw'^  ;^/^) 

\ej  i^(G3)3  ^        ^ 

für  ein  variables  w  Wurzel  einer  Transformationsgleichung,  und 
zwar  eine  ganze  Function  des  Körpers 


Lassen   wir   nun   co  in    den   besonderen   Werth    des   §.    101 

übergehen,   so    erhalten  wir   nach   §.    59,   (6)   zwischen   M  und 

u  =  j  (co)  eine  rationale  Gleichung 

(2)  <&(Jf,«)  =  0, 


^)  Nach  dem  ,  was  weiter  unten  (§.  106)  bewiesen  werden  wird ,  kann 
derselbe  Zweck  erreicht  werden  durch  Adjunction  der  Quadratwurzel  aus 
irgend  einem  nicht  quadratischen  Theiler  von  m,  und  dies  gilt  auch,  wenn 
m  ein  Quadrat  ist. 

^)  Ist  n  nicht  durch  3  theilbar,  so  kann  auch  die  dritte  Wurzel  aus  M 
zu  denselben  Schlüssen  verwandt  werden.  Um  aber  keine  neue  Unter- 
scheidung machen  zu  müssen,  legen  wir  unseren  theoretischen  Befrach- 
tungen den  Cubus  zu  Grunde. 


[§.  104.]  Quadratische  Transformationsgrade.  409 

deren  Grad  in  Bezug  auf  31  gleich  ist  der  Anzahl  der  Werthe  von 

welche  gleich  u  werden,  d.  h.  gleich  der  Anzahl  der  verschiedenen 
Losungen  von 

(3)  d^n  =  mx'^  -f-  y'^ 

mit  positivem  x,  welche  der  Bedingung  (10),  §.  101  genügen. 

Diese  Werthe  von  ilf  sind  aber  nach  §.  33,  (15)  zu  bestimmen. 
Es  ergiebt  sich  mit  Beibehaltung  der  Bezeichnung  des  §.  101: 

Bx    ,    y  -    r,        t 

«  =  — +  |,     ß  =  Äx, 

(4)  x  =  0  (mod  2),    M  =  (^\  i'  ~^  e~  "^''"''^  Vcc  +  ßoy\  , 

(5)  X  =  1  (mod  2),     M  =  (^\  i''-T-gTi^^"  +  ^^  V-^(«+^tö)', 

wobei  jedoch  zu  bemerken  ist,  dass  im  ersten  Falle  a,  im  zweiten 
ß  als  positiv  vorausgesetzt,  also  nöthigenfalls  die  Vorzeichen  von 
a,  ß,  7,  d  alle  gleichzeitig  umzukehren  sind. 
Die  Quadratwurzeln  

(6)  ^ 


y—i(a  +  ßcö)=  y —  i 


y  4-  xV 


m 


6 

haben  positiven  reellen  Bestandtheil.  Diese  Werthe  von  31 
genügen  also  der  Gleichung  (2).  Kommen  unter  ihnen  gleiche 
vor,  so  kann  der  Grad  der  Gleichung  (2)  durch  Absonderung 
mehrfacher  Wurzeln  vermindert  werden. 

Da  die  Gleichung  (2)  zur  Zerlegung  der  Classengleichung 
nach  den  Vorzeichen  von  31  angewandt  werden  soll,  so  ist  es  von 
Wichtigkeit,  zu  entscheiden,  ob  unter  den  zu  demselben  a  ge- 
hörigen Werthen  von  31  [(4)  oder  (5)]  solche  vorkommen,  welche 
sich  nur  durch  das  Vorzeichen  unterscheiden. 

Wir  untersuchen,  wann  zwei  verschiedene  von  den  Werthen 
(4),  (5),  etwa  ilf,  3I\  dieselbe  8te  Potenz  haben.     Ist 
(7)  3I>'  =  3I'% 

so  muss,  wenn  q  eine  zwölfte  Einheitswurzel  und  x^  y ;  x\  y'  zwei 
verschiedene  Lösungen  der  Gleichung  (3)  sind 
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(8)  ij  -|-  ix^y m  =  Q{y-\-ixVm) 

sein,  woraus,  indem  man  rechts  und  links  mit  y  —  ixVni  multiplicirt, 

(9)  yy'  -[-  ^^^^^'  +  iVm{yx'  —  Xij')  ==  Qö'^n, 
Dies  ist  unmöglich  für 

()  =  ±1,     Q  =■  2 ' 

denn  nach  der  ersten  Annahme  wäre  x'^  y'  von  x,  y  nicht  ver- 
schieden, nach  der  zweiten  wäre  in  (9)  der  reelle  Theil  links 
rational,  rechts  irrational. 

Es  bleiben  also  zur  Erfüllung  der  Gleichungen  (7)  oder  (8) 
zwei  Möglichkeiten  übrig. 

1.  ^  =  ±^'; 

(10)  x'Vm  -—  ±y,    y'  =  qi^Vm, 

worin  das  Vorzeichen  so  zu  wählen  ist,  dass  x  und  x'  positiv 
werden.  Es  folgt  hieraus,  dass  m  ein  Quadrat  (mithin  ö  =  1), 
dass  y  durch  Vni  und  daher  n  durch  m  theilbar  sein  muss. 

Wenn  andererseits  unter  der  Voraussetzung,  dass  m  ein 
Quadrat  und  n  durch  m  theilbar  sei,  x,  y  eine  Lösung  von  (3) 
ist,  so  ergiebt  sich  mittelst  der  Gleichungen  (10)  eine  zweite 
Lösung  x',  y\  aus  welcher  auf  demselben  Wege  wieder  x,  y  her- 
geleitet wird.  _ 

^'  ^  —  ±  2  ' 

,   —  y  —  xy?>m 


2 

x'  Vm  =  + 


L  yVs  —  xVm 


2 
2  (yx'  —  xy')  ]/m  =  4:  V 3  6'^n, 

worin  das  Vorzeichen  von  V3  beliebig  genommen  werden  kann 
und  dann  +  so  bestimmt  werden  muss,  dass  x'  positiv  wird.  Man 
leitet  also  aus  einem  Paar  x^  y  zwei  Paare  x\  y'  ab. 

Es  folgt  hieraus,  dass  ö  =r  2,  ferner,  dass  3  m  ein  Quadrat, 

V'iYh  Oi? 

—  und  folglich  n  durch  —  theilbar  sein  muss. 

Wenn  also  von  diesen  beiden  Ausnahmefällen  keiner  eintritt, 
so  können  wir  schliessen,  dass  von  den  vier  Gleichungen 


[§.  105.]  Geschlechter  quadratischer  Formen.  411 

0(M,u)  =  0,  0(—M,u)  =  0,  0(iM,u)  =  0,  0{—iM,u)  =  0 
nicht  zwei  zugleich  erfüllt  sein  können,  class  sie  also  in  Bezug 
auf  II  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben.  In  den  Ausnahme- 
fällen wird  derselbe  Schluss  erst  dann  zu  ziehen  sein,  wenn 
nachgewiesen  ist,  dass  die  zwei  oder  drei  Werthe  von  M^  welche 
die  gleiche  8te  Potenz  haben,  selbst  einander  gleich  sind  i). 


§.  105.    Die  Geschlechter  der  quadratischen  Formen. 

Ist  m  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  und  X  eine  zu 
2  m  theilerfremde  positive  Zahl ,  von  welcher  —  m  quadratischer 
Rest  ist,  so  giebt  es  primitive  Formen  erster  oder  zweiter  (öter) 
Art  der  Determinante  — w,  deren  erster  Coefficient  6Ä  ist: 

(öÄ,  |i>^  öa) 

Umgekehrt  folgt  auch  aus 

dass  —  m  quadratischer  Rest  von  Ä  sein  muss.   Ist  S'^  die  grösste 
in  m  aufgehende  Quadratzahl  und 

m  =  S^Mo  entweder  =  S^  P     oder    =  2  S'^  F, 
worin  P  ungerade  ist,  so  haben  wir  nach  dem  Reciprocitätsgesetz 
der  quadratischen  Reste  (vgL  Dirchlet-Dedekind,  §.  52): 

(1)      1  =  (^)  =  {=^)  =  (^),    ««  ^  3  (mod  4), 


=  (^)  (p)'    »»«  =  2  (mod  8). 


Es  sollen  hier  die  Sätze  zusammengestellt  werden,  auf  Grund 
deren  Gauss ^)  die  verschiedenen  Classen  quadratischer  Formen 


1)  In  des  Verfassers  oben  erwähnter  Arbeit  „Zur  Theorie  der  elliptischen 
Functionen",  §.  21,  Acta  Mathem.,  Bd.  6,  hat  sich  bei  der  Discussion  des 
ersten  dieser  Ausnahmefälle  ein  Irrthum  eingeschlichen,  der  nach  dem 
Folgenden  zu  berichtigen  ist. 

2)  Gauss,  Disq.  ar.  art.  228  ff. 
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einer  Determinante  in  Geschlechter  eingetheilt  hat,  die  der  Leser 
im  vierten  Supplement  von  Dirichlet-Dedekind,  Vorlesungen 
über  Zahlentheorie,  findet,  bemerken  aber  gleich,  dass  wir  diese 
Sätze  nicht  vorauszusetzen  brauchen,  dass  sie  nur  der  leichteren 
Uebersicht  wegen  hier  vorangestellt  werden;  wir  werden  aus  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  neue  Beweise  für  diese  Sätze 
herleiten. 

Wir  behalten  die  Bedeutung  von  m  und  Ä  bei  und  verstehen 
unter  m"  irgend  einen  ungeraden,  durch  kein  Quadrat  t heil- 
baren Divisor  von  ni]  dann  haben  die  Symbole 
Ä 


(j^y  m~S  (mod  4), 

^)'    ("X")'  ni=l  (mod  4j, 


(2) 


Ä 

^j,    (^-j^,  m  =  6  (mod  8),  ^ 

(Ä)'    (^)'     .  -  =  2(mod8), 

(^)'   (^)'   Qy    '"  =  '  (^'^  s) 

einen  von  der  besonderen  Wahl  von  J.  unabhängigen,  nur  von 
der  Formenclasse,  durch  welche  A  darstellbar  ist,  abhängigen 
Werth.  Die  Grössen  (2)  heissen  die  Charaktere  der  betreffen- 
den Formenclasse.  Beschränkt  man  m"  auf  die  in  m  aufgehenden, 
von  einander  verschiedenen  ungeraden  Primzahlen,  so  erhält  man 
das  System  der  von  einander  unabhängigen  Charaktere,  deren 
Anzahl  gewöhnlich  mit  l  bezeichnet  wird. 

Jeder  der  Charaktere  kann  den  W^erth  +  1  haben,  aber  nach 
der  Formel  (1)  sind  nicht  alle  Vorzeichencombinationen  möglich, 
sondern  ein  (zusammengesetzter)  Charakter  muss  den  Werth  -f- 1 
haben. 

Gauss  vereinigt  alle  diejenigen  Formenclassen  in  ein  Ge- 
schlecht, welche  in  sämmtlichen  Charakteren  übereinstimmen,  so 
dass  die  Anzahl  der  möglichen  Geschlechter  2  ~^  ist.  Ein  Haupt- 
satz dieser  Theorie  ist  der,  dass  jedes  dieser  Geschlechter  existirt 
und  eine  gleich  grosse  Anzahl  von  Formenclassen  enthält.  Wir 
werden  in  der  Folge  für  diesen  Satz  einen  Beweis  finden,  indem 
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wir  zugleich  zeigen,  dass  die  Classengleichung  sich  unter  Ad- 
junction  gewisser  Quadratwurzeln  in  ebenso  viele  Factoren 
zerlegen  lässt,  als  Geschlechter  vorhanden  sind,  und  dass  jede 
dieser  Theilgleichungen  durch  die  Classenin Varianten  eines  Ge- 
schlechtes befriedigt  wird. 

Dasjenige  Geschlecht,  dessen  Charaktere  sämmtlich  = -)- 1 
sind,  heisst  das  Hauptgeschlecht. 

Entgegengesetzte  Classen  gehören  demselben  Geschlechte  an. 

Wir  fügen  noch  eine  Bemerkung  in  Bezug  auf  die  Formen 
zweiter  Art  hinzu. 

Wir  haben  im  §.  89  gesehen,  wie  man  aus  einer  Form 
zweiter  Art,  je  nachdem  m  ^  — 1  oder  ^  3  (modS»)  ist,  eine  oder 
drei  primitive  P'ormen  erster  Art  derselben  Determinante  her- 
leitet, und  dass  man  so  alle  Formenclassen  erster  Art  aus  denen 
der  zweiten  Art  erhält. 

Ist  (^2Ä,B,2C)  die  Form  zweiter  Art,  so  sind  nach  §.  89, 
(10)  die  daraus  abgeleiteten  Formen  erster  Art: 

( J.,  i?,  4  0),    wenn  m  ^  —  1  (mod  8), 
und 

{Ä,B,4.C),     (4^,i^0),     (4:Ä,B  —  2Ä,  Ä-B+C% 

wenn  m  ^  3  (mod  8). 

Die  beiden  letzten  Formen  sind  aber  bezw.  äquivalent  mit 
(C,  -B,  AÄ),  {A-B+C,  2Ä  —  B,  4^), 
und  hieraus  scliliesst  man,  dass  die  auf  diese  Weise  aus  einander 
al)geleiteten  Formen  dieselben  Charaktere  haben,  also  in  das 
nämliche  Geschlecht  gehören.  Dies  ist  evident,  wenn  m  ^  —  1 
(mod  8).  Ist  aber  m  ^  5  (mod  8),  also  C  ungerade,  so  ersieht 
man  das  Gleiche  aus 

^ÄC  —  B^  =  4.A(Ä-B+C)  —  (B—2Äf  =  m 

\m"J  ~  V^^'V         V        m"         ) 
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Wir  betrachten  zunächst  allein  die  Formen  und  Classen- 
invarianten  erster  Art,  wobei  wir  den  Vortheil  haben,  dass  der 
Ausnahmefall  (2),  §.  104  nicht  vorkommen  kann.  Die  entsprechen- 
den Ilesultate  für  die  Formen  zweiter  Art  können  nachträglich 
mit  wenig  Worten  aus  denen  für  die  erste  Art  hergeleitet  werden. 
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Es  genüge  also  co  der  Gleichung: 

worin  B  eine  gerade  Zahl  ist. 

Um  einen  quadratischen  Transformationsgrad  n  zu  erhalten, 
befriedigen  wir  die  Gleichung  §.  104,  (3) 

n  ==  2/^  "f"  '^^^ 
in  folgender  Weise: 

Wir  zerlegen  irgend  ein  beliebig  gegebenes  m  in  zwei  Factoren 
m  =  m' m'\ 

wobei  nur  vorausgesetzt  sein  soll,  dass  m"  ungerade  und  durch 
kein  Quadrat  theilbar  sei.     Wir  setzen  dann 

(1)  ^  =  4,    2/  =  4^'  —  m" 

(2)  w  =  (4m'  +  w")2, 

(3)  oi  +  ßG)  =  (2Vm'  +  i  Vm/'y     [§.  104,  (6)]. 

Die    Berechnung   von    M   nach  der   Formel    §.    104,  (4)   ist 
einfach  auszuführen  auf  Grund  von 
a  =  2B  +  4:m'  —  m" 
am"  =  4.AC  —  {B-m"Y  [§.  101,  (5),  (12)] 

ß  =  4.Ä,     y  =  4:C    (mod  8) 

\aj  \m  J         \am'/  ^       ^ 

und  ergiebt  nach  §.  104,  (4): 

(  A.\  f  »t^^  + 1       m"  —  l       \3 

(4)  M=-  [^)  (2 ,•       —  y,n'  +  i       ^  Vm")  . 

Der  Ausnahmefall  1.  des  §.  104  tritt  nur  dann  ein,  wenn  m 
eine  ungerade  Quadratzahl  und  m"  =  m'  =  ]/m,  und  Vw 
keinen  quadratischen  Theiler,  also  m  jeden  Primfactor 
zweimal  und  nur  zweimal  enthält.  Denn  es  müsste  ja  m  ein 
Quadrat  und  daher  zunächst,  da  m"  keinen  quadratischen  Theiler 
enthält,  m'  durch  m"  theilbar  sein,  etwa  m'  =  h^m".  Andererseits 
müsste  ^=  (4m'4-m")2=  m"^(4:h'^-\-iy  durch  m,  also  (4/^2 -|- 1)2 
durch  h'^^  woraus  h  =  l  folgt. 

In  diesem  Falle  wendet  man  einfacher  die  Transformation 
wten  Grades  an,  indem  man 

X  =  l^     ?/  =  0,     —i(^cc-{~ßa))=  Vm  3=  m" 
setzt. 
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Es  ist  hier  [§.  105,  (1)]: 

Ä  =  1  (mod  4), 
ferner  [§.  101,  (6),  (12)] 

a  =  1/2  5,     ß  =  Ä,     «4-^  =  0  (mod  8), 

Bm"  =  (m"  +  V2  ^f  —  AC, 
folglich 

und  danach  ergiebt  die  Formel  (5),  §.104: 

(5)  M  =  {^)V^'\ 

Diese  Formeln  [(4),  (5)]  enthalten  die  Beweise  für  die  im 
vorigen  Paragraphen  erwähnten  Sätze  über  die  Eintheilung  der 
Classen  quadratischer  Formen  in  Geschlechter  und  geben  zugleich 
das  Mittel,  durch  Adjunction  von  Quadratwurzeln  die  Classen- 
gleichung  in  Factoren  zu  zerlegen,  welche  den  Geschlech- 
tern der  Formenclassen  entsprechen. 

Um  dies  darzulegen,  schicken  wir  folgende  Bemerkungen 
voraus. 

Die  Classeninvarianten  für  zwei  entgegengesetzte  Formen 
sind,  wie  aus  der  Darstellung  durch  q  unmittelbar  zu  ersehen, 
conjugirt  imaginär,  und  daraus  folgt,  dass  die  Classen- 
invarianten ambiger  Classen,  d.  h.  solcher  Classen,  die  mit 
ihren  entgegengesetzten  identisch  sind,  reelle  Wert  he  haben. 
Die  in  (4)  und  (5)  bestimmten  Zahlen  M  genügen  also  für  u  z=zj(g)) 
einer  Gleichung 

(6)  0(Jf,  u)  =  0, 

welche  wir  uns  auf  ihren  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  mit 
der  Classengleichung  Hni(u)  ^=  0  reducirt  und  so  geschrieben 
denken,  dass  die  höchste  Potenz  von  u  den  Coefficienten  1  hat. 
Die  Gleichung  (6)  besteht  dann  für  keinen  Werth  von  u  mit  der 
Gleichung  O  ( —  ilf,  u)  =  0  zugleich.  Andererseits  erfüllt  jede 
zur  Determinante  —  m  gehörige  Classeninvariante  u  (erster  Art), 
wenn  wir 

/  m"  +  l       rn"  —  1       \3 

(7)  —  i^  =  V2  i    ~^~  Vm'  +  i~    2     y^/j 

oder  im  Falle  (5) 

(8)  ^  =  V^'' 


(^)  =  +  1     oder    =  -  1. 
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setzen,  eine  und  nur  eine  der  beiden  Gleichungen 

(9)  ^(fi,  iO  =  0,     0{—^,u)  ^  0, 
und  zwar  die  erste  oder  die  zweite,  je  nachdem 

(-^ 

Es  folgt  hieraus,  dass  dies  Vorzeichen  nicht  von  der  besonderen 
Wahl  von  J.,  sondern  nur  von  der  betreffenden  Formenclasse 
abhängig  ist;  daher  wird  dies  Vorzeichen  ein  Charakter  der 
Formenclasse  genannt.  Da  hiernach  entgegengesetzte  Formen 
denselben  Charakter  haben,  so  folgt,  dass  die  Gleichungen  (9) 
reelle  Coefficienten  haben  müssen,  und  dass  also,  wenn  wir 
mit  ^'  den  zu  ^  conjugirten  Werth  bezeichnen: 

(10)  0(tt,  ii)  =3 1/2  [0{^,u)  +  ^{^\ ii)]  =  tp(Vmf',  w),  m"  =  1  (mod  4) 

=  i^(l/m',w),  ?w"  =  B(mod4)i), 
worin  1^  ausser  Vjh"  oder  Vm'  nur  rationale  Coefficienten  enthält. 
Nun    ändert  3T   sein    Vorzeichen    durch    die    gleichzeitigen 
Vertauschungen 

,j^.  0',  -  0,     (Vnf,  —  V^),     m"  =  1  (mod  4) 

^     ^  {i,  -i\    (Vm\  —  Vm'l    m"  =  3  (mod  4). 

Hm{u)  ist  theilbar  durch  <^(M,u)  und  da  Hni{u)  rationale 
Coefficienten  hat,  so  kann  man  in  ^(Jf,  u)  die  Vorzeichen- 
änderungen (11)  vornehmen,  wenn  nicht  m"  =  l  oder  m"  ^  3 
(mod  4)  und  zugleich  Vm'  rational,  also  m'  ein  Quadrat  ist. 

Abgesehen  von  diesen  letzten  Fällen  folgt  also,  da  <b(M^u\ 
0  ( —  itf,  u)  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben 
(1 2)  H,n  {u)  =  O  ( Jf,  u)  O  (-  M,  u), 

d.  h.  es   giebt  ebenso   viele  Classen,  in  welchen  der  Cha- 
rakter (  -77)  =  -^  1  ist,  wie  solche,  in  denen  er  =  —  1  ist. 

Nach  diesem  Vorzeichen  zerfallen  die  Classen  der  Determinante 
■^^  m  in  zwei  Geschlechter,  deren  jedes  gleich  viele  Formen- 
classen  enthält,  und  die  Classengleichung  zerfällt  nach  Adjunction 
von  ]/m"  oder  Vw'  [je  nachdem  m"  ^  1,  oder  ^  3  (mod  4)  ist] 
in  zwei  Factor.en. 


^)    Unter    der    Voraussetzung    von    (5)    werden    die   beiden   Fälle    (10) 
identisch. 
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Ist  m'  ein  Quadrat  (also  die  grösste  in  m  enthaltene  Quadrat- 
zahl) und  m"  ^  3  (mod  4),  so  ist  ^{M,  u)  rational  und  Hyn{u) 
lässt  sich  nicht  auf  diese  Weise  zerlegen.  In  diesem  Falle  ist 
nach  §.  105,  (1)  für  alle  Formenclassen : 


{w)  =  +  '- 


Hat  man  eine  der  hier  betrachteten  Zerlegungen  bereits  aus- 
geführt, und  wählt  an  Stelle  von  m"  einen  anderen,  denselben 
Bedingungen  genügenden  Theiler  m'"  von  m^  so  kann  man  in 
der  vorigen  Betrachtung  die  Gleichung  Hni{u)  ==  0  durch  eine 
dem  m"  entsprechende  Theilgleichung  ersetzen  und  ganz  die- 
selben Schlüsse  ziehen,  wodurch  also  eine  weitergehende  Zer- 
iallung  von  Hm(u)  bewirkt  wird. 

Wir  wollen  die  Anwendung  auf  die  einzelnen  Fälle  etwas 
genauer  betrachten. 

Ist  m  ^  3  (mod  4),  so  sind  alle  Charaktere  in  der  Form 

Ä 


\m") 


enthalten,  und  die  Formel  (4)  reicht  hin,  um  alle  Geschlechter 
von  einander  zu  trennen.  Die  Gleichung  (10)  zeigt  aber,  dass 
in  den  Theilgleichungen  nur  die  Quadratwurzeln  aus  solchen 
Zahlen  vorkommen,  welche  von  der  Form  4n  -f-  1  sind.  Bezeich- 
nen wir  also  mit  p^  p\  p"  .  .  .  die  Primfactoren  von  m  von  der 
Form  4w  -[-  1,  mit  q,  q\  q"  .  .  .  die  Primfactoren  von  m  von  der 
Form  4w  -(-  3,  so  kommen  in  den  Theilgleichungen  nur  die  fol- 
genden Quadratwurzeln  vor: 

Vp,  Vp'^  V? . . .  y^,  VW . . ., 

wenn  also  nur  ein  q  in  m  enthalten  ist,  so  kommt  ]/g  in  den 
Theilgleichungen  nicht  vor. 

Ist  ferner 

m  =  1  (mod  4),     m  =  6,  2  (mod  8),    m  ^  4  (mod  IG), 
so    können    nach    der   Formel   (1),   §.    105    beziehungsweise    die 
Charaktere 

(^)'  (z)'  (^)'  (^) 

durcli  die  Charaktere  von  der  Form 


\m") 

Weber,  elliptische  Functionen.  07 
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ausgedrückt  werden,  und  es  reicht  also  auch  in  diesen  Fällen  die 
Formel  (4)  hin,  um   alle  Geschlechter  von  einander  zu  trennen. 
Die  Formehl  (7),  (10)  lehren,  dass  in  diesen  Fällen  zur  vollstän- 
digen Trennung  der  Geschlechter  folgende  Adjunctionen  nöthig  sind: 

m  =  1  (mod  4),     Vp,  Vp,   l/j?  .  .  .     Vq,  Vq\   Vf  -  -  • 
m  =  6  (mod  8),     1/2,   Vp,  V/,   Vj/'  .  .  .     Vg?,  VqY'  .  .  • 
m  =  2  (mod  8),     Vp,  V?,  V/ '  •  •  .     V2^,  V27,   V^'  .  .  . 
m  :^  4  (mod  IG),   Vp,   Vp\  V/'  ...     Vq,    Vq\   Vq^'  .  .  . 
In  den  noch  übrigen  Fällen,  nämlich  m  ^12  (mod  16)  und 
m  ^  0  (mod  8)   ist  die   vorstehende  Zerlegung  zwar   auch   noch 
anwendbar,   in    den   so    gewonnenen  Theilgleichungen   sind   aber 
immer   noch  je   zwei   oder  je   vier   Geschlechter   vereinigt,   ent- 
sprechend den  Charakteren 


(=.-)•  (D- 


Wir  leiten  also  noch  eine  zweite  Transformationsformel  wie 
(4)  her,  indem  wir  die  Gleichung  (3),  §.  104  folgendermaassen 
befriedigen : 

m  =  in'  m"  ^  0  (mod  4), 

ic  1=  2,     y  =  m'  —  m'\    n  =  {m'  -^m"y, 

Vo4  +  ßa  ^  V'm'  -\-  i  Vm!\ 

worin  wieder  m"  ungerade  und  durch  kein  Quadrat  theilbar 
angenommen  ist,  aber  auch  =  1  sein  kann,  und  aus  §.  104,  (4) 
erhält  man  i): 


1)  Es  ist 

a  =  B  -[-  m'  —  m",    ß  —  2A,    y  ~  —  2  C  (mod  8) 

,2 


m"  =  AG 


\b-m") 


Nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  J5  =  0,  also  auch  0=0  (mod  4), 
so  ist  c(  ^  C  —  m"  (mod  8)  und  folglich 

i     '    e'     '        =(_!)'     (-1)    ^     i      ^    , 
VT7/  ~  \^)  \^')  \1^')  \7^')' 

woraus  unsere  Formel  folgt. 


[§.  106.]  Zerfällung  der  Classengleichung.  419 

■1  TO"  + 


m 


(^•^)  ''  =  -  &  {^)  (^)  0^  ^'"'  +  ~  ^ 

Diese  Formel  ergänzt  die  vorige  für  den  Fall  m  =  12 
(mod  16),  und  zeigt,  dass  auch  in  diesem  Falle  die  vollständige 
Zerfällung  der  Classengleichung  durch  Adjunction  von 

]/p,  Vp\  W  '-'   Vi.  V'?,  V?"' . . . 

geschieht. 

Ist  nun  m  durch  eine  noch  höhere  als  die  zweite  Potenz  von 
2  theilbar,  so  kann  man,  wenn  diese  Potenz  eine  ungerade  ist, 
nach  §.  105,  (1)  alle  Charaktere  auf  solche  von  der  Form 


\m")'    \  a)  \m") 


zurückführen  und  die  Gleichungen  (4)  und  (13)  genügen  zur 
vollständigen  Zerfällung  der  Classengleichung  unter  Adjunction 
der  Quadratwurzeln  aus  sämmtlichen  in  m  aufgehenden  Prim- 
zahlen. 

Ist  aber  der  Exponent  der  höchsten  in  m  aufgehenden  Potenz 
von  2  eine  gerade  Zahl,  so  genügt  auch  (13)  noch  nicht  zur  voll- 
ständigen Zerlegung  der  Classengleichung.  Wir  leiten  daher, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  m  durch  8  theilbar  sei,  noch  eine 
dritte  Formel  her. 

Wir  setzen 

m  =  m'  m'\ 

1  /l  \2 


V 


-i{a  +  ßco)  =  e     *  (^VW  -\-iVm"\ 


worin  wieder  m"  ungerade  und  durch  kein  Quadrat  theilbar  ist. 
Hier  folgt  aus  §.  104,  (5): 

(14)  jf  =r  (_  1) H  c 4  ^"^  f±.\  ri  -Y-}_y,^'  _!_  ,•  -2- y,y^\  ^ 

Nachdem   die  Zerlegung  nach  den  Charakteren  (-77)   durch 

die  Formeln  (4)  und  (13)  erledigt  ist,   handelt  es  sich  nur  noch 
um  die  Zerlegung  nach  den  Charakteren 


(t).  (I)^ 


d.  h.    nach    dem    Verhalten    von   A    gegen    den   Modul  8.     Es 

27* 


(15) 


y^, 

«V 

V«, 

-V2, 

— «', 

-  Vm, 

-V2, 

«, 

Vm, 

V2, 

— *', 

-V«. 
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genügt  daher,  in   der  Formel  (14)  m"  =  1  zu   setzen,  wodurch 
man  folgende  vier  Werthe  von  M  erhält: 

M  =  (—ly  — t^      (l  -  /^  Vni\ ,  Ä=l  (mod  8), 

M=(-l)^  —^(l-i^VmJ   =M',    ^  =  3  (mod  8), 
M=  (—l)'^~I~Ul—i-Vmj   =M",  ^  =  5  (mod  8), 

M=(-  \Y  -^p-    (l  —  ^"  2  V^)    =-  M'",  yl  =  7  (mod  8). 

Die  vier  Werthe  von  M  gehen  aus  dem  ersten  hervor  durch 
die  Vertauschungen : 
il/, 

M 

(IG)  ' 

M"\ 

Ist  nun  0(il[f,  li)  =  0  in  demselben  Sinne  wie  oben  die  zwischen 
u  und  M  bestehende  Gleichung,  so  sind  die  vier  Functionen 

0  (M,  u),     0{—M,u),    0  (i M,  u),     0  (—  i  M,  u) 
ohne  gemeinsamen  Theiler,  und  wenn  0(M^  u)  in  H,n{u)  enthalten 
ist,  so  sind  auch  die  drei  anderen  Functionen  0{—  M,  m),  0(iM,  u\ 
0(~iM,u)  in  H,,,(u)  enthalten,  da  die  Vorzeichen  der  Irrationali- 
täten (16)  beliebig  geändert  werden  können.     Es  ist  daher 
H„,(u)  =  0(M,  u)  0(—M,  u)  0(iM,  u)  0(—iM,  u) 
und  es  kommt  also  jeder  der  vier  Fälle 

Ä=l,    JL  =  3,     Ä  =  b,    A  =  l    (mod  8) 
in  gleich  vielen  Formenclassen  der  Determinante  — m  vor. 

Eine  Ausnahma  tritt  nur  dann  ein,  wenn  m  ein  Quadrat 
oder  das  Doppelte  eines  Quadrates  ist,  weil  im  ersten  Falle  \/ m 
rational  und  daher  nur  die  Vertauschung  (M,  M")  gestattet  ist, 
im  zweiten  Falle  V2  und  Vm  gleichzeitig  ihr  Zeichen  ändern, 
also  nur  die  Vertauschung  {M^  M')  zulässig  ist. 

Im  ersten  Falle  kommen  nach  §.  105,  (1)  nur  die  beiden 
Congruenzen 

A  =  l,     A  =  b    (mod  8), 

im  zweiten  Falle  nur  die  beiden  Congruenzen 
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Ä=  l,    A=  3    (mocl  8) 
vor,   und   zwar  wieder  in   gleich  viel  Formenclassen.     Die   voll- 
ständige Zerlegung  der  Classengleichung  nach  den  Geschlechtern 
erfordert,  wenn  m  durch  8  theilbar  ist,  immer  die  Adjunction  der 
Wurzeln  aus  sämmtlichen  in  m  aufgehenden  Primzahlen. 

Was  nun  die  Formen  zweiter  Art  betrifft,  so  ergiebt  sich 
die  gleiche  Möglichkeit  der  Zerlegung  der  Classengleichung  nach 
den  Geschlechtern  unmittelbar  aus  §.  89.     Denn  das  Product 

ausgedehnt  über  die  sämmtlichen,  einem  Geschlecht  ange- 
hörigen  Classenin Varianten  zweiter  Art,  lässt  sich  darstellen  als 
symmetrische  Function  der  Classeninvarianten  erster  Art,  durch 
welche  die  der  zweiten  Art  rational  ausdrückbar  sind,  und  diese 
bilden  ein  Geschlecht  von  Classeninvarianten  erster  Art. 


§.  107.    Beispiele. 

Zur  wirklichen  Ausrechnung  der  Zerfällung  der  Classen- 
gleichung sind  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  nur  in  be- 
schränktem Maasse  anwendbar  wegen  des  zu  hohen  Grades  der 
Transformationsgleichungen.  Wir  werden  nachher  in  einem  Falle 
eine  wenigstens  nahe  verwandte  Metliode  zur  Anwendung  bringen. 
Ist  die  Classengleichung  bekannt,  so  lässt  sich  meist  leichter  die 
Zerlegung  direct  finden,  indem  man  einen  Ansatz  von  bekannter 
Form  mit  unbestimmten  Coefficienten  macht;  so  findet  man  aus 
den  Formeln  §.  97,  (2),  (29),  (37)  die  folgenden  Theilgleichungen, 
worin  das  positive  Zeichen  der  Quadratwurzel  dem  Hauptgeschlecht 
entspricht : 

m  =  .50,        /i  (V— "50)  =:=Y2x, 


.^  =  '-±,^-'(.+1), 


=  26,     MV-2ey  =  V2 


X. 
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Um  aber  eine  Anwendung  unserer  allgemeinen  Methode  zu 
geben,  nehmen  wir  m  ^  3  (mod  8)  an  und  setzen  eine  Form 
zweiter  Art  voraus.     Wir  befriedigen  die  Gleichung 

4l^  z=  mx^  -\-  y^ 

[§.  104,  (3)],  indem  wir  setzen 

m  =  m'm'\ 

^  =  1,     y  = ~ ,     4.n  =  (^ ^^ — j  ,    . 

wobei  n  ungerade  ausfällt.     Es  wird  ferner 

Setzen  wir  unter  der  Voraussetzung,  dass  n  durch  3  nicht 
theilbar  ist 

/c  4-  dco\ 

(1)  31  =  ß)i'^Vd'^    ,\    K 

\ej  r}(G}) 

so  lässt  sich  M  mit  Anwendung  von  §.  101  und  §.  33,  (15) 
bestimmen  und  man  findet,  wenn  m"  denjenigen  der  beiden 
Factoren  m\  m"  bedeutet,  welcher  modulo  4  mit  1  congruent  ist 

A(m'--m")  Vm"  —  i  ]/m' 


^^)^^  =  -(,!')(-') 


m'  —  m"  —  2  7t  i 

8  g- 


2 

Um  hiervon  eine  Anwendung  zu  machen,  setzen  wir  n  =  26, 
also 

20  =  m'  -f  m", 
und  folglich 

m"  =     1,  m'  =  19,  m  =  19, 

m"  =  17,  m'  =    3,  m  =  51, 

m"  =  13,  m'  =    7,  m  --=91, 

m"  r=    9,  m'  =  11,  m  =  99. 

Legen  wir  die  Form  zweiter  Art 
zu  Grunde,  so  ist  J.  =  1  zu  setzen,  und  (2)  ergiebt: 
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l  -  /I/T9 


m  rr=    19,       ilf  =   — 


2 


^'^                   „.==01,     31=           VH^, 
m  =  99,     M=re' 1^- 

Ä 

Nun  genügt  nach  §.  75,  (27),  (28)  M  einer  Transformations- 
gleichimg  (invarianten  Multiplicatorgleicliung),  die,  wenn 

1  =  M""  -\~  5  M^  +  15  Jf '  +  25  itf '  +  25  M 

gesetzt  wird,  die  Gestalt  erhält: 

(4)  i(.)^..W.^(^-+7  +  ^)-. 

Für   wi  =  19    erhält   man   hieraus   den    schon    oben   (§.   92) 
gefundenen  Werth  

und  für  die  drei  übrigen  Werthe  von  m  erhält  man 
j(~^+^^~'^^)  =.  -2^\27(ß263  +  15191/17), 

(5)  r.(""'^+/~^')  =  -  48(227  +  63^13), 

j(~-^  "^2  )  "^  —  2''(4  591804  31G4-799  330  532V33). 

Hieraus  kann  man  zu  cubischen  Gleichungen  für 


v24 


/(ynsir,  /(v=9T/,  /(v-99r 

gelangen,  indem  man  von  den  Formeln  Gebraucli  macht  (§.  29, 
§.49): 


7tl 


/-  r  +  V-  m\  _  1/2  e     ^' 
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;  m  =  51,  91,  99   ZU   setzen   ist. 

Setzt  man 

f{y-m)  =  x, 

x''^  +  y.2{o3)x^^  —  16--'  =  0, 

/(V-m/  =  2^, 

424 

worin   r  r=r  7,  3,  1 
also  für  r  =  3: 

so  erhält  man 

(6) 

und  für  r  =  7,  1: 


für  diese  beiden  Fälle 

(7)  x'^^  —  [3  —  2~'  i(a9)]  ^lö  +  3  ^«  —  1  =  0, 

wo  für  y^iiooi)  und  J(tö)  die  Wertlie  (5)  einzusetzen  sind.  Diese 
Gleichungen  lassen  sich  noch  zerlegen,  und  man  erhält  für  x 
selbst  viel  einfachere  Gleichungen: 

f{]/1Ibif  =  1x,     x^—    4:X^—    X  —  l  =^- yTl x^, 

(8)  /(]/— 9l)   =     X,     x^—    2x-'  —     x  —  2  =  yiSx, 

.     /(V— 99^  =  2x,     x^-'  13^2  —  4^—  1  :r3  1/33  {2x'-  +  x). 

•  Die  Darstellung  der  Classeninvarianten  zweiter  Art  j(g9)  durch 
eine  einzige  Quadratwurzel  ist  immer  dann  möglich,  wenn  zwei 
Geschlechter  und  in  jedem  Geschlecht  eine  Classe  zweiter  Art 
und  drei  Classen  erster  Art  vorhanden  sind.  Diese  Wertlie  von 
iu  finden  sich  in  der  Gauss' sehen  Tafel  der  Classenzahlen 
(Werke,  Bd.  II,  S.  450  ff.)  unter  der  Bezeichnung  II,  3,  von  denen 
diejenigen  auszuwählen  sind,  welche  ^  3  (mod  8)  sind.  Ihre 
Anzahl  ist  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  endlich,  wie  die  erwähnte 
Tafel  aufweist;  es  sind  die  Zahlen: 

m  =  35,       51,       75,       91,       99,     115,     123, 
147,     187,     235,     267,     403,     427. 


Vierzehnter   Abschnitt. 
Galois'sche  Gruppe  der  Classengleichung. 


§.  108.     Composition   der   quadratischen   Formen. 

Wir  geben  hier  eine  Uebersicht  über  die  Theorie  der 
Composition  der  quadratischen  Formen,  die  für  unsere  folgen- 
den Untersuchungen  eine  wichtige  Rolle  sj^ielt,  bezüglich  deren 
näherer  Begründung  auf  das  Supplement  X  von  Dirichlet- 
Dedekind,  Zahlentheorie  verwiesen  sei. 

1.    Sind 

(1)  1/;  ==  (.1,  7i,  C),     t'  =  (Ä\  B\  C) 

zwei  quadratische  Formen  von  gleicher  negativer  Determinante 
—  w?,  in  welchen  die  drei  Zahlen 

(2)  Ä,  A\  B  +  B' 

keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  so  lässt  sich  eine  nach  dem 
Modul  Aä'  bestimmte  Zahl  B"  finden,  welche  den  Bedingungen 
genügt: 

(3)  B"  =  B  (mod  Ä),  B"  =  B'  (mod  Ä),  B'"  =  -m  (mod  AÄ) 
oder 

(4)  If  =:  7i  -I-  A.4  =  J5'  +  X'Ä,    B'"  =  -  m  -f  C"AA\ 
worin  A,  A',  C"  ganze  Zahlen  sind. 

Demnach  giebt  es  eine  durch  ^^  ^'  bestimmte  dritte  Form 
derselben  Determinante  — m 

r  =  (AA',B",  C"), 
welche   die   aus  (1)  und  (2)  componirte  Form   genannt  wird. 

Wir  setzen  in  symbolischer  Bedeutung: 

(5)  ip"  —  i^-tp'. 
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Setzen  wir  voraus,  dass  die  Formen  U',  t'  primitiv  seien,  so 
verlangen  die  Bedingungen  (2),  dass  entweder  beide  von  der 
ersten  Art  oder  eine  von  der  ersten,  die  andere  von  der  zweiten 
Art,  nicht  aber  beide  von  der  zweiten  Art  seien. 

2.  Bedeuten  09,0',  co"  die  Wurzeln  von  1/;  =  0,  t^'  =  0, 
■il;"  =  0,  also 

_7i_i-\/Z:^      ^       ^B'-lrV^^t      „       -B'-^V^^i 
CO  = 4 — ^ 5  ca   =  j-, .  co'  = -T—n , 

A  '  ,     J.'  '      ,  ÄÄ'  ' 

so  bestellen  zwischen  diesen  die  Relationen: 

_  A  -f  ö         —X'  4-  co' 


(6)  <.'-      ^,     -       , 

3.  P]rsetzt  man  t/;,  ip'  durch  zwei  äquivalente  Formen,  so 
geht  auch  il^"  in  eine  äquivalente  Form  über.  Damit  ist  die 
Composition  der  Formenclassen  definirt. 

Sind  k,  h'  die  Classen,  w^elche  durch  die  Formen  i^,  ip' 
repräsentirt  sind,  so  heisst  die  durch  ip"  repräsentirte 
Classe  h"  aus  h^  h'  zusammengesetzt  oder  componirt,  und 
man  schreibt  symbolisch: 

(7)  l"  =  ll'. 

Die  wiederholte  Composition  einer  Classe  erster  Art  mit  sich 
selbst  wird  durch  die  Potenzen  Ä:'^,  li^^  .  .  .  bezeichnet.  Wir  be- 
trachten zunächst  die  Composition  der  primitiven  Classen  erster 
Art.  Aus  je  zweien  dieser  Classen  lässt  sich  durch  Composition 
eine  bestimmte  dritte  herleiten  und  es  gelten  dabei  die  folgenden 
Gesetze. 

Sind  A;,  //,  k"  drei  Classen,  so  ist: 

(8)  {U!)l"  =  l{h!l")  =  11' l". 

Ist 

k  k   "=■  k  k  , 
so  folgt: 

Endlich: 

k]^  =  k'k. 

Hiernach  bilden  die  primitiven  Classen  erster  Art  der  Deter- 
minante —  m,  da  ihre  Anzahl  endlich  ist,  eine  Abel'sche  Gruppe 

(§•  54). 

Das  Einheitselement  dieser  Gruppe  ist  die  Hauptclasse,  d.  h. 
diejenige  Classe,  welche  durch  die  Hauptform 

(1,  0,  m) 
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repräsentirt  ist,  denn  durch  Composition  mit  dieser  Hauptform 
ändert  sich  eine  andere  Form  nicht. 

Die  Composition  einer  Classe  mit  ihrer  entgegengesetzten 
führt  zur  Hauptclasse,  wie  man  aus  der  Composition  der  beiden 
entgegengesetzten  Formen  (J.,  I>,  C),  (C,  J5,  Ä)  erkennt;  daher 
sind  zwei  entgegengesetzte  Classen  durch 

zu  bezeichnen;  wenn  also  eine  Classe  ambig  ist,  so  ist  h^  =  1, 
d.  h.  gleich  der  Hauptclasse,  und  umgekehrt,  wenn  Iv^  =  1  ist, 
so  ist  Je  ambig.  Für  jede  Classe  7v  giebt  es  eine  gewisse  niedrigste 
positive  Potenz  ]c\  welche  =  1  ist.  Wir  sagen,  k  gehört  zum 
Exponenten  f,  und  das  System 

1,  A/,  n/''j   .   .   .   IC 

heisst  die  Periode  von  h 

4.  Es  sei  (.i,  I?,  C)  eine  beliebige  primitive  Form  erster  Art 
der  Determinante 

(9)  -m  =  B^  -  ÄC 

und  Ä  relativ  prim  zu  2  m.  Es  ist  dann,  wie  aus  (9)  hervorgeht, 
—  m  quadratischer  Rest  von  jeder  in  Ä  aufgehenden  Primzahl  p^ 
also : 

00)  {~)  =  +  ^- 

Ist 

so  ist  nach  unserer  Voraussetzung  13  durch  p  nicht  theilbar  (da 
sonst  auch  m  durch  p  theilbar  wäre),  und  die  Form  (Ä^  B^  C) 
ist  zusammengesetzt  aus 

ip,  B.  C.l'),    (A',  B,  Cp). 

Wiederholen  wir  diesen  Schluss,  so  erkennen  wir,  dass  jede 
quadratische  Form  (Ä^  B^  C),  welche  ein  Repräsentant 
einer  beliebigen  primitiven  Classe  erster  Art  sein  kann, 
sich  componiren  lässt  aus  solchen  Formen,  deren  erster 
Coefficient  eine  Primzahl  ist. 

Setzen  wir,  indem  wir  Ä  in  seine  Primfactoren  zerlegen: 
A=pp'p"..., 
SO  ist  nach  der  Bezeiclmungsweise  (5): 

(11)    (A  B,  C)  =  {p,  B,  ^)  {p;  B,  ^)  (j/',  B,  jß)... 
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5.  Ist  p  eine  beliebige  in  2  tn  nicht  aufgebende  Primzahl  und 

so  hat  für  jeden  beliebigen  positiven  Exponenten  n  die  Congruenz 
(12)  &2  =  _  ,,^    (mod  2>'') 

zwei  nach  dem  Modul  p^  incongruente  (durch  p  nicht  theilbare) 
Wurzeln,  und  es  existiren  daher,  wenn  v  "^  7t  ist,  zwei  Formen 
der  Determinante  — m  (oder  genauer  gesagt,  da  +/;  um  ein 
Vielfaches  von  p''  vermehrt  werden  kann,  zwei  Schaaren  äquiva- 
lenter Formen) 

(/,  ±b,  cp""'"), 
deren  erster  Coefficient  p^  ist.     Diese  Formen  repräsentiren  zwei 
entgegengesetzte  Classen,   oder,  wenn  sie  ambig  sind,  nur  eine. 
Diese  Classen  lassen  sich  leicht  mit  sich  selbst  componiren.    Ist 
nämlich 

der  Repräsentant  einer  dieser  Classen,  die  wir  mit  l  bezeichnen 
wollen,  so  ist,  so  lange  v  "^  %  ist 

{p\  h,  cp''~")  =  ^, 
der  Repräsentant  von  V.     Daraus  geht  hervor,  dass,  wenn  l  zum 
Exponenten  8  gehört,  p^  die  niedrigste  Potenz  von  j;  ist,  welche 
durch   die    Hauptform   (1,  0,  m)    darstellbar   ist,    die    also   einer 
Gleichung 

P*    =    ^2    _|_    ^lyix'i 

genügt.    Diese  Zahl  e  wird  der  Index  der  Primzahl  p  genannt. 

6.  Es  sei  jetzt  li  eine  beliebige  primitive  Classe  der  Deter- 
minante —  m  erster  oder  zweiter  Art,  während,  wenn  7t  ein  beliebiger 
fester,  aber  hinlänglich  gross  gewählter  Exponent  ist,  l  und  h  die 
vorige  Bedeutung  haben.    Wir  wählen  den  Repräsentanten  von  Ic 

l  =  (A,  B,  C), 
so  dass  Ä  durch  pt  untheilbar  und 

B  =  h    (mod  i?^) 
ist   (§.  89).     Dann    ist   B^  -\-  m  =  Ä  C    sowohl    durch   Ä    als 
durch  p"^  theilbar,  und  wenn  wir 

B^  +  m  =  A  C'jo^     C  =  C'  p" 
setzen,  so  ergiebt  sich  nach  1.  ein  Repräsentant  der  zusammen- 
gesetzten Classe  IzV 

Xv  =  xi\  =  {Ap\  B,  6'V~0- 
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Bezeichnen  wir  die  Wurzel  der  Form  y  mit  03,  die  der  Form 
%v  mit  Wr,  so  ist 

CO 

(Ov    =   — 

p 

und  CDs  ist  eine  mit  to  äquivalente  Zahl.    Hierin  kann  v  jede  Zahl 
bedeuten,  die  nicht  grösser  als  7t  ist. 

7.  Die  Charaktere  einer  zusammengesetzten  Classe  erhält  man, 
indem  man  die  Charaktere  der  einzelnen  Componenten  multiplicirt. 
Daher  ergeben  zwei  Classen  des  Hauptgeschlechtes  durch 
Composition  immer  wieder  eine  Classe  des  Hauptgeschlechtes 
und  es  folgt,  dass  die  Classen  des  Hauptgeschlechtes  eine  in  der 
Gruppe  aller  Classen  enthaltene  Abel'sche  Gruppe  bilden. 

Durch  Composition  der  Classen  des  Hauptgeschlechtes  mit 
irgend  einer  anderen  Classe  erhält  man  die  Classen  des  Geschlechtes, 
dem  die  letztere  Classe  angehört. 

8.  Durch  Composition  der  sämmtlichen  Formenclassen  erster 
Art  der  Determinante  —m  mit  einer  Classe  zweiter  Art  erhält 
man  sämmtliche  Classen  zweiter  Art,  und  zwar  jede  einmal  oder 
dreimal,  je  nachdem  m  ^  7  oder  ^  3  (mod  8)  ist.  Diese 
Zusammensetzung  ist,  wenn  auch  unausgesprochen,  bereits  benutzt 
in  §.  89. 

Ist  nämlich 

(2Ä,B,2C) 

irgend  eine  primitive  Form    zweiter   Art  mit  ungeradem   A  der 
Determinante 

—  m  =  B^  —  4.AC, 

also  B  ungerade,  so  wird  diese  Form  abgeleitet  durch  Composition 
der  beiden  Formen 

von    denen   die    erste    von    der    ersten   Art,    die   zweite   von   der 
zweiten  Art  ist. 

Durchläuft  (2^,i?,  2  C)  eine  Reihe  nicht  äquivalenter  Formen, 
so  sind  auch  die  entsprechenden  Formen  (^1,  jB,  4  C)  nicht  äqui- 
valent. 

Ist  also  m  ^1  (mod  8),  so  durchlaufen  die  beiden 
Formen 

(2  A  B,  2  C)     und     (A  B,  4  C) 
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gleichzeitig  ein  vollständiges  Repräsentantensystem  der 
Classen  der  zweiten  und  der  ersten  Art. 

Ist  aber  m  ^  3  (mod  8),  so  durchläuft  (von  dem  Falle 
m  =  3  abgesehen)  (.1,  ii,  4  C)  nur  das  Repräsentantensystem 
des  dritten  Theiles  der  Classen  erster  Art;  um  die  sämmtlichen 
Classen  erster  Art  zu  erhalten,  muss  man  {Ä,  B,  4  C)  noch  com- 
poniren  mit  den  Formenclassen 

"  wodurch  man  erhält 

(4^,5,0),    (4.A,B-2Ä,Ä-B+C), 

und  für  die  letzte  Form  kann  auch  die  äquivalente  Form 

(A-B+C,  C-A,  A  +  B+C) 
gesetzt  werden. 

Wenn  also  unter  der  Voraussetzung  m  ^  3  (mod  8) 

(2A,B,2C) 
ein    vollständiges    Repräsentantensystem    von    Formen- 
classen zweiter  Art  durchläuft,  so  durchlaufen  (von  m  =  S 
abgesehen) 

(AB.AC) 

(4A  B,  C) 
(^A-B+C,  C-A,  A  +  B+C) 
zusammengenommen    ein    vollständiges   Repräsentanten- 
system der  Classen  erster  Arti). 

Ist  m  ^  7  (mod  8),  so  sind  die  Formen 

m  +  r 


(4,±l.^) 


von  der  zweiten  Art.  Die  Resultate  der  Composition  von  (A,  B,  4  C) 
mit  diesen,  nämlich 

(4 A  J5,  C),     (iA,B-2A,A  —  B 4  C), 
sind  gleichfalls  von  der  zweiten  Art  und  durchlaufen  gleichzeitig 
mit  (2A,B,  2  C)  je   ein  vollständiges  Repräsentantensystem  von 
Classen  zweiter  Art. 


1)  Vgl.  Dirichlet-Dedekind,  Zahlentheorie,  §§.  150,  151. 
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§.  109.     Relationen    zwischen    den    Classeninvarianten 
derselben  Determinante.     Auflösbarkeit  der  Glassen- 

gleichung. 

Es  ist  für  das  Folgende  eine  Bezeichnung  wünschenswerth, 
welche  die  Abhängigkeit  der  Classeninvariante  von  der  Formen- 
classe  einfacher  auszudrücken  gestattet.  Es  sei,  wenn  7c  eine  be- 
liebige primitive  Classe  erster  oder  zweiter  Art  der  Determinante 
—  m  bedeutet,  mit  (h)  die  zugehörige  Classeninvariante  bezeichnet, 
so  dass,  wenn  A"  durch  eine  Form 

X  =  (Ä,  B,  C) 
repräsentirt  wird 

sei.  Wenn  eine  oder  mehrere  der  Qi)  unter  einem  Functions- 
zeichen  auftreten,  so  werden  wir  die  Klammern  auch  weglassen, 
also  z.  B. /(/.•,//...)  statt /[(Ä;),(Ä;')...]  schreiben. 

Ist  2>  eine  beliebige  in  2  m  nicht  aufgehende  Primzahl ,  von 
welcher  —  m  quadratischer  Rest  ist  vom  Index  f,  so  bestimmen  wir, 
indem  wir  it  mindestens  ==  £  annehmen,  nach  §.  108,  5.  die 
beiden  Formen 

welche  zu  den  beiden  entgegengesetzten  Classen  l-^  gehören, 
durch  diq  Congruenz 

b^  ^  —  m    (mod  j)^), 
und   um    %    "^it   ^   zu   componiren,   können   wir,   wenn  Ä  durch 
p  untheilbar  vorausgesetzt  wird,  h  noch  an  die  weitere  Congruenz 
binden 

±h  =  B    (mod  Ä). 

Setzen  wir  daher  ±1)  =  J3  -\~  k  J.,  so  ist  k  aus  der  quadratischen 

Congruenz 

(2)  {B  +  kAf  =  —7n    (modp) 

zu  bestimmen,  und  die  componirte  Form  ist 

Xi,  =  (Ap,B  +  kA,  C), 
so  dass,  wenn  A,  A'  die  beiden  Wurzeln  der  Congruenz  (2),  «  die 
Wurzel  der  Form  %  ist 
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P  '  P 

die   Wurzeln   der   beiden   Formen   x^±i   sind.      Danach    erhalten 
wir  die  beiden  Classeninvarianten : 


(3) 


('^')==4^¥^)'  ^''''^=K^^} 


Dies   sind,  für  v  gesetzt,   Wurzeln  der  Invariantengleichung 

(4)  F,{u,  v)  =  0, 
wenn 

gesetzt  wird.  Nun  sind  aber  (kl)^  ß^~^)  J^ugleich  Wurzeln  der 
zur  Determinante  —  m  gehörigen  Classengleichung 

(5)  H,n(v)  =  0, 

(erster  oder  zweiter  Art,  je  nachdem  %  von  der  ersten  oder 
zweiten  Art  ist). 

Es  ist  noch  zu  entscheiden,  ob  die  Gleichungen  (4)  und  (5) 
noch  andere  gemeinschaftliche  Wurzeln  haben  können.  Die 
Wurzeln  der  Gleichung  (4)  sind 

und  diese  werden  zugleich  der  Classengleichung  (5)  dann  und  nur 
dann  genügen,  wenn  co'  einer  primitiven  ganzzahligen  quadra- 
tischen Gleichung 

ä"co'^  +  2B"co'  +  C"  =  0 
von   der  Determinante  — w,  derselben  Art  wie  x^  genügt.     Da  o 
der  Gleichung 

ÄC3^  +  2BC3  +   C  =  0 

genügt,  so  ergiebt  sich  für  co'  =  p  C3  die  Gleichung 

^«'24-  2Bpco'  +  C2>'  =  0, 
welche,  da  Ä  durch  ^9  nicht  theilbar  ist,   primitiv   und    von   der 
Determinante  — mp^  ist,  und  für 

P 
die  Gleichung 

welche  nur  dann  zur  Determinante  — m  gehört,  wenn  die  Con- 
gruenz 
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Ät^  +  2Bt  +  C  =0    (mod  p), 
oder  was  dasselbe  ist 

{B  +  Atf  =  —m    (mod  p) 
befriedigt  wird. 

Dies  ist  aber  dieselbe  Congruenz  wie  (2)  und   daraus  folgt, 
dass  die  beiden  Classeninvarianten  (4)  die  einzigen  gemeinsamen 
Wurzeln  der  Gleichungen  (4)  und  (5)  sind.    Diese  beiden  Wurzeln 
werden  überdies  einander  gleich,  wenn  die  Classe  l  ambig  ist. 
Daraus  folgt: 

1.  Der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  (4),  (5)  ist, 
wenn  die  Classe  l  nicht  ambig  ist,  in  Bezug  auf  v  quadratisch 
und  hängt  rational  von  u  ab. 

Ist  u  =  (k)^  so  sind  die  beiden  Wurzeln  der  so  erhaltenen 
quadratischen  Gleichung 

Ist  die  Classe  l  ambig,  also  l  und  l~^  identisch,  so 
ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  (4)  und 
(5)  linear,  und  (Ik)  kann  rational  durch  (k)  ausgedrückt 
werden. 

Wir  können  dem  hiermit  bewiesenen  Satze  auch  den  Aus- 
druck geben:  es  ist 

(6)  (ik)  +  {r'k)=M]c), 

wenn  fi(k)  eine  rationale  Function  von  (k)  bedeutet,  deren 
Coefficienten  nur  von  der  Classe  Z,  nicht  von  der  Classe  k  ab- 
hängige rationale  Zahlen  sind. 

2.  Wir  betrachten  nun  die  Reihe  der  Classeninvarianten 

(7)  ...ir'k),(k),(m,  {fk),ifk),... 

die  beliebig  nach  vorwärts  und  nach  rückwärts  fortgesetzt  werden 
kann.  In  dieser  Reihe  ist,  wenn  l  zum  Exponenten  8  gehört, 
(Vk)  mit  (V^^k)  identisch,  während  alle  zwischenliegenden  Glieder 
davon  und  unter  einander  verschieden  sind.  Ist  l  ambig,  so 
enthält  die  Reihe  (7)  nur  zwei  verschiedene  Glieder,  von  denen 
jedes  durch  das  andere  rational  ausdrückbar  ist.  Anderenfalls 
schliessen  wir  nach  (6),  dass  jedes  Glied  der  Reihe  (7)  rational 
ausdrückbar  ist  durch  die  beiden  vorhergehenden  (oder  auch 
durch  die  beiden  folgenden)  in  der  Form 

(8)  (r+Vc)  =  -(r-'fc)+/,(rfc). 

Weber,  elliptische  Functionen.  28 
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Durch  eine  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  gelangt 
man  zu  dem  Satze,  dass  jedes  Glied  der  Reihe  (7)  rational 
ausgedrückt  werden  kann  durch  irgend  zwei  auf  ein- 
ander folgende  Glieder  derselben  Reihe. 

3.  Ist,  wie  wir  jetzt  voraussetzen  wollen,  die  Classe  l  nicht 
ambig,  so  sind  die  beiden  Classenin Varianten  (Ih)  ^  {^~^^)  "^on 
einander  verschieden  und  daher 

m\         •  f—^  +  « 


P 

eine  einfache    Wurzel   der   Transformationsgleichung   Fp(ti,v) 
=  0.     Setzen  wir  also 

(9)  j^_  (ViL     ^ 

so   folgt  nach  §.  75   und  §.  59,  6.,  dass  M^  bei  geeigneter  Be- 
stimmung des  Exponenten  r  rational  durch 

'—X   +  C3' 


j(m)     und    j(^ ^^~^)- 


also  rational  durch  (h)  und  (Ih)  ausdrückbar  ist,  und  aus 
§.  75,  4.  ergiebt  sich,  dass  M  eine  ganze  algebraische  Zahl  ist. 
Setzen  wir  voraus,  was  erlaubt  ist,  dass  l  bezüglich  der  Divisoren 
2  und  3  den  Bedingungen  des  §.  75  genügt,  so  sind  die  kleinsten 
Werthe  von  r 

jö  ^  1  (mod  4)         r  =  1 

p  ^  S  (mod  4)         r  =  2 
p  =  3  r  =  6. 

Diesen  Satz  wenden  wir  an  auf  je  zwei  auf  einander  folgende 
Glieder  der  Reihe  (7)  und  erhalten,  wenn  wir  mit  Wj,  w^,  .  .  .  coe 
die  Wurzeln  der  Formen 

^X,  ^^L  '  '  '  t'x  ■ 

bezeichnen,  und  wenn  (p  eine  durch  die  Classe  l  vollständig 
bestimmte  rationale  P'unction  bedeutet: 

(10)  311      =f4?-4Y'     =  v(U,fh), 


V»)(0}._,)/    -         ^^  '    ' 
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Durch  Multiplication  aller  dieser  Gleiclmngen  folgt: 

Nach  2.  kann  aber  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  als 
rationale  Function  QQv^lli)  von  (h)  und  (lli)  (mit  rationalen 
Zahlcoefficienten)  dargestellt  werden. 

Andererseits  ist,  da  Tzum  Exponenten  e  gehört,  V  mit  der 
Hauptform,  also  T^  mit /b  uiid  cd^  mit  m  äquivalent,  also  besteht 
eine  Gleichung 

(12)  ->=:^>     '^*-/'r=l, 

und  es  ist  t^  («,)  :  i^  (o?)  nach  §.  33  zu  bestimmen.     Setzen  wir,  um 
dies  auszuführen,  wie  in  §.  108,  6., 

voraus,  so  wird 

05   =  ^J*  G9,  , 

und  (12)  ergiebt  durch  Vergleichung  mit 

^«2  -f  21?«  +  C=  0, 
wenn   ö  =  1  oder=  2  ist,  je   nachdem  die  letztere   Gleichung 
von  der  ersten  oder  zweiten  Art  ist: 

^  ö(a—pö)^2JBx,     (j(a4-i/(5)  ==  2^, 

woraus 

(14)  022/  =  ^2  _|_  ^fix^, 

(15)  .     (5{a-\-ß(D)  =  y  +  xV  —  m.. 

Aus  (13)  folgt 
(16;  y^^hx    (mod  p^), 

wodurch  das  Vorzeichen  von  ^  aus  dem  von  x  bestimmt  ist,  und 
woraus  sich  zugleich  ergiebt,  dass,  wenn  h  durch  —  6,  also  l 
durch  l~^  ersetzt  wird,  x  oder  y  das  Zeichen  ändert. 

Aus  (10)  ergiebt  sich  also  nach  §.  33,  wenn  q  eine  12  te  Ein- 
heitswurzel bedeutet  

(17)  MM,M,...3I.^.=,'-'-+^y^^- 

:  Um  aber  unnöthige  Unterscheidungen  zu  vermeiden,  setzen 
wir  in  den  Formeln  (10)  und  (11)  r  =  G  und  erhalten 
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also  nach  (11)  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(18)  (y  +  ^  V^^if  =  o  (k,  iic). 

Wenn  wir  h  durch  — b,  also  l  durch  l~^  ersetzen,  so  muss 
V  —  m  in  — V  —  m  übergehen  und  man  erhält 

(19)  (y  —  a:V^^ty  =  0(h,r'h). 

Die  Gleichung   (18)   ist   also  nicht  erfüllt,  wenn   (lli)   durch 
{l~^li)  ersetzt  wird,   es  sei  denn,  dass  [tj -}- xV  —  m)^  rational 
wäre,  dass  also 
3^4  _  lOx^i/m  +  3m2^4  =  (^s tf  —  m x^) {iß  —  3 7n x'^)  —  0 

wäre,  was  aber,  da  der  Fall  m  =  3  hier  nicht  in  Betracht  kommt 
(weil  in  diesem  Falle  gar  keine  nicht  ambige  Classe  existirt), 
unmöglich  ist. 

Die  quadratische  Gleichung,  deren  beide  Wurzeln  (lh\  (l~^k) 
sind,  hat  also  mit  (18)  nur  eine  Wurzel  gemein,  und  daraus 
ergiebt  sich  der  wichtige  Satz: 

Nach   Adjunction   von   ]/ —m  ist  (Ik)   rational 
ausdrückbar  durch  (k)  in  der  Form 

(20)  {lk)=fi{kV'^^i), 

wo  fi   eine    rationale   Function    ist,    deren   Form 
durch  die  Classe  l  allein  bestimmt  ist. 
Die  Aenderung  des  Zeichens  von  V  —  m  hat  den  Erfolg,  dass 
(Ik)  in  (l~^k)  übergeht,  also 

/,  {k,  V^^)  =fi-^  {k  -  V^=^).  

Ist  l  ambig,  so  gilt  nach  1.  dieselbo  Formel,  nur  dass  V  —  m 
in  fi  dann  nicht  vorkommt. 

Ist  V  eine  zweite  Classe  von  derselben  Beschaffenheit  wie  ?, 
so  kann  man  die  Formel  (20)  auf  l'k  anwenden  und  erhält: 

(lVk)=fi{Vk,  V~^i), 
welches  mit  Anwendung  von  

in  eine  Gleichung  der  Form 

{U'k)=fi,{k,V-m) 
Übergeht.     Da   man    auf  der   linken    Seite   l   mit  V    vertauschen 

kann,  so  folgt  

fiv{hV-m)=fi,{k,  V-m\ 
so   dass  fii>   nur   von    der   zusammengesetzten  Classe  IV   abhängt. 
Ebenso  lässt  sich  ableiten 
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u.  s.  f.,  so  dass,  da  nach  §.  108,  4.  jede  beliebige  Classe  s  der 
Determinante  —  m  und  der  ersten  Art  aus  solchen  Classen  / 
zusammensetzbar  ist,  die  Formel  (20)  nebst  den  daraus  gezogenen 
Folgerungen  nicht  mehr  an  die  über  l  gemachte  besondere  Voraus- 
setzung gebunden  ist. 

Wir  haben  also,  wenn  s,  Ic  zwei  beliebige  Classen  der 
Determinante  — m  bedeuten,  deren  erste  von  der  ersten 
Art  ist,  die  Formeln: 


(21)  (sÄO       =/s(hV-ml 

(22)  ,  (s-iÄ;)=/,(fc,  -^^T^). 

Setzen  wir  in  der  Formel  (22)  sä;  an  Stelle  von  7»;,   so  folgt 

(23)  (^)=^/'^,(s/b,  -V^=^) 

oder,  indem  man  sh  =  h'  setzt  und/  für /^  schreibt,   nach  (21) 

(24)  C^')  =  fO''  V^^ 
(k)  =/(/,',  _i/_«), 

worin  nun  Ä',  h'  irgend  zwei  Classen  der  Determinante  —  m  der- 
selben Art  sein  können. 

Hiernach  sind  wir  im  Stande,  die  Galois'sche  Gruppe  der 
Classengleichung,  oder  zunächst  wenigstens  eine  Gruppe  von 
Permutationen  zu  bestimmen,  welche  die  Gruppe  der  Classen- 
gleichung als  Theiler  enthält. 

Nehmen   wir  zuvörderst  an,  es  sei  dem  Rationalitätsbereich 


der  rationalen  Zahlen  die  V  —  m  adjungirt,  und  wenn  (Ä;),  (7?'),  (k") . . . 
die  sämmtlichen  Classeninvarianten  erster  oder  zweiter  Art  der 
Determinante  —  m  bedeuten, 

JR  (Jc^  Iv  ^  Iv    .  .  .) 
irgend   eine  rationale  Function   dieser  Grössen.     Nach   unserem 
Satze   lässt  sich  diese  Function  rational  ausdrücken  durch   eine 
der  Grössen  (/^),  also  etwa: 

B  (k,  l\  y\  ...)  =  R'  Qi). 

Bedeutet  ferner  (s)  eine  beliebige  der  Classeninvarianten 
erster  Art  und  hat  die  Function  U  die  Eigenschaft,  durch  die 
sämmtlichen  h  Permutationen 

(K  y,  h"...\ 

\sife,  s¥,  sh"  ...)' 
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deren  Gesammtheit  wir  mit  ©  bezeichnen  wollen,  ungeänclert  zvi 
bleiben,  so  ist  R'(k)  =  E'  (sh)^  und  daher  rational  ausdrückbar. 

Die  Galois'sche  Gruppe  der  Classengleichung  nach 
Adjunction  von  V  —  m  ist  also  in  dem  System  ©  enthalten, 
und  da  ©  eine  Abel'sche  Gruppe  ist,  so  ist  die  Classen- 
gleichung eine  Abel'sche  und  daher  durch  Wurzelzeichen 
auflösbar. 

Es  ist  hierbei  zu  beachten,  dass,  wenn  7v,  h\  h"  ...  die  Classen 
zweiter  Art  sind,  für  s  gleichwohl  die  Classen  erster  Art  zu 
setzen  sind.  Ist  dann  m  ^  3  (mod  8),  so  giebt  es  drei  unter 
den  s,  w^ eiche  die  Reihe  der  ^,  lc\  h"  .  .  .  ungeändert  lassen,  und 
der  Grad  der  Gruppe  <S  reducirt  sich  auf  den  dritten  Theil  der 
Anzahl  der  primitiven  Classen  erster  Art. 

Nehmen  wir  an,  die  Function  B  habe  reelle  (rationale) 
Coefficienten,  so  wird  gleichwohl  ihr  rationaler  Ausdruck  die 
Form  a  -{-  h\  —  m  haben,  worin  a,  h  rationale  Zahlen  sind.  Der 
imaginäre  Theil  wird  dann  und  nur  dann  wegfallen,  wenn  R 
auch  durch  die  Vertauschung  sammtlicher  Classen  l\  lv\  h"  .  .  . 
mit  ihren  entgegengesetzten  ungeändert  bleibt.  Daraus  folgt, 
dass  ohne  Adjunction  von  V —  m  die  Galois'sche  Gruppe  der 
Classengleichung  enthalten  ist  in  dem  System  von  2  h  Permuta- 
tionen, welches  man  erhält,  w^enn  man  in  ©  jede  Classe  in  ihre 
entgegengesetzte  verwandelt.  Nur  in  dem  besonderen  Falle,  in 
dem  alle  Classen  ambig  sind,  (der  nur  für  eine  endliche  Anzahl 
von  Determinanten  stattfindet,  siehe  den  nächsten  Abschnitt)  ist 
dies  letztere  System  mit  @  identisch,  und  die  Classengleichung 
ist  ohne  Adjunction  von  V— w  eine  Abel'sche. 

Der  algebraische  Körper,  der  aus  den  rationalen  Functionen 
einer  Classeninvariante  gebildet  ist,  ist  daher,  von  dem  zuletzt 
erwähnten  Ausnahmefall  abgesehen,  kein  Normal körp er,  son- 
dern ist  von  seinen  conjugirten  Körpern  verschieden.  Dagegen 
erhält  man  einen  Normalkörper,  wenn  man  die  Quadratwurzel 
y —  m  dem  Körper  der  Classeninvariante  adjungirt. 


§.110.     Irreducibilität. 

Indem  wir  uns  zur  Untersuchung  der  Irreducibilität  der 
Classengleichung  wenden,  wird  es  nöthig,  die  allgemeine  Theorie 
der   algebraischen   Zahlen    in    etwas   w^eiterera  Umfange   voraus- 
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zusetzen,  insbesondere  die  Zerlegung  der  Zahlen  eines  algebraischen 
Körpers  in  die  dem  Körper  angehörigen  Primfactoren. 

Wir  folgen  hier  der  Theorie  und  Bezeichnungsweise  von 
Dedekind  und  verweisen  auf  das  XI.  Supplement  in  der  3.  Auf- 
lage von  Dirichl et- Dedekind,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie  i). 
Wenn  wir  im  Folgenden  zur  Erleichterung  für  den  Leser  auf 
einzelne  Paragraphen  dieses  Werkes  verweisen,  so  soll  dies  durch 
den  Buchstaben  D  angedeutet  sein. 

Wir  betrachten  jetzt  den  algebraischen  Zahlkörper,  welcher 
die  gemeinschaftliche  Norm  aller  zu  einer  bestimmten  Deter- 
minante —  m  gehörigen  Körper  der  Classeninvarianten  erster 
oder  zweiter  Art  2)  ist,  und  der,  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen 
gesehen  haben,  aus  den  rationalen  Functionen  einer  Classen- 
invariante  und  V  —  m  besteht.  Er  kann  daher,  wenn  (/;),  (Jk'\  (h") . . . 
die  sämmtlichen  Classeninvarianten  sind,  nach  §.  58,  durch 
^{Jijv.k" ...)  oder  durch  ^(h,V  —  ni)  bezeichnet  werden.  Wir 
wollen  ihn  den  Classenkörper  der  Determinante  — m  nennen  und 
kurz  mit  ,^  bezeichnen,  während  der  quadratische  Körper  £(l/  —  ///) 
mit  Sl  bezeichnet  sei. 

Ist  m  =  m^  Wq,,  und  ?;/j-  die  grösste  in  ?u"  aufgehende  Quadrat- 
zahl,  so  sind  die  ganzen  Zahlen  des  Körpers  Sl  in  einer  der  beiden 
Formen 


+  yV-nH,    ^±^ 


2 


enthalten,  wenn  rr,  y  ganze  rationale  Zahlen  sind.    Ist  also  a  eine 

ganze  Zahl  in  iß,  so  kann  man  eine  ganze  rationale  Zahl  (?,  deren 

Primfactoren  alle  in  2  m  enthalten  sind,  und  die  ganzen  rationalen 

Zahlen  x,  y  so  bestimmen,  dass 

(l)  ca-=x-\-yV — m 

wird. 


1)  Die  Theorie  von  Krouecker,  die,  so  verschiedeu  sie  in  der  Form 
ist,  sachlich  n:>it  der  von  Dedekind  übereinstimmt,  findet  sich  ausführlich 
dargestellt  in  der  Schrift:  „Grundzüge  einer  arithmetischen  Theorie  der 
algebraischen  Grössen".  Festschrift  zu  Kummer's  fünfzigjährigem  Doctor- 
jubüäum,  Berlin  1882.  Beide  Theorien  knüpfen  an  Kummer's  classische 
Arbeiten  über  die  Kreistheilungszahlen  an. 

2)  Der  Körper  der  Classeninvarianten  erster  Art  enthält  den  der  zweiten 
Art  immer  als  Theiler.  Das  Umgekehrte  findet  nur  statt,  wenn  m  =  —  1 
(mod  8)  ist  (§.  89). 
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Es  kommt  zunächst  darauf  an,  die  Zerlegung  der  rationalen 
Primzahlen  in  ihre  Primideale  zu  finden  (D.  §§.  168,  171,  173). 
Wir  haben  hierbei  dreierlei  Primzahlen  zu  unterscheiden: 

1.  Solche,  welche  in  2  m  und  in  der  Discriminante  der 
Classengleichung  Hm(u)  =  0  aufgehen.  Diese  Primzahlen  sind 
in  endlicher  Anzahl  vorhanden  und  müssen  bis  jetzt  ganz  von 
der  Untersuchung  ausgeschlossen  werden.  Ihre  Theorie  zu  finden, 
ist  eine  wichtige  Aufgabe,  die  zur  Zeit  noch  nicht  allgemein 
gelöst  werden  kann. 

2.  Primzahlen ,  von  welchen  —  m  quadratischer  Nichtrest 
ist,  die  wir  mit  q  bezeichnen,  für  die  also: 


(T)  =-- 


1. 


3.   Primzahlen,  von  welchen  — m  quadratischer  Rest  ist,  die 
mit  j)  bezeichnet  werden  sollen,  für  die  also: 


/—  m\ 


+  1. 


Die  Primzahlen  der  zweiten  und  dritten  Art  bezeichnen  wir 
auch  ohne  Unterschied  durch  r  und  schicken  nun  die  folgenden 
Bemerkungen  voraus. 

1.    Es  sei  (h)  irgend  eine  der  h  Classeninvarianten  und 

(2)  0(h)  =  (IcY  +  cc,{lcy-'  +  a,{hy~'  ...+«.==  0 
die  Gleichung  niedrigsten  Grades,  welcher  (k)  genügt,  deren 
Coefficienten  in  Sl  enthalten  sind,  und  ganze  Zahlen  dieses  Kör- 
pers sein  müssen.  Es  ist  dann,  wenn  t  eine  Variable  bedeutet,  0(t) 
ein  Divisor  von  H^  (t)  i) ,  und  folglich  ist  auch  die  Discriminante 
von  0(t)  ein  Theiler  der  Discriminante  von  Hm(i)'  Eine  beliebige 
ganze  Zahl  J  des  Körpers  ^  kann  nach  §.  59,  5.  in  der  Form 
dargestellt  werden 

_  (p(k) 

wo  (p(h)  eine  ganze  rationale  Function  von  (k)  ist,  deren  Coeffi- 
cienten ganze  Zahlen  des  Körpers  Sl  sind.  Daraus  folgt,  dass  g 
durch  eine  Gleichung  der  Form  dargestellt  werden  kann 

(3)  hi==ß,  +  ß,(h)  +  ß,(hy  + ... ^._i(^y-^  =^f(kV:^nl 

worin  h  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  in  welcher  nur  solche  Prim- 
zahlen aufgehen,  die  in  der  Discriminante  von  0  enthalten  sind. 


^)  Hm  =  0  kann  hier  die  Classengleichung  erster  oder  zweiter  Art  sein. 
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h  ist   also   gewiss  durch  keine  der  Primzahlen  r  theilbar.     Die 
^0,  ßi  •  '  '  ßv—i  sind  ganze  Zahlen  des  Körpers  Sl. 

Ersetzen  wir  ß)  in  (3)  durch  eine  andere  Wurzel  der  Glei- 
chung (2),  so  geht  t,  in  einen  conjugirten  Werth  über,  der  eben- 
falls eine  ganze  Zahl  ist. 

Die  durch  (3)  dargestellte  Function  ^  kann  nur  dann  durch 
eine  Primzahl  r  theilbar  sein,  wenn  die  sämmtlichen  ßo,  ßi...  ßv-i 
durch  r  theilbar  sind.  Denn  sonst  wäre  J  :  r  ebenfalls  in  der 
Form  (3)  darstellbar  und  es  würde  sich  eine  Gleichung  von 
niedrigerem  als  dem  vten  Grade  für  (h)  ergeben. 

2.    Nach   dem   Fermat'schen    Satze  ist    für  jede    beliebige 
Primzahl  r,  wenn  a  eine  ganze  rationale  Zahl  bedeutet: 
(4)  a^  ^  a    (mod  r). 

Ferner  ist,  wie  aus  der  Zahlentheorie  bekannt: 


(-»0'^'  =  (:^)    (mod  r), 


oder 

(5)  V  —  m    ^  ( j  V  —  m    (mod  r). 

Bezeichnet  daher  cc  wie  oben  eine  ganze  Zahl  des  Körpers 
Sl  und  w'  die  conjugirt  imaginäre  Zahl,  so  ist  nach  (1) 

coc  =  X  ~\-  y  V  —  m,     ca'  =  x  —  yV  —  m, 
worin  c  durch  keine  der  Primzahlen  r  theilbar  ist,  und  mit  Anwen- 
dung des  binomischen  und  des  Fermat'schen  Satzes  erhält  man: 

(6)  oiF  ^  a  (mod  j)\     a'-  ^  cc'  (mod  q). 

Daraus  folgt  nun,  wenn  / (ä:,  V  —  ^>i)  irgend  eine  Function 
von  der  Form  (3)  ist,  mit  Anwendung  des  polynomischen  Lehr- 
satzes 

^^^  /  (A^  V^^O'  ^  /  (/^^  V^=^)    (mod  ^\ 

f(l^  yZ:^)'  =/(F,  -  V^^)    (mod  g), 

worin  /c^,  W  für  (7v)^,  (lif  stehen,   also   die  Bedeutung  von  wirk- 
lichen Potenzen  haben. 

3.    Wenn  r  ein  in  r  aufgehendes  Primideal  in  ^'  ist,  so  ist 
die  Norm  von  r  eine  Potenz  von  r: 
(8)  N{i)  =  re. 

Der  Exponent  q  wird  der  Grad  des  Primideals  r  genannt. 
Für  jede  beliebige  ganze  Zahl  J  des  Körpers  ü  ist 
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(9)  i''^''  =  ^    (mod  r), 

und  wenn  umgekehrt  rs'  die  niedrigste  Potenz  von  r  ist,  bei 
welcher  die  Congruenz 

(10)  r''  ^  ^    (mod  r) 

durch  jede  Zahl  J  befriedigt  wird,  so  ist  q  der  Grad  des  Ideals  r; 
denn  N(x)  ist  die  Anzahl  der  überhaupt  existirenden,  nach  dem 
Modul  r  incongruenten  Zahlen  ^,  und  wenn  daher  r>'  <;  ^(^0 
wäre,  so  hätte  die  Congruenz  (10)  melir  Wurzeln  als  ihr  Grad 
beträgt,  was  bei  einem  Modul,  der  ein  Primideal  ist,  unmöglich 
ist  (D.  §§.  171,  174). 

Es  ist  unsere  Aufgabe,  die  Grade  der  Primideale  zu  ermitteln, 
welche  in  einer  beliebigen  Primzahl  r  enthalten  sind. 

4.  Wir  beweisen  zunächst,  dass  keine  der  Primzahlen  r  durch 
das  Quadrat  eines  Primideals  theilbar  ist.  Nehmen  wir  an,  es 
sei  r  durch  r^  theilbar,  also,  wenn  o  das  System  aller  ganzen 
Zahlen  in  R  bedeutet  (D.  §.  167) 

or  =  x-a,  ■        - 

worin  a  irgend  ein  Ideal,  r  ein  Primideal  ist,  so  kann  man  eine 
ganze  Function  g  in  R  (eine  Zahl  in  o)  wählen,  welche  durch  ra, 
aber  nicht  durch  r  theilbar  ist.  Das  Quadrat  dieser  Function  ^, 
und  also  auch  ihre  rte  Potenz,  ist  aber  durch  r  theilbar.  Setzen 
wir  nach  (3) 

so  sind  die  Coefficienten  ß  von  /  nicht  alle  durch  r  theilbar. 
Durch  Erheben  in  die  rte  Potenz  ergiebt  sich  aber  mittelst  (5): 

(11)  /(//,  ±V"^^)  =  0    (mod  r), 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  r  zu  den  p 
oder  den  q  gehört.  Die  Congruenz  (11)  bleibt  aber  bestehen,  wenn  (Ii) 
durch  irgend  eine  der  Wurzeln  (h^)^  (/t.2),  .  .  .  (kv)  der  Gleichung 
(2)  ersetzt  wird,  und  daraus  folgt  leicht,  indem  man  die  so  ent- 
standenen V  Gleichungen  (11)  wie  ein  System  linearer  Gleichungen 
für  die  ß  behandelt,  dass  das  Quadrat  der  Determinante 

1,  (l:J  .  .  .  (kj'-'' 

1,  (7,-,/-.  ..(l-,f' -" 


Kr 


1,  fe)''...(Av)'-"~' 
welches  eine  ganze  Zahl  in  Sl  ist,  durch  r  theilbar  sein  muss. 
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Die  Determinante  Jf,.  ist  nach  2.   mit  der  rten   Potenz    der 
Determinante 


K  = 


1,  (/^.,),  .  .  .  (/..,)'■"'  I 
nach  dem  Modul  r  congruent,  und  daher  ist  7i^  gleichfalls  durch 
r  theilhar.  K^  ist  aber,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  mit  der 
Discriminante  von  0  identisch,  und  daher  müsste  diese  Discri- 
minante  und  folglich  auch  die  Discriminante  von  11^  durch  r 
theilhar  sein,  gegen  die  Voraussetzung.  Also  ist  or  ein  Product 
aus  lauter  verschiedenen  Primidealen,  oder  selbst  ein  Primideal. 

5.  Bedeuten  (/^),  (/v'),  .  .  .  (W'~^'^)  die  sämmtlichen  Wurzeln 
der  Gleichung 

SO  ist  für  ein  variables  t 

H,.,  (0  =  [t  -m  [t  -  (/o')i  ...[<-  (//"-«)], 

und   diese  Function    hat   ganze    rationale    Coefficienten.      Es   ist 
also  nach  2.: 

[H^(t)Y  =  HJf)    (mod  r), 
also,  wenn  wir  t  =  (k)  setzen  : 

m-m  m -(]■")]  ■  ■  ■  [(/.-r-  (/^"-''jj  =  o  (mod  r). 

Bedeutet  also  r  ein  in  r  aufgehendes  Primideal,  so  muss 
wenigstens  einer  der  Factoren  der  linken  Seite  durch  r  theilhar 
sein,  und  daraus  folgt  eine  Congruenz 

(12)  (^-rsCO    (mo'l  r). 

worin  (k')  irgend   eine   der  Classenin Varianten  ist,   die  auch   mit 
(h)  identisch  sein  kann. 

6.  Wir  betrachten  jetzi  zunächst  irgend  eine  Primzahl  q  und 
bezeichnen  mit  q  ein  in  q  aufgehendes  Primideal,  q  kann  nicht 
vom  ersten  Grade  sein,  denn  sonst  müsste,  wenn  q  eine  beliebige 
ganze  Zahl  in  ^  ist,  ^'^  ^  ?  (mod  q)  sein,  während  doch  schon 
V  —  }n'^  nicht   congruent  mit  V  —  ni^   sondern   mit   — V  —  w  ist. 

Es  sei  nun  nach  (12): 

(13)  (kf  =  (h')    (mod  q). 

Ist  (k')  von  (k)  verschieden,  so  können  wir  nach  §.  109,  (24) 
setzen 
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also  nach  (7)  und  (13) 

Qc'f  =f{l\  -V^^i)  =fß\  -V^^i)  =  (l)  (mod  q) 
oder 
(U)  {kr  =  ß)   (mod  q). 

Diese  Congruenz  ist  also  erfüllt,  mag  (k')  von  (k)  ver- 
schieden sein  oder  nicht. 

Daraus  ergiebt  sich  aber  aus  der  Darstellung  (3)  mittelst 
der  Formel  (7),  dass  für  jede  Zahl  ^  in  o  die  Congruenz 

(15)  r'  =  ^    (mod  q) 
erfüllt  ist,  also  nach  3.  der  Satz: 

Jede  Primzahl  q  ist  im  Körper  ^  in  lauter  von  ein- 
ander verschiedene  Primideale  zweiten  Grades  zerlegbar. 

7.  Anders  verhalten  sich  die  Primzahlen  p  der  dritten  Art. 
Für  eine  solche  giebt  es,  wie*  wir  in  §.  108  gesehen  haben,  eine 
oder  zwei  entgegengesetzte  Classen  7,  die  durch  Formen  mit  dem 
ersten  Coefficienten  p  repräsentirt  werden  können,  und  wenn  (Je) 
eine  beliebige  Classeninvariante  ist,  so  ist  nach  §.  109  die 
Invariantengleichung  für  den  Transformationsgrad  p 

(16)  Fj>(u,  v)  =  0 

befriedigt  für 

u  =  (h),     V  =  (U)     und     v  =  Q-'^h). 

Nach  dem,  was  am  Schlüsse  des  §.  72  bewiesen  ist  [Formel 
(31)],  folgt  aber  hieraus  die  Congruenz 

(17)  p/_(U-)][(;fef-(fe)]  =  0    (moAp). 

Wenn  nun  p  ein  in  p  aufgehendes  Primideal  ist,  so  muss 
einer  der  beiden  Factoren  auf  der  linken  Seite  von  (17)  durch  p 
theilbar  sein.  Welche  der  beiden  hiernach  möglichen  Annahmen 
wir  weiter  verfolgen,  ist  gleichgültig,  da  die  eine  in  die  andere 
übergeht,  wenn  h  mit  l~^h  und  l  mit  l~^  vertauscht  wird.  Sei 
also 

(18)  (kf  =  (Uc)   (mod  p). 

Wenn  die  Congruenz  (18)  für  irgend  einen  der  conjugirten 
Werthe  (k)  befriedigt  ist,  so  gilt  sie  auch  für  jeden  anderen. 
Denn  es  ist  nach  §.  109  (24): 

(k')  =f(k,  V^r^l    {Ik')  =f(lk  V^^i), 
also 

(k'f  =f(F,  V^=^)  ^f(jk,  V"-^0  =  Q^')    (»^od  p). 
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Es  folgt  also  aus  (18),  wenn  man  T^  durch  l~^h  ersetzt: 

(19)  {r'lY  =  {l)    (modp), 

d.  h.  je  nachdem  für  l  die  eine  oder  die  andere  der  beiden  zu  p 
gehörigen  Classcn  l  gesetzt  wird,  ist  der  eine  oder  der  andere 
Factor  von  (17)  durch  p  theilbar. 

Durch  wiederholte  Anwendung  von  (18)  ergiebt  sich  für 
jeden  beliebigen  positiven  Exponenten  7t 

(20)  (ky''  =  {rh)    (mod|)) 

(Schluss  von  jt  auf  7t  -]-  1). 

Wenn  nun  l  zum  Exponenten  s  gehört,  oder  s  der  Index 
von  jp  ist  (§.  108,  5),  so  ist  nach  (20): 

(21)  {h/  =  (h)    (mod  p) 

und  p'  ist  die  niedrigste  Potenz  von  p^  welche  dieser  Be- 
dingung genügt.  Denn  wenn  noch  eine  niedrigere  Potenz  von  p 
die  Congruenz  (21)  erfüllt,  so  folgt  aus  (20),  dass  zwei  verschie- 
dene Classeninvarianten  (k),  (h')  nach  dem  Modul  p  congruent 
sind.  Es  wäre  also  ihre  Differenz  (k)  —  (k')  durch  p  und  mithin 
die  Discriminante  von  H^  durch  p  theilbar,  gegen  die  Voraus- 
setzung. 

Daraus  ergiebt  sich  nun  wieder  nach  (7),  dass  die  Congruenz 

i^'  =  g    (mod  p) 

für  jede  ganze  Zahl  J  in  IT  erfüllt  ist  und  daraus  also  der  Satz: 
Eine  Primzahl  p)  zerfällt  im  Körper  ^  in   lauter  von 
einander    verschiedene    Primideale,    deren    Grad    gleich 
dem  Index  von  p  ist. 

8.  Wir  wollen  noch  beweisen,  dass  es  unter  den  verschiede- 
nen in  p  aufgehenden  Primidealen  p  immer  eins  giebt,  für  wel- 
ches von  den  beiden  aus  (17)  folgenden  Congruenzen  die  Con- 
gruenz (18)  besteht. 

Dazu  bemerken  wir:  Wenn  wir  die  sämmtlichen  Zahlen  des 
Körpers  ^  in  die  conjugirt  imaginären  verwandeln,  indem  wir 
V  —  m  mit  —  y  —  m  und  jede  Classenin Variante  (k)  mit  der  ent- 
gegengesetzten (Ä;""^)  vertauschen,  so  gehen  die  sämmtlichen  Zahlen 
eines  Ideals  a  in  die  Zahlen  eines  conjugirt  imaginären  Ideals  a' 
über,  welches  auch  mit  a  identisch  sein  kann.  Dies  folgt  un- 
mittelbar aus  der  Definition  des  Ideals  (D.  §.  168);  ebenso  leicht 
ergiebt  sich  auch,  dass  die  Norm  des  Ideals  a  gleich  ist  der  Norm 
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des  Ideals  a',   und  dass,  wenn  a   ein  Primideal  ist,   aucli  a'   ein 
Primideal  sein  muss. 

Ist  nun  die  Congruenz  (18)  nicht  erfüllt,  so  muss  nach  (17) 
(Uy  =  (k)    (mod  p) 
sein,  und  auch  diese  Congruenz  bleibt  bestehen,  wenn  h  durch  eine 
andere  Classe  ¥  ersetzt  wird.    Setzen  wir  also  l~^Jc~^  an  Stelle 
von  Ä;,  so  folgt:  ■  - 

Qc-'f  =  (r'h-')    (mod  p): 

Da  also  (fc~')^—  {r'h~~')  eine  Zahl  in  p  ist,  so  ist  {kf  —  (Ik) 
in  dem  zu  p  conjugirten  Ideal  p'  enthalten,  und  es  ist 

(hf  =  Qli)    (mod  PO, 
was  aus  (18)  durch  Vertauschung  von  p  mit  p'  hervorgeht. 

Aus  diesen  Sätzen  ist  die  Irreducibilität  der  Classengleichung 
(auch  nach  Adjunction  von  V  —  m)  eine  einfache  Folge. 

Sind  /*;,  h'  zwei  beliebige  Classen   der  Determinante  — m,  so 
können  wir  nach  §.  108,  4.  V  in  der  Weise  zusammensetzen 

dass  durch  die  Classen  ?,  l\  l"  .  .  .  die  Primzahlen  J),  p\  p"  .  .  . 
darstellbar  sind.  Nach  dem,  was  soeben  bewiesen  ist,  können 
wir  also  die  Primtheiler  p,  p',  p"  dieser  Primzahlen,  so  wählen,  dass 

(kf  =  {]d)  (mod  p) 

(23)  (klf~{kll')         '(modp') 

(klVy"  =  {kll'l")      (mod  p") 


Nehmen   wir  jetzt   an,  es   zerfalle   die   Classengleichung,   es 
sei  also  für  ein  variables  t 

so  können  wir,  da  k,  k'  beliebige  Classen  waren,  {k)  unter  den 
Wurzeln  von  Hi{t),  (k')  unter  denen  von  H^it)  wählen.  In  der 
Kette  (23)  gehört  also  das  Anfangsglied  (fc)  zu  den  Wurzeln  (k^) 
von  H^  (t)  und  das  Endglied  (k')  zu  den  Wurzeln  (k^)  von  II^  (t). 
Da  mindestens  an  einer  Stelle  der  Kette  (23)  der  ^Ucbergang  von 
den  Wurzeln  des  einen  Factors  zu  denen  des  anderen  stattfinden 
muss,  so  giebt  es  ein  Paar  von  Wurzeln  (Ä;,),  (/^a),  welches  für 
irgend  eine  Primzahl  |?  und  ein  darin  aufgehendes  Primideal  p 
der  Congruenz 

\hf~{k,)(modß 
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genügt.  Da  nun  i?i(^i)  =  0  ist,  so  folgt  durch  den  oft  ange- 
wandten Schluss 

H,  (k,f  =  H,  (k?)  =  H,  ih)  =  0    (mod  p). 
Da  nun 

H,ik,)^n[(h)-ik,)] 

ist,  so  muss  eine  der  Differenzen  (J12)  —  (7ci)  durch  p  theilbar  sein, 
was  nicht  möglich  ist,  da  p  nicht  in  der  Discriminante  von  H 
aufgeht. 

Damit  ist  die  Irreducibilität  der  Classengleichung 
bewiesen;  der  Grad  des  Körpers  ^  ist  gleich  dem  Dop- 
pelten der  Classenzahl  h  festgestellt,  und  die  im  vorigen 
Paragraphen  gefundene  Gruppe  S  ist  als  die  wahre 
Gruppe  der  Classengleichung  erkannt. 

9.  Eine  interessante  Folgerung  ziehen  wir  noch  aus  diesen 
Resultaten.  Es  sei  j)  eine  Primzahl  der  dritten  Art  vom  Index  e  uzid 
(24)  p^  =  ^^', 

wenn  zur  Abkürzung 

,.,-,                          X  -\-  ijV  —  m         ,        X  —  ?/  V — ''* 
(2a)  ^  =  —    ^2  ^   "" 2 

gesetzt  wird.  Wir  wissen  nun,  dass  j)  in  lauter  verschiedene  Prim- 
ideale vom  Grade  £  zerfällt.  ^  und  ^1  haben,  da  x^  y  theilerfremd 
sind,  keinen  gemeinsamen  Primfactor.  Jedem  Primideal  p,  wel- 
ches in  ^  aufgeht,  entspricht  ein  davon  verschiedenes  (conjugirtes) 
Primideal  p',  welches  aus  p  dadurch  entsteht,  dass  man  für  alle 
-Zahlen  von  p  die  conjugirt  imaginären  Zahlen  setzt.  Es  ist  also 
>  nicht  nur  durch  p,  sondern  durch  p'  theilbar. 

Wir  kehren  nun  zurück  zu  den  Zahlen  M  [§.  109,  (9),  (17)], 
welche  der  Bedingung 

(26)  MM,  .  .  .  3f,_i  =  Q^i 

genügen.  Nach  §.  75,  4.  ist  M  die  Wurzel  einer  Transformations- 
gleichung, welcher  dort  die  Form  gegeben  war 

(27)  M^{M,y,,y,)  =  p, 

worin  9?  eine  ganze  rationale  Function  mit  ganzzahligen  Coeffi- 
cienten,  also  in  unserem  Falle  eine  ganze  algebraische  Zahl  be- 
deutet. Daraus  folgt  aber,  dass  M  (und  ebenso  M^^M^...  Me-i) 
nicht  durch  eine  höhere  als  die  erste  Potenz  von  p  theilbar  sein 
kann,  während  doch  ^  durch  p^  theilbar  ist.  Wir  schliessen  also 
aus  (26),   dass  jede    der  Zahlen  If,  ilfj ,  ...  3I^_i    durch   die 
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erste  Potenz  von  p  theilbar  sein  muss,  dass  mithin  alle  diese 
Zahlen  associirt  sind  (d.  h.  sich  nur  durch  Einheitsfactoren 
von  einander  unterscheiden).  Bezeichnet  also  q  irgend  eine  alge- 
braische Einheit,  so  ist 

"^  +  ^^^  =  ^31% 


2 

also  ist  fi  wirklich  als  fte  Potenz  einer  im  Körper  ^  existirenden 
Zahl  dargestellt. 

§.  111.    Ueber  die  Primideale   des  Körpers  ^. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  die  Zerlegung  der  Prim- 
zahlen der  zweiten  und  dritten  Art  in  ihre  Primideale  zum 
Beweise  der  Irreducibilität  benutzt.  Es  ist  nur  ein  Punkt  in  dem 
Beweise,  wo  von  der  speciellen  Form  der  Classengleichung  1^=0, 
d.  h.  von  der  Annahme,  dass  gerade  die  Classeninvariante  j(c}) 
zu  Grunde  gelegt  ist,  Gebrauch  gemacht  wird-,  nämlich  in  7.,  bei 
Bestimmung  des  Grades  von  p.  Aber  auch,  wenn  statt  j(cj)  die 
Classeninvariante  /(«)  oder  eine  Potenz  dieser  Function  genom- 
men wird,  bleibt  wegen  §.  77,  (6)  der  Beweis  derselbe.  Wählt  man 
eine  andere  Classeninvariante,  so  werden  in  der  Discriminante 
der  Classengleichung  einige  Primfactoren  wegfallen,  andere  auf- 
treten und  es  ist  sehr  wahrscheinlich,  dass  der  Satz  7.  für  alle 
Primzahlen  p  gilt,  die  in  der  Discriminante  irgend  einer 
Classengleichung  nicht  aufgehen.  Der  allgemeine  Beweis  aber, 
ebenso  wie  die  Zerlegung  der  Primzahlen  der  ersten  Art  über- 
haupt macht  zur  Zeit  noch  Schwierigkeiten,  und  wir  beschränken 
uns  auf  die  Herleitung  eines  darauf  bezüglichen  allgemeinen 
Satzes  und  auf  die  Betrachtung  einiger  Beispiele.  Der  allge- 
meine Satz  lautet  so: 

Keine  Primzahl  vom  Index  1,  d.  h.  keine  durch  die 
Hauptform 

p  z=  y^  -\-  mx^ 

darstellbare    Primzahl   geht   in    der   Discriminante    der 
Classengleichung  auf. 

Ist  nämlich  p  durch  die  Hauptform  darstellbar,  so  ist  Fp  (ti^  u) 
nach  §.  101  durch  das  Quadrat  von  Hm  (u)  theilbar  (für  ein 
variables  ii)^  also  [nach  §.  72,  (31)] 

H^u  (uy  cp  (it)  =  Fp  (u,  u)  =  {uP  —  uy  -{■-  p^l^  (ti), 
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worin  (p(u)^  t(u)  ganze  rationale  Functionen  von  u  mit  ganz- 
zahligen Coefficienten  sind.  Durch  zweimalige  Differentiation 
nach  u  folgt  hieraus,  wenn  ^(tt),  ^F(u)  neue  ganze  rationale 
Functionen  von  tt  sind: 

Also   wenn   Hm  (u)  =  0  ist ,    d.  h.    wenn  u   eine   Classenin- 
variante  wird: 

Hin  (u)  Hin  (^)  9  (^0  =  —  1    (mod  p), 
woraus   hervorgeht,    dass   kein    in  p   aufgehendes   Primideal   in 
H'm  (u),  also  p  nicht  in  der  Discriminante  von  i/^  (if)  aufgeht. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  einiger  Beispiele. 

1.    Classeninvarianten   erster  Art  der  Determinante 
—  11.  

Im   §.  95,   (7)   haben   wir   für   ^=/(\/— U)   die   Classen- 
gleichung  aufgestellt: 

(1)  ^3    _    2  ;r2   -[-   2  ^    —    2    =   0, 

deren  Discriminante 

z/  =  — 4.11 
sich  ergiebt.    Es  folgt  also  daraus,   dass  ausser  2  und  11  keine 
Primzahl   durch   das  Quadrat   eines  Primideals  theilbar  ist,   und 
wir  beschränken   uns   auf  die  Betrachtung  dieser  beiden  Prim- 
zahlen. 

Ist  §  ein  in  2  aufgehendes  Primideal,  so  ist  nach  (l): 
X  ^  0    (mod  i), 
und  da  N(x)  =  4  ist,  so  ist  N{^)  —  2  oder  =  4.   Wäre  N(^)  =  2, 
wäre  also  5  ein  Primideal  ersten  Grades,   so  wären   alle  Zahlen 
des  Körpers  ^  entweder  ^  0  oder  ^  1  (mod  i).    Dass  das  nicht 
der  Fall  ist,  lehrt  die  Betrachtung  der  zu  ^  gehörigen  Zahl 

i  +  l/^n 

da 

N(cc)  =  27,     N(ci—l)  =  27, 

also  a  weder  ^  0  noch  ^  1  (mod  5).  Es  ist  daher  5  ein  Prim- 
ideal zweiten  Grades  und  N(x)  ==  N(^%  also  ox  mit  5  identisch. 
Die  drei  Wurzeln  Xq^  x^^  x.^  von  (1)  sind  associirte  Zahlen  (d.  h. 
sie  unterscheiden  sich  nur  durch  Einheitsfactoren  von  einander) 
und  es  ist 

Z  —  X^  Xi  x^^ 

also  ist  2  der  Cubus  eines  Primideals  zweiten  Grades. 

Weber,  elliptische  Functionen.  29 
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Die  Primzahl  11  ist  zunächst  associirt  mit  dem  Quadrat  der 
zu  ^  gehörigen  Zahl  V — 11  und  wir  haben  also  nur  die  letztere 
zu  zerlegen. 

Sind,  wie  oben,  x^i^  x^^  x.^  die  drei  Wurzeln  von  (1),  so  haben  wir 

-»  /        TT  ^1  ^2       ^2  ^0       ^0  '^l 

/y»  /y»  /y» 

tA/Q  %Kf-^  tX/2 

und  wenn  wir 

^,      «^1    •^2  .,      -^2    «^0  ^,     '^O    *^1 

2/o   —        Z  1     i/i  —  z 1     i/2  — 


X(\ 


'\  >^2 


setzen,  so  sind  ?/o,  i/i,  2/2  die  Wurzeln  der  Gleichung 


(2)  y-'  4-  l/_  11  ^2  _  5  ^  _  y_ii  =3  0, 

deren  Discriminante  — 16  ist.     Es  ist  also 


y-ii== 


2/0  2/1 2/2, 


und  jeder  Primtheiler  von  y^  oder  2/1  oder  1/2  ist  in  V — 11  ent- 
halten.    Aus  der  Gleichung 

2/12/2  +  2/22/0  4-  2/0  2/1  =  —5 

folgt,  dass  keine  zwei  der  Grössen  1/0,  ty^,  2/2  einen  gemeinsamen 
Theiler  haben,  und  folglich  enthält  V — 11  mindestens  drei  von 
einander  verschiedene  Primideale.  Die  Betrachtung  der  Norm 
zeigt  aber  auch,  dass  es  nicht  mehr  als  drei  Primideale  ent- 
halten kann,  und  dass  diese  vom  ersten  Grade  sein  müssen. 

Die  Gleichung  (2),  die  zur  Definition  des  Körpers  ü  dienen 
kann,  hat  die  Discriminante  —  16.  Eine  noch  einfachere  Gleichung 
mit  der  Discriminante  —  4  erhält  man  für 

^,   ^1       „    ^2       -,    ^0 

,*o  —       1     ^i  —  —  1     ^2  —       1 

rr  /V  /Y' 

U/2  UyQ  <A/i 


(3)        .3  +  i^V:^,._l+V=li,_i  =  o. 

2.    Classeninvarianten  der  Determinante  —23,   —31. 
Für  die  beiden  Determinanten   — m=  — 23,  — 31    haben 
wir  im  §.  98  die  Classengleichungen  erhalten 

(4)  m  =  23,    x^  —  X    —  1  =  0,     Discr.  —  23, 

(5)  m  ^.  31,     x^  —  x^  —l  ^0,    Discr.  —  31, 

wenn /(V^ — ni)  =  V2x  gesetzt  war. 

Die  Zahl  2  muss,  da  die  Normen  von 

r -i-V — m        ,        r — V — m 

a    r=:    — J — ^-- ,       a     r= , 
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wenn  r  eine  ungerade  Zahl  ist,  durch  2  theilbar  sind,  während 
<%  -|-  cc'  r=r  r  ist  und  also  a,  a'  und  2  relativ  prim  sind,  mindestens 
zwei  von  einander  verschiedene  Primideale  5,  5'  enthalten,  deren 
Grade  höchstens  =3  sein  können,  da,  wenn  für  m  =  23  r  =  1,  für 
m  =  31  r  =  3  gesetzt  wird,  N(a)  und  JV(a')  nur  durch  2^  theil- 
bar sind.  Nun  kann  aber  der  Grad  von  j  nicht  =  1  sein,  da 
sonst  jede  Zahl  des  Körpers  ^  einer  rationalen  Zahl  modulo  5 
congruent  wäre,  was  nach  den  Gleichungen  (4),  (5)  für  x  selbst 
nicht  der  Fall  ist.  Die  Zahl  a  kann  also  nur  durch  ein  Prim- 
ideal dritten  Grades  theilbar  sein  und  es  zerfällt  also  2  in  zwei 
conjugirte  Primideale  dritten  Grades. 

Die  Zerlegung  von  V — w^  kann  ebenso  wie  oben  nach  der 
Formel 

y  —  m  =  (xi—  X2)  (X2  —  Xq)  (Xq  —  Xi) 

geschehen.  Man  erkennt  leicht,  dass  die  drei  Factoren  Xi  —  ^2, 
X2  —  Xq,  Xq  —  Xi  relativ  prim  sind,  und  dass  es  also  drei  Prim- 
factoren  ersten  Grades  von  V  —  m  sind. 

Hier  lassen  sich  Gleichungen  aufstellen  mit  der  Discriminante  1. 
um  diese  zu  erhalten,  führen  wir  die  neuen  Unbekannten  ?/o,  2/1^2/2 
ein  durch  die  Gleichungen: 


2/1  —  2/2  =  ^0^ 

2/1  -  2/2  =  -, 

Xq 

m  =  23, 

2/2  —  2/0  =  ^1, 

m  =  31, 

2/2    -    2/0    =   -, 

2/0  —  2/1  =  ^2, 

y'-y^  =  k 

Da  die  Summe  der  drei  Grössen  rechts  verschwindet,  so  ist 
diese  Annahme  gestattet,  und  wir  können  noch  über  die  Summe 
der  y  beliebig  verfügen.     Wir  wollen  setzen 

2/0  +  2/1  +  2/2  =  V— m 

und  erhalten  die  Gleichungen 


(6)  m  =  23,     if  —  V— 23  tß  —    Sy  4-V— 23  =  0, 

(7)  m  =  31,     ^3__y3§i  2^2  _  10?/ ^-V^sT  =  0, 
deren  Discriminanten  in  der  That  =  1  sind.  • 

Ausser  —23  und  —31  giebt  es  keine  dreiclassigen  negativen 
Determinanten,  die  modulo  8  mit  1  congruent  sind. 

3.    Classeninvarianten  der  Determinante  — 03. 

29* 
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Wir  wollen  noch  eine  Determinante  mit  quadratischem  Factor 
betrachten  und  wählen  dazu  m  =  63,  für  welche  man  nach  der 
Methode  §.  97,  I  sehr  leicht  die  Classengleichung  vierten  Grades 
erhält 

(8)  x^  —  Sx''  -^  X  ^  l  ^  0, 

wenn  _  

V8r  =  [/(l/-63)p 

gesetzt  ist.     Die  Discriminante   dieser  biquadratischen  Gleichung 

findet  sich  leicht 

=  _  27  .  63', 

und  von  Interesse  ist  die  Zerlegung  der  Primzahlen  2,  3,  7. 

Was  die  Primzahl  2  betrifft,  so  schliesst  man,  wie  in  dem 

vorigen  P'alle,   dass  mindestens   zwei  conjugirte  Ideale  5,  5'  in  2 

aufgehen  müssen;  da,   wie  die  Gleichung  (8)  zeigt,  x  mit  keiner 

der  vier  Zahlen  

1  +\/-63    1  -V-63 
u,  1, 


2  '  2 

nach  dem  Modul  §  congruent  ist,  so  kann  in  2  kein  Primideal 
ersten  oder  zweiten  Grades  aufgehen,  und  es  folgt,  dass  2  das 
Product  zweier  von  einander  verschiedener  Primideale 
vierten  Grades  ist. 

Um  die  Zerlegung  von  3  zu  finden,  substituiren  wir  in  (8): 
_  1 

wodurch  sich  für  y  ergiebt: 

y'  +  ^y'  +  32/^  +  9^  +  9  =  0, 

oder  wenn  wir 

2/^  =  3(.«+)) 
einführen : 

(9)  ^4  +  3  ^3  _  6  5:  —  3  =  0. 

Nach  (9)  ist  3  mindestens  durch  die  vierte  Potenz  eines 
Primideals  p  theilbar;  dies  Primideal  kann  nicht  vom  ersten 
Grade  sein,  da  es  in  Sl  Zahlen  giebt,  z.  B.  V — 7,  die  nicht  mit 
einer  rationalen  Zahl  congruent  sind  nach  dem  Modul  |),  und 
daraus  folgt: 

3  ist  die  vierte  Potenz  eines  Primideals  zweiten 
Grades,  und  zwar  des  Hauptideals  00.  Die  Zahl  ^  ist 
eine  Primzahl  im  Körper  ^.  

Es  handelt  sich  noch  um  die  Zerlegung  von  V — 7. 
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Da  die  Congruenz 

x^  —  &x^-\-x-\-l=0     (mod  7) 

keine  rationale  Lösung  hat,  so  kann  in  V — 7  kein  Primideal 
ersten  Grades  aufgehen,  und  da  N{V—7)  =  7*  ist,  so  bleiben 
die  beiden  Möglichkeiten,  dass  V— 7  selbst  eine  Primzahl  (Prim- 
ideal vierten  Grades)  ist,  oder  dass  V—7  in  zwei  Primideale 
zweiten  Grades  zerlegt  wird.  Es  ist  noch  zu  entscheiden,  welcher 
dieser  beiden  Fälle  eintritt,  und  ob  im  letzteren  beide  Primideale 
gleich  oder  verschieden  sind. 

Nach  §.  106  lässt  sich  durch  Adjunction  von  1/21  die  Classen- 
gleichung  in  zwei  Factoren  zerfallen  und  man  findet  in  der  That 
leicht : 

(10)  V7(x^  —  x+l)  =  ±V^(x'^  +  3x—l). 

Für  das  obere  Zeichen  erhält  man  reelle  Wurzeln  Xi ,  ^21 
für  das  untere  conjugirt  imaginäre  xi,  X2.    Es  ist  aber  nach  (10): 

x^-\-3x  —  1=0    (mod  V^^, 
und  daraus: 

(11)  (x,  -  x^y  =  (x[  —  X2y  =  —  1     (mod  V^, 

Xi  —  X2  und  x'i  —  X2  sind  also  relativ  prim  zu  V — 7.  Danach 
ist  (wegen  des  Werthes  der  Discriminante) : 

(Xi  —  x'i)  (xi  —  x'2)  (X2  —  x'i)  (X2  —  ^2)  ^  0    (mod  7). 

Ist  nun  (xi  —  x[)  durch  ein  in  7  aufgehendes  Primideal  p 
theilbar,  so  ist  (Xi  —  X2)  durch  das  conjugirte  Ideal  p'  theilbar, 
und  da  (xi — x'i)  und  (Xi  —  X2)  wegen  (11)  mit  V — 7  keinen 
Theiler  gemein  haben  können,  so  ist  p  von  p'  verschieden,   also: 

V—7  ist  im  Körper  ^  in  zwei  verschiedene  Prim- 
ideale zweiten  Grades  zerlegbar. 

Wenn  es  gestattet  ist,  nach  diesen  Beispielen  einen  Schluss 
zu  wagen,  so  würde  folgen,  dass  in  dem  Körper  ^  nur  diejenigen 
Primzahlen  durch  das  Quadrat  eines  Primideals  theilbar 
seien,  welche  in  der  Zahl  m  aufgehen,  und  bei  den  Körpern  der 
Classeninvarianten  erster  Art  für  ein  m  ^  3  (mod  8)  die  Prim- 
zahl 2.  Ueberdies  würde  eine  Primzahl,  die  nur  einfach  in  m 
enthalten  ist,  durch  keine  höhere  als  die  zweite  Potenz  eines 
Primideals  theilbar  sein.  Dahin  deutet  auch  ein  Ausspruch  von 
Kronecker  (Monatsberichte  der  Berliner  Akademie,  20.  Juni  1862, 
S.  368). 


Fünfzehnter   Abschnitt. 
Die  Normen  der  Classeninvarianten  /(w). 


§.  112.     Convergenz   einer   unendlichen  Reihe. 

Kronecker  hat  zuerst  einen  höchst  merkwürdigen  directen 
Zusammenhang  zwischen  den  quadratischen  Formen  und  den 
Classeninvarianten  aufgedeckt  i),  den  wir  zunächst  ableiten  und 
in  seinen  mannigfachen  Anwendungen  kennen  lernen  wollen. 
Wir  schicken  einen  Satz  über  unendliche  Reihen  mit  positiven 
Gliedern  voraus. 

Wir  setzen  von  einer  unendlichen  Reihe  >S'  voraus,  dass  ihre 
Glieder  alle  positiv  und  kleiner  als  eine  gewisse  endliche  Zahl 
f^ü  seien,  ferner,  dass  nur  eine  endliche  Anzahl  ihrer  Glieder 
grösser  als  ein  beliebig  gegebenes  positives  ^  sei.  Es  bedeute 
jP(^)  die  Anzahl  derjenigen  Glieder  von  S,  welche  grösser  als 
/LI  sind.  Diese  Function  F(ii)  ist,  da  sie  nur  ganzzahliger  Wertbe 
fähig  ist,  unstetig,  verschwindet  für/Lt  =  fio,  wächst  mit  ab- 
nehmendem a  und  wird  unendlich  für  ^  =  0  (wenigstens  wenn 
>S'  wirklich  unendlich  viele  Glieder  enthält). 

W^ir  betrachten  zunächst  die  Summe  Sn  derjenigen  Glieder 
von  S,  welche  grösser  als  irgend  eine  Grösse  n  sind,  und  schalten 
zwischen  /Xq  '^'^^  ^  die  beliebigen  Werthe  f^i,  f*2  •  •  •:  /^v-i  ein, 
so  dass 

^0  >  ^1  >  ^2  .  •  •  >  i^v-i  >  iiv  =  n. 

Die  Anzahl  der  zwischen  ^h-i  und  ^^  (mit  Einschluss  der 
oberen  und  Ausschluss  der  unteren  Grenze)  liegenden  Glieder 
von  S  ist  dann  ^(^7^)  —  F(^h-i)  und  daher  ist: 


1)  Sitzungsberichte   der  Berliner  Akademie,   22.  Januar  1863,    dann   in 
denselben  Sitzungsberichten  aus  den  Jahren  1883,  1886,  1889. 
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fti  [i^ftO  -  F(ft„)]  +  ft,  [F(ß,)  -  F(^0] 

+  -..^.[F(^,.)--F(f»..-0]<Ä„, 

Ä„  ^  ^„  [FCftO  -  F(ft„)]  +  ^,  [F(^,)  -  F(^,)] 

+  ...f.,._i[F(,t,.)--F'(/'v-,)]. 

Auf  beiden  Seiten  dieser  Ungleichheit  werden  die  Glieder 
nur  anders  angeordnet,  wenn  wir  setzen: 

—  ^1  F(^o)  +  (^1  —  ^2)  F(^^) 

Sn   ^   -   i^o^(i"o)   4-   (^0   —  i^l)  ^(^1) 

Da  nun  -F(fio)  =  0  ist,  so  folgt,  indem  man  die  Differenzen 
i^h  —  ^h-i  verschwindend  klein  werden  lässt: 

S„  =  nF(n)+fF{(,)di,. 

n 

Wenn  n  gegen  Null  convergirt,  so  wird  nach  einem  bekannten 
Satz  der  Integralrechnung  das  Integral  nur  dann  convergiren 
können,  wenn 

Lim  n  F(n)  —  0, 

und  es  ist  die  Summe  der  Reihe  S  zurückgeführt  auf  das 
Integral : 

(1)  S=/F(^)d^. 

0 

Die  Convergenz  von  S  hängt  also  ab  von  der  Convergenz 
dieses  Integrals. 

Wir  wenden  dies  an  auf  die  folgende  unendliche  Reihe. 
Es  sei 

(2)  ^(x,y)  =  Äx'  +  '^^^y  +  (^y^ 

eine  positive  quadratische  Form  mit  negativer  Determinante: 

^^^  =  B^  -  ÄC, 
und  es  werde  gesetzt: 

worin  x^  y  alle  positiven  und  negativen  ganzzahligen  Werthe  mit 
allehiiger  Ausnahme  von  x  =  0^  y  =  ^  durchlaufen,  und  s  einen 
beliebigen  Exponenten  bedeutet  (Ä^  B^  C  brauchen  hier  zunächst 
noch  nicht  ganzzahlig  zu  sein). 
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Setzen  wir 

so  folgt: 

6>  = 

rnx'  +  {Bx+Cyy, 
x^  < , 

und  ebenso: 

Ist  also 

' 

r<i 

so  folgt: 

x^^< 

1'        ^                       1 

l§,  113.1 


Die  Anzahlen  der  Werthe,  welche  ^,  y  annehmen  können, 
sind  daher  bezw.  kleiner  als 

und  da  F{^)  die  Anzahl  der  Paare  ^,  y  ist 

Das  Integral  (1)  und  mithin  auch  die  Reihe  (3)  sind  daher 
nach  einem  bekannten  Satz  aus  der  Theorie  der  bestimmten 
Integrale!)  convergent,  so  lange  s  positiv  und  grösser  als 
1  ist.  Es  handelt  sich  um  das  Verhalten  von  S  bei  Annäherung 
von  s  an  den  Grenz werth  1. 


§.  113.    Die   Kronecker'sche   Grenzformel. 
Wir  ordnen  die  Glieder  der  Reihe 


^  (oc,  yy 


1)  Man  findet  diesen,  sowie  die  nachher  zu  benutzenden  Sätze  über 
i^-Functionen  und  Fourier'sche  Reihen  in  jedem  ausführlicheren  Lehr- 
buche der  Integralrechnung.  Vgl.  z.  B.  „Vorlesungen  über  bestimmte  Inte- 
grale" nach  Dirichlet  von  G.  F.  Meyer,  Leipzig  1871,  oder:  Serret, 
Differential-  und  Integralrechnung,  deutsch  von  Harnack,  1885. 
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zunächst  in  der  Weise  an,  dass  wir  die  dem  verschwindenden 
y  entsprechenden  Glieder  absondern  und  von  den  übrigen  je 
zwei,  welche  entgegengesetzten  Werthen  von  x  und  y  entsprechen, 
zusammenfassen. 

So  erhalten  wir: 

(1)  S  =  M.  +  Ns, 
wenn  zur  Abkürzung 

y       X  j 

(2)  M,  =  2^^  _2;^  (Ax^  +  2Bxy+Cyr 

gesetzt  ist.  Der  Werth  iV,  welchen  Ns  für  s  ==  1  erhält,  lässt 
sich,  da  die  Reihe  für  s  =  1  unbedingt  convergent  bleibt,  direct 
bestimmen  und  ergiebt: 

Um  das  Verhalten  von  Ms  für  s  =  1  zu  ermitteln,  zerlegen 
wir  die  Function  t(^^  y)  =  Äx'^  -\-  2B xy  -{-  Cy'^  in  zwei  con- 
jugirt  imaginäre  lineare  B'actoren: 

Äx^  +  2Bxy  +  Cy''  =  ä(x  +  g)iIj)  (x~(D,y\ 
wenn 

(5)         »^  =  ^  +;•  ^,  ,^^-g  +  ^v»' 

so  erklärt  werden,  dass  V m  positiv  ist. 
Hierdurch  wird 

(6)  Ms  =  ^  ^     2:  ^ 


A'  1, CO  -  00,00  (^ + «1  yy  (^  —  ^2  yy 

Nun  ist  nach  einem  bekannten  Satz  aus  der  Theorie  der 
F-Functionen ,  wenn  Ic  eine  beliebige  Grösse  mit  positiv  imagi- 
närem Bestandtheil  bedeutet: 

1  (2  TT) 


i-iky 


0 


worin  die  Potenz  ( —  i  hy  dadurch  eindeutig  erklärt  ist,  dass,  wenn 

7t 

—  ilc  =  Q  &^  gesetzt,  q  positiv  und  der  Winkel  0  zwischen  —  - 

71 

und  -f-  -  angenommen  wird,  ( — ilif  =  Q^e^^  zu  setzen  ist. 
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Ersetzt  man  hierin  ik  durch  die  conjugirt  imaginäre  Grösse 
—  ^Ä;',  indem  man  zugleich  einen  neuen  Integrationsbuchstaben 
rj  wählt,  und  multiplicirt  beide  Gleichungen,  so  folgt: 

CO  00 

(7)    '  -  ^'"^y" 


0  0 

Hierin  setzen  wir  für  />;,  ¥  die  beiden  conjugirten  Factoren 
X  -\-  o-^y^  X  —  09.2  2/  von  '^  und  führen  den  Integralausdruck  (7) 
in  (6)  ein. 

Dadurch  erhalten  wir: 


(8)  M, 


(2^y 


ÄTis)  r( 


^  0        0 


Q^ni \x (? -  »i)  +  y(aji ^  +  0)2 (;)]  {^ ^y  '^  d^dr\. 


Wir  fassen  nun  das  Product  der  beiden  Integrale  auf  der 
rechten  Seite  dieses  Ausdruckes,  welches  wir  zur  Abkürzung 
durch 


(9) 


W  =2  y* /' e2^*'t^(^^-'i)  +  y("'i^'  +  "'-2'i^l(Jt^y-^.(^^c^?^ 


bezeichnen,  als  Dopp^lintegral  auf,  welches,  wenn  |,  r}  als  recht- 
winklige Coordinaten  in  der  Ebene  gedeutet  werden,  sich  über 
den  positiven  Quadranten  des  Coordinatensystems  erstreckt. 

Um  das  Doppelintegral  um- 
zuformen, theilen  wir  den  Inte- 
grationsbereich durch  eine  den 
Winkel  halbirende  Gerade  in  die 
beiden  Theile  I,  II  (s.  die  Fig.  4), 
und  substituiren  im  ersten  Theil 

im  zweiten  Theil: 

Wenn    man    dann,    wie    die 
Figur  andeutet,   zuerst   bei  con- 
stantem  u  in  Bezug  auf  v  integrirt,  so  erhält  man: 

00  00 


00  00 

-\-  I  e-2^i'^«  du  I  c 


.n  iy[—u  (wj  —  w^j  +  v  («»i  +  Wg)  | 
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oder,  wenn  wir  zur  Abkürzung 

setzen, 

00  00 

(11)  W=  fe^''^''''(p^(u)du  +  /'e~2^^'^"(jp_(w)c?tt. 

0  0 

Diese  nach  u  genommenen  Integrale  zerlegen  wir  in  lauter 
solche  Bestandtheile,  deren  Grenzen  die  Reihe  der  ganzen  Zalilen 
sind,  wir  setzen  also,  da  x  eine  ganze  Zahl  ist: 

(12)  J' e^^'''''''(p±(u)du  =  2;  f  e-^'''''''(p±(u)du, 

0  O)'»    V 

V  1 


=  2;     /'    6^i2 Trio; M  g)^  (^^  -[-V)d  U, 
0,00   0 

1 


wenn  wiederum 

(13)  f{ti)=  2J  cp±(:u  +  v) 

0,00 
gesetzt  ist. 

Wenn  wir  nun  zunächst  die  Summation  in  Bezug  auf  x  aus- 
führen, so  können  wir  von  der  Grundformel  aus  der  l'heorie  der 
Fourier 'sehen  Reihen  Gebrauch  machen: 

(14)  i     fe^^''i'"-f(u)du  =  Uf('^)+fa)] 

-CT, 00      0  ^ 

=  ^1Pi(0)+  i   <P±(r'), 

-^  1,00 

und  erhalten  also,  da  nach  (10) 

00 

(15)  9+(0)  =  (p-{0)  z=  (p(0)  =   I  e^^yt;((Oi  +  c«,)  /  M  '     ^^ 

0 
ist,  aus  (11),  (12)  und  (14): 

(16)  2J    W^cp  (0)  +  2J  [cp^  (v)  +  9_  {v)l 

—  t»,QO  1,  00 

Führen  wir  dies  in  (8)  ein,  so  zerfällt  Mg  in  zwei  Theile 

(17)  M,  =  Ps+  Qs. 
wenn 


^•=?fS^i.r'^ 
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gesetzt  wird. 

Nach  (15)  ist,  wenn  wir  für  v  eine  neue  Integrationsvariable 
t  durch  die  Gleichung  _ 

2jiv]/m 

einführen,  und  die  Summation  nach  y  ausführen: 
also : 

(^0)  ^»  -  (4  ^  y-)^  -.  r{sy    J    ef-i 

Hieraus  lässt  sich  der  Grenzwerth  P  leicht  bestimmen.     Es 
ist  nämlich  das  Integral 

0 

da  der  in  der  Klammer  stehende  Ausdruck  für  ^  =  0  und  t  =  cc 
einen  endlichen  Werth  behält,  bis  s  =  1  stetig,  und  hat  daher 
den  Grenzwerth: 

/-'(r^-j)'^*  =  -^'(l)  =  0,5772... 

0 

Zerlegt  man  also  das  Integral  (21)  in  seine  beiden  Bestand- 
theile  und  setzt: 

jV-\-'dt  =  r{2s~-2)  =  %-\y 

0 

so  folgt: 


.0 


und  wenn  man  also  die  Entwickelung  nach  Potenzen  von  s  —  1 

r(2s-i)=  1 +  2r'(i)(s-i)H 

einsetzt 

(22)  Lim    2  f  t''~^dt L_    =  o. 
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Man   erhält   ferner   durch  Entwickelung  nach   Potenzen   von 
s  —  1: 

{2  7ty^Ä'-' 


(23) 


{4:7tVmy'-'r{sy 


SO  class  nach  (20): 


(2  7ty'A'-^      i^  r  P'-Hit        1 


I  ^  I         ^       /  vi  \ 

Vm{s  —  \)        Vw^\       4m  / 

worin  die  noch  folgenden  Glieder  mit  s  =  1  verschwinden. 
Daraus  folgt: 

(25)     Lim  (Ps  -  -r^ \  =  -^  (log  -^  -  2  f  (1)\ 

^     ^  V  Vm(s  —  iy        Vm\   -^  4m  ^  V 

Es  bleibt  noch  der  Bestandtheil  Qs  zu  untersuchen  übrig,  der 
für  s  =  1  einen  endlichen  Grenzwerth  Q  erhält,  den  wir  ohne 
Weiteres  durch  Einsetzen  des  Werthes  s  :=  1  bestimmen  können. 

Es  lässt  sich  nämlich  in  (10),  so  lange  ii  und  y  grösser  als 
Null  sind ,  nach  Einsetzen  des  Werthes  s  n=  1  die  Integration 
ausführen  und  ergiebt  mit  Rücksicht  auf  den  Werth  2^■Vm  von 
Ä((Di  —  (O2): 

(p±(v)  =  ■ -=^-  e2^»y^% 

2  7tV'iny 

worin  cj  =  cji  oder  =  «2  zu  setzen  ist,  je  nachdem  das  obere 
oder  untere  Zeichen  in  (p±  (v)  genommen  wird.  Durch  Aus- 
führung der  Summation  nach  y  folgt  hieraus: 

2J  2J(p±(v)  =  -  -^  2J  hg  (1  -  6'^---), 
1,00  1,00  2  71  V  m  1,00 

und  die  Summe  nach  v  lässt  sich  auf  die  Function  rj  («)  zurück- 
führen, da  nach  §.  21,  (7): 

7t   iü)         y 

71  («)  =  e~^n  (1  —  c2^*"^"') 

1,00 

ist.    Danach  wird,  immer  für  s  =  1, 

2;   E  q>^{v)=-  —-—  [logri((o)  -  — — )• 
1,»  1.00  2  7t  V m  \  AZ  / 
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Führen   wir   dies   Resultat   in    (19)   ein,   nachdem    wir  dort 
s  =  1  gesetzt  haben,  so  ergiebt  sich  der  Grenzwerth  von  Qsi 

(26)  (2  r=r  -  -i  log  71  («i)  n  («,)  —  1^. 

Hiernach  erhalten  wir  aus  (4),  (25),  (26)  die  folgende  Grenz- 
formel,  deren  Ableitung  das  Ziel  dieser  Betrachtung  war: 

^»y  1  7t 

^^^^  Y^r  ^  {Ax^  +  IBxy  +  Ctßy-  (.s_l)Vm 

2jrr(l)    ,      TT     ,       A  2jr         ■    .     .      .     , 

Eine  einfachere  Gleichung  leiten  wir  hieraus  für  die  Function 

'03  4- r 


/G5  +  l\ 


r}(cj) 
ab.     Ersetzen  wir  nämlich  in  (27)  «i,  «2  durch 
«i  +  l         '        ^2  —  1 

also  die  Form 

(28)  i^  =  (Ä,  B,  C) 
durch  die  Form  derselben  Determinante: 

(29)  ,'  =  {2AB-A^^^1^'' 
und  subtrahiren  die  beiden  so  erhaltenen  Ausdrücke  (27),  so  folgt : 

(30)  Lim  fi^l  _  If -1)  =  !£  Zo/i^4/l^. 

Aus  (27)  ergiebt  sich  noch: 

^•y  1  :n[; 

Lim  (8-1)2;—  =  -=, 

v^  KW 

also  nur  abhängig  von  der  Determinante  — m,  nicht  von  der 
besonderen  Form  i\).  Verstehen  wir  also  jetzt  unter  J.,  I?,  C  ganze 
Zahlen  und  lassen  t/^  ein  vollständiges  Repräsentantensystem  der  zur 
Determinante  —m  gehörigen  Formenclassen  durchlaufen,  so  folgt: 

v^  ^^y    1  TT  /^ 

(31)  Lim  (s  -  ij  2:  2;  —  =  -^, 

s  =  1  V  y  m 


wenn  /^  die  zur  Determinante  — m  gehörige  Classenzahl  ist. 
Dabei  kann  man  nach  Belieben  die  Formen  erster  und  zweiter 
Art  zusammenfassen  oder  trennen. 
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Setzen  wir  den  Coefficienten  ^4.  ungerade   und  B  ^  m -\-  1 
(mod  2)    voraus,   so   entsteht   i/;'  durch   Composition    von    ^   mit 
1^0,  also: 
(.32)  ,.         i>'  =  ^il,,,  ■ 

wenn 

(33)  ^.  =  (2,1,^)     oder    =  (2,  0,  f ) 

je  nachdem  m  ungerade  oder  gerade  ist. 

Wenn  m  ^  1  oder  ^  2  (mod  4)  ist,  so  ist  i/^o  primitiv  von 
der  ersten  Art,  und  i\)'  durchläuft  gleichzeitig  mit  t^  ein  voll- 
ständiges Repräsentantensystem  der  Determinante  —  m. 

Wenn  dagegen  m  ^  3  (mod  4)  ist,  so  ist  xi)'  von  der  zweiten 
Art  und  durchläuft  ein  oder  drei  Repräsentantensysteme  von 
Formen  zweiter  Art,  je  nachdem  m^l  oder  e^  3  (mod  8)  ist. 

Bei  der  Bildung  von  tö^,  «2  ist  die  über  A^  B  gemachte 
Voraussetzung  nicht  bindend,  da  die  in  (27)  und  (30)  vor- 
kommenden Summen  ungeändert  bleiben,  wenn  i/^  durch  eine 
äquivalente  Form  ersetzt  wird.  Wenn  i^  ein  vollständiges 
Repräsentantensystem  der  Determinante  —  m  durchläuft,  so 
durchlaufen  «i  und  co^  dieselbe  Werthreihe,  die  wir  als  ein  zur 
Determinante  — m  gehöriges  vollständiges  Wurzelsystem 
bezeichnen  wollen. 

Ist  m  ^  1  oder  ^  2  (mod  4),  so  ergiebt  sich  hiernach 
durch  Summation  der  Formel  (30): 

w^enn  das  Product  77  sich  auf  ein  solches  vollständiges  Wurzel- 
system bezieht.  Dies  Product  auch  für  die  anderen  Fälle  zu 
bestimmen,  wird  unser  nächstes  Ziel  sein. 


§.  114.     Die  Normen  der  Classeninvarianten  /(oj). 

Wir  lassen  co  ein  vollständiges  Wurzelsystem  von  zur  Deter- 
minante —  7n  gehörigen  Classen  erster  Art  durchlaufen,  und 
setzen  voraus,  dass  in  der  Form  (Ä^  i?,  C),  deren  Wurzel  a  ist, 
Ä^  C  ungerade ,  A  relativ  prim  zu  m-  sei ;  dann  sind  nach  §.  93 
die  24ten  Potenzen  von  f{co)  Classeninvarianten  und  ihre  Norm 
ist  eine  Potenz  von  2. 
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In  einer  ambigen  Classe  giebt  es  stets  einen  Repräsentanten 
von  einer  der  beiden  Formen: 

(Ä,  0,  C),    (Ä,  B,  A\ 
worin  A  ungerade  vorausgesetzt  werden  kann  i).    Im  ersten  Falle 
ist  03  rein  imaginär  und  folglich  [§.  21,  (10)]: 

/(ö),    /i(a9),    /2(g3) 
reell  und  positiv ;  im  zweiten  Falle  sind  o  und  1 :  a  conjugirt  ima- 
ginär, folglich: 

reell  und 

/,(.)  =  /,(-!),  /,(„)=/,(_!) 

conjugirt  imaginär,  und  nach  der  Formel /(o)/i(Gj)/2(a))  =  V2 
ist  auch  hier /(ca)  positiv. 

Wir  können  also  den  Repräsentanten  {A^  B,  C)  immer  so 
gewählt  annehmen,  dass  J.  und  C  ungerade  sind  und  dass/(a3) 
für  eine  ambige  Classe  reell  und  positiv  wird;  repräsentiren  wir 
ferner  zwei  entgegengesetzte  Classen  durch  (J.,  ±  B^  C\  so  sind 
die  entsprechenden  Werthe  von  f{co)  conjugirt  imaginär,  ihr 
Product  daher  positiv,  und  es  folgt  also  nach  diesen  Bestimmungen, 
dass  das  Product 

einen  positiven  reellen  Werth  hat,  der  eine  Potenz  von  2  ist. 
Wir  setzen,  indem  wir  mit  h  die  Anzahl  der  primitiven  Classen 
erster  Art  bezeichnen,  diese  Potenz  =  2^*,  so  dass 

(1)  ^^^  =  1- 

Es  wird  unsere  Aufgabe  sein ,  diesen  .Exponenten  t  zu  be- 
stimmen. Wir  schicken  aber  noch  folgende  Bemerkung  voraus, 
die  dieser  Aufgabe  ein  erhöhtes  Interesse  verleiht. 

In  Folge  der  Gleichung  [§.  49,  (8)] : 

(2)  /(„)24_y^(0,)/(«)8_    16   =   0 


1)  Vgl.  Dirichlet-Dedekind,  §.  58,  §.  66.  Die  Form  (-4,-^-^,  C^ 
bei  geradem  A  und  ungeradem  C  ist  äquivalent  mit  (  0,  —  —  A,  Aj  und 
äquivalent  mit  fc,  C~  —  A,  c\ 
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ist,  wenn  (o  die  Wurzel  einer  zur  Classe  1:  gehörigen  Form  der 
Determinante  — m  ist, /(cö)  eine  ganze  algebraische  Zahl, 
und  da  f(coy  in  (2)  auch  durch  — /^  («)%  — /2  (t^^)-  ersetzt 
werden  kann,  so  sind  auch  /i(cl)),  /^  («)  ganze  algebraische 
Zahlen.     Mithin  ist  es  auch 

Ist  p  eine  ungerade  Primzahl,  von  welcher  — m  quadratischer 
Rest  ist,  und  j)  durch  die  Formen  der  Classe  l  (der  Determinante 
—  m)  darstellbar,  so  ist  bei  passender  Bestimmung  von  c  nach 
.§.  108: 

C  4-(D 

p 

die  Wurzel  einer  zur  componirten  Classe  llv  gehörigen  Form, 
und  es  kann  (wenn  nicht  gerade  p  =  S  ist),  c  durch  48  theilbar 
angenommen  werden.     Setzen  wir  also: 

so   ist  sowohl  UV  als  2:uv   eine   ganze   algebraische  Zahl. 
Wenn  wir  dalier  nach  §.77 


—  (u  vy  +  ( — )  - — - 


Ä 

setzen  (wo  jetzt  J_,  B  natürlich  nicht  zu  verwechseln  sind  mit 
den  Coefticienten  der  quadratischen  Form),  so  ist  B  eine  ganze 
algebraische  Zahl,  und  nach  §.  77,  (14)  ist  Ä  die  Wurzel  einer 
algebraischen  Gleichung,  deren  Coefticienten  ganze  algebraische 
Zahlen  sind.  Es  ist  also  Ä  ebenfalls  eine  ganze  algebraische 
Zahl  (§.  59,  3). 

Da  aber  die  beiden  Quotienten  u^ :  v^  und  v'' :  if  die  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichung 

x^  —  Äx  +  l  =r  0 

sind,  so  folgt,  dass 

u  1      V 

—     und     — 

V  u 

^anze  Zahlen,  und  da  sie  zu  einander  reciprok  sind,  Ein- 
heiten  sind. 

Weber,  olliptisclie  Functionen.  gQ 
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Zwei  ganze  algebraische  Zahlen,  von  denen  sich  die  eine 
von  der  anderen  nur  durch  einen  Factor  unterscheidet,  der  eine 
Einheit  ist,  heissen  associirte  Zahlen,  und  es  sind  also  u  und 
V  associirte  Zahlen. 

Da  man  nun  nach  §.  108,  4.  durch  wiederholte  Compositionen 
mit  Glassen  l  (durch  welche  Primzahlen  darstellbar  sind)  von 
jeder  Classe  h  zu  jeder  anderen  Classe  ¥  derselben  Determinante 
gelangen  kann,  und  da  zwei  mit  einer  dritten  associirten  Zahl 
unter  einander  associirt  sind,  so  haben  wir  den  Satz: 

Setzt  man  für  co  die  h  Wurzeln  der  Formen  erster 
Art  eines  Systems  von  Repräsentanten  der  Determinante 
—  m,  so  sind  die  h  Zahlen /(co)  unter  einander  associirt; 
und  daraus  nach  (1)  unmittelbar  den  merkwürdigen  Satz,  der 
sich  leicht  an  allen  Beispielen  bestätigen  lässt: 

/(co)  :  2'^  ist  eine  ganze  Zahl  und  zwar  eine  Einheit. 

1.  Die  Bestimmung  der  Exponenten  r  ist  durch  elementare 
Hiilfsmittel  möglich,  wenn  m  ^  1  oder  ^  2  (mod  4)  oder  m  ^  3 
(mod  8). 

Machen    wir    in    der    Gleichung    mit    ungeraden    äusseren 

Coefficienten 

Am'  +  2Bo  +  C  =0 

mit  der  Determinante  JB^  —  Ä  C  =  —m  die  Substitution 

co'  —  l        ,  «4-1 


CO  =  — r-T— r,      CO    —    — 


Cj'-i-V      ^  03  —  1 

SO  erhalten  wir  die  Gleichung 

welche  gleichfalls  die  Determinante  — m  hat  und   worin,  wenn 

w  ^  1  oder  ^  2  (mod  4)  ist,   die  beiden  äusseren  Coefficienten 

ungerade  sind;  denn  es  ist: 

für  m  =  1  (mod  4),    i?  =  0  (mod  2),    J.  +  (7  ^  2  (mod  4), 

für  m  =  2  (mod  4),     B  =  \  (mod  2),     J.  -[-  C  =  0  (mod.  4). 

Daraus  folgt,  dass 

/Hund/g-^), 

von  24sten  Einheitswurzeln  abgesehen,  dieselbe  Werthreibe  durch- 
läuft, also: 


^f^-^f&^- 


'•® 
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andererseits  ist  aber  [§.  29,  (18)]: 

woraus  sich  ergiebt: 

(3)  ^  =  T'     ^*  =  1^  2     (mocl  4), 

in  Uebereinstimmung  mit  dem  Resultat  des  vorigen  Paragraphen 
[§•  113,  (34)]. 

2.  Ist  sodann  m  ^  3  (mod  8),  so  lassen  sich,  wie  wir  im 
§.  89  gesehen  haben,  die  Functionen /(ca)  zu  je  dreien  zusammen- 
stellen, die  aus  einer  und  derselben  Form  zweiter  Art  hergeleitet 
sind.  Die  Formeln  §.  89,  (10)  zeigen,  dass,  wenn  co'  die  Wurzel 
einer  Form  zweiter  Art  ist,  diese  drei  Werthe  folgende  sind 
[vgl.  §.  93,(13)   und  §.  29]: 

deren  Product  =  2  ist.     Hiernach  ist: 

J7/(«)  =  2i", 
also 

(4)  ^=^17'      ^^^  =  3    (mod  8). 

o 

3.  Für  den  Fall  m  ^  7  (mod  8)  können  wir  den  Werth  von 
r  auf  diesem  einfachen  Wege  nicht  bestimmen.  Es  ist  dazu  die 
im  vorigen  Paragraphen  abgeleitete  Grenzformel  erforderlich. 
Zunächst  behandeln  wir  die  beiden  Fälle  m  ^  3  (mod  4)  gleich- 
massig  und  setzen,  wenn  tjj  und  ij)'  je  eine  zur  Determinante  — m 
gehörige  Form  erster  und  zweiter  Art  bedeutet: 

worin  ^,  y  alle  ganzzahligen  positiven  und  negativen  Werthe  mit 
Ausnahme  von  0,  0  durchlaufen.  Die  Summe  S'  zerlegen  wir  in 
vier  Partialsummen  Sqo,  Ä,  S'iq^  S'iu  so  dass  ^,  ^  in  Sqo  nur 
geradzahlige,  in  ^n  nur  ungeradzahlige  Werthe  durchlaufen, 
während  in  S'io  ^  die  ungeraden,  y  die  geraden  Zahlen  durch- 
läuft, und  umgekehrt  in  S'oi.     Wir  können  dann  setzen: 

30* 
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(5)    s'+2Soo  =  (Sm+sy-f  (s;„-fs;o)  +  (Su+s;„). 

Ersetzen  wir  nun: 

in     >S'oo  ^,  tj  clurcli     Ix,  2?/, 

?,      /S'oi  +  ^00  X,  y  „         2  ^,  y, 

5,      >S'lo  +  ^00  X,  ^  „           a;,  2  ?/, 

„      aS'oo  +  >5u  ^,  ^  „    •'^'— ^,     ^4-2/, 

so  sind  die  neuen  ^,  y  keiner  Beschränkung  mehr  unterworfen, 

und  es  ergiebt  sich,  wenn  wir 

^'  =  (2Ä,  B,2C)^-  2(Ax-^-l-Bxy+  Cy% 
1^2  =  {A,  B,  4  C), 

^3  =  (^i  +  i?+  c;  c-yi,  ^-7i  +  r;) 


(G) 


setzen 


(7) 


4. 

S'm 

==  .S' 

'S^Ol 

+ 

^00 

-s 

1 

«Slo 

+ 

^00 

-  s 
1 

Sio  +  /Sn  =  2;  t/.- 

Setzen  wir  ^  als  ungerade  voraus,  und  lassen  ^'  ein  voll- 
ständiges Repräsentantensystem  von  Classen  zweiter  Art  durch- 
laufen, so  durchlaufen,  falls  w  ^  3  (mod  8)  ist,  1/^1,  '^2-,  ^3  zu- 
sammen ein  vollständiges  Repräsentantensystem  von  Classen 
erster  Art.  Ist  dagegen  m  ^  1  (mod  8),  so  durchläuft  1/^2  ein 
vollständiges  Repräsentantensystem  der  Classen  erster  Art,  -j^^ 
und  i/-'3  je  ein  vollständiges  Repräsentantensystem  der  Classen 
zweiter  Art  [§.  108,  8.].  " 

Daraus  aber  folgt  nach  (5): 

(l  +  -^\2JS' ^Z:S,     m  =  3     (mod  8),. 

(1  +  -^  — -^\  US' ^  2JS,     m~l     (mod  8). 

Die  Summation  der  Formel  (30)  des  vorigen  Paragraphen 
über  ein  vollständiges  Repräsentantensystem  ^  ergiebt  nun: 

worin  £  =  3  oder  1  ist,  je  nachdem  m  ^  3  oder  ^  7  (mod  8), 
und  daraus  auf  Grund  von  (8): 
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Lim  (4-^  +  2  ~  3.2^)2:  S  ^--  -7=  log  77  ^^,  m  e^  3  (mod  8), 
6-  =  i  Vni  w  2 

Lim  (4-^  4-  2  —  3  .  20  i:  >S  r.r.  -^i  7or/  77  -^ ,  ;;^  e^  7  (mod  8). 
s  - 1  1/  y;^  y  2 

Es  ist  aber  [§.  n3,  (31)]: 

^'            7r/^       ..      4^-1-2  —  3.2«         ^,     ^ 
__^^.      Lim   =z  lloti^. 

Vm 

also: 


Lim  (s  —  1)  2;  >S  =  — =^,     Lim  -^ —  =  2  /ory 


log  77  --^i^  =  0,     m  =  3     (mod  8), 

(10)  r.  ^ 

log  77  -^^  =  0,     m  =  7     (mod  8).      ^ 

Die  erste  dieser  P'ormeln  giebt  das  bereits  auf  andere  Weise 
abgeleitete  Resultat;  die  zweite  giebt  das  neue: 

(11)  ^  ==  y     w  =  7     (mod  8). 

4.  Es  bleibt  noch  übrig  die  Bestimmung  von  r  in  dem  Falle, 
wo  m  durch  eine  höhere  Potenz  von  2  theilbar  ist.  Um  auch 
noch  diese  Bestimmung  auszuführen,  sei 

(12)  m  =  ^m\ 

und    es    durchlaufen    «'  und  cö  ein    zu  den    Determinanten  — ])\! 
und  —  m  gehöriges  vollständiges  Wurzelsystem. 
Nach  §.  90  gehören  aber  die  beiden  Werthe 

1     «' 
2  G9      und     — 

zur  Determinante  —  m  und  sind  die  Wurzeln  der  Formen 

(13)  (^,  21?,  4C),    (4^,  2  2?,  C), 

wenn  w'  die  Wurzel  der  Form  (J_,  75,  C~)  ist,  worin  ^  und  C 
ungerade  angenommen  sind  (§.  93).  Da  in  den  beiden  Formen  (13) 
der  letzte  und  der  erste  Coefficient  gerade  sind,  so  ist  für /(«) 
zu  setzen: 

/>(2»'),    /.(^) 


und  da  (§.  29): 
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/,(»')/.(<«')/(»')  =  1/2, 
SO  folgt,  wenn  W  die  zur  Determinante    —  m'    gehörige  Classen- 
zalil  ist: 

77/(0,)  =  nf,  i2.')f.  (f)  =  jTfjSiUW-)  =  V2'"iT/(a,'). 

Es  ist  aber  die  Classenzalil  für  die  Determinante  —  m  (§.  90) : 

/i  =  2  h\ 

so  dass  sich  ergiebt,  wenn 

nf{(o')  ==  2'^'^',     nf(co)  =  2''^ 
gesetzt  ist: 

(14)  ■  -  =  |^  +  {^ 

eine  Formel,  die  auch  noch  für  m'  =  1  gilt,  wo  h'  =  h  und  die 
beiden  Werthe  2  m'  und  co' :  2  äquivalent  sind. 

Durch  wiederholte   Anwendung   dieser  Formel   ergiebt   sich, 
wenn 

m  =  4:^  in' 

ist,  für  ein  beliebiges  positives  X: 

__  jr^    ,    j_ 1_ 

^         2^     ''  Y  '      2^'  +  i* 
Fassen  wir  das  hiermit  Bewiesene  zusammen,  so  können  wir 
sagen,   dass  folgende  Grössen  algebraische  Einheiten  sind: 

•^\    m=l,  2    (mod4), 

4S^,    m=S,       (modS), 
l/'2 


V2 


,     w  ^  7,       (mod  8), 


•^     ^ — ,     on  =  4^m',     9j/  ^  1:  2     (mod  4), 


22        2^-  +  2 


^n  rrr  4^"  ^/^',     m'  ^  3     (mod  8), 


9^5  ö 


2^ 


•^^,     m  =  4^m',     -m'  =  7     (mod  8) 
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§.115.     Partial normen   von  f  {(o). 

Wir  machen  von  der  Grenzformel  des  §.  113  noch  eine  An- 
wendung auf  die  Bestimmung  des  Productes: 

welches  sich  nur  iiher  die  Wurzeln  03  der  Formenclassen  eines 
Geschlechtes  erstreckt.  Wir  beschränken  uns  dabei  aber  auf 
die  Annahme,  dass  m  keinen  quadratischen  Theiler  habe,  und 
dass  m  ^  1  oder  ^  2  (mod  4)  sei. 

Wir  bezeichnen  mit  C\},  einen  der  Charaktere  der  durch  ^ 
repräsentirten  Formenclasse  und  bilden  nach  §.  113,  (30)  die 
Gleichung: 

(1)         r.m  L  C.,{l  _,  _  Z  ^)  ^  ^  2.  C.log  •/__, 

worin  sicli  die  Summen  auf  sämmtliche  Formenclassen  der 
Determinante  — m  erstrecken,  und  auf  der  rechten  Seite  davon 
Gebrauch  gemacht  ist,  dass  entgegengesetzte  Classen  dieselben 
Charaktere  haben. 

Ist  der  erste  Coefficient  A  von  i\)  relativ  prim  zu  2m,  so 
kann  man  (§.  105)  immer  einen  ungeraden  Divisor  m"  von  m  so 
bestimmen,  dass 


und  da  7^'  aus  (/-•  und  i^^  [§.  113,  (32),  (33)]  zusammengesetzt  ist: 

2  \  /  .4  \         /  2 


^■"  =  &  fe)  =  fe)  ^•" 


Danach  ergiebt  die  Formel  (1) 


(2)  V'»  Va 


und  es  kommt  darauf  an,  unter  der  Voraussetzung,  dass  m"^3 
oder  ^  5  (mod  8)  ist,  den  Grenzwerth  rechts  zu  bestimmen. 

Dazu  müssen  wir  die  Summen  zunächst  so  umformen,  dass 
xjj  nur  noch  solche  Werthe  annimmt,  die  zu  2  m  theilerfremd 
sind.     Um  diesen  Zweck  zu  erreichen,  verstehen  wir  unter  r  eine 
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in  2  m  aufgellende  Primzahl,  und  nehmen,  da  wir  t/,'  ==:  ( J.,  i?,  C) 
durch  jede  äquivalente  Form  ersetzen  dürfen,  A  durch  r  nicht 
theilbar,  dagegen  B  ^  m  (mod  r)  und  folglich  C  durch  r,  aber  nicht 
durch  r2  theilbar  an.  ip(x^y)  ist  also  dann  und  nur  dann  durch 
r  theilbar,  wenn  x  durch  r  theilbar  ist.  Deuten  wir  durch  2J^^V~* 
an,  dass  i^  alle  und  nur  solche  Werthe  annimmt,  welche  durch  r 
nicht  theilbar  sind,  so  ergiebt  sich  hieraus: 

wenn 

C 

(4)  n^' ==  Ärx'- -{- 2Bxy  ^-^  -y'\ 

Es   ist   also   xl^'   ebenfalls    von    der   Determinante    —  m   und 
entsteht  durch  Composition  von  tp  mit 

(5)  (no,?;^) 

oder,  wenn  r  =  2  und  m  ungerade  ist,  mit 

und  durchläuft  daher  gleichzeitig  mit  ip  ein  vollständiges  Repräsen- 
tantensystem der  Determinante  — m. 

Bezeichnen  wir  daher  mit  t  den  Charakter  C^  für  die  Form 

(5)  oder  (G),  also,  m  =  m'  m"  gesetzt. 


r 


wenn  r  in  m'  aufgeht. 


M 

r     \  /m'm"r-^\  /+?^'' 

ju"  r-y  \       r       )        V    ^ 
(7)  wenn  r  in  m"  aufgeht,  und  das  obere  oder  das  untere 

Zeichen  gilt,  je  nachdem  m"  ^  5  oder  ^  3  (mod  8) 
(nach  dem  Pieciprocitätsgesetz  der  quadratischen 
Reste), 

£  =  —  1 ,  wenn  r  ::^  2, 
so  ergiebt  sich  aus  (3): 

da   die   Gesammtheit   der  xp'   mit  der  der  ^   übereinstimmt.     Es 

wird  daher: 

1/' 

(8)  .     2:a„2j^:^-'^"'^   * 


^'  1  —  £r 
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Dieselbe  Betrachtung  ist  auch  anwendbar,  wenn  in  Zl'i\)~^ 
bereits  die  Theilbarkeit  von  ^  durch  einige  Primzahlen  aus- 
geschlossen ist,  und  wenn  man  daher  das  in  (8)  ausgedrückte  Ver- 
fahren nach  und  nach  auf  alle  in  2  m  aufgehenden  Primzahlen 
anwendet  und  durch  2^'*^V~"*  andeutet,  dass  ^  nur  solche  Wertbe 
annehmen  soll,  die  relativ  prim  zu  2m  sind,  so  folgt: 

(9)  //(l  -  .r-  0  I  c,  2:  -^.  =  2:  c,2:^'^  i  • 

Nach  einer  Formel  von  Dirichlet,  die  wir  hier  nur  an- 
führen 1),  ist  aber: 

^     ^  -i//  \m"J  n'      \    n   J  \m'  J  n^ 

worin  n  die  Reihe   der   positiven   Zahlen   durchläuft,   die   relativ 
prim  zu  2  m  sind. 

Die  beiden  Summen  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
lassen  sich  auf  Grund  des  Peciprocitätsgesetzes  der  quadratischen 
Reste  in  folgende  Form  setzen,  worin  wie  vorhin  die  oberen 
Zeichen  gelten,  wenn  m"  ^  5  (mod  8),  die  unteren,  wenn  m"  ^  3 
(mod  8): 


n    J  n^  \    11    y  n*" 

In  diesen  beiden  Summen  durchläuft  n  die  Reihe  der  posi- 
tiven Zahlen,  welche  relativ  prim  zu  2  m  sind.  Wir  wollen  nun 
mit  r\  r"  die  ungeraden  Primzahlen  bezeichnen,  welche  in  m\  m" 
aufgehen,  und  in  der  ersten  und  zweiten  der  beiden  Summen  (11) 
noch  diejenigen  Glieder  beifügen,  in  welchen  n  resp.  durch  r' 
oder  r"  theilbar  ist.  Bezeichnen  wir  die  so  verstandenen  Summen 
durch  2j^^\  so  erhalten  wir  auf  ähnlichem  Wege,  wie  wir  die  Formel 
(8)  gewonnen  haben : 

V    n    J  71'  L         V    r'    Jr''\         \    n    J  n'' 

\    n    J  n'  L        V   r"  )  r"')        \    n   J  >^«' 

also  nach  (9)  und  (10): 

(13)      (1  +  1^  2:  C,2J  1-  ^  22:^«^  (^^\  1  E^^  (±^^\  1, 


1)  Dirichlet-Dedekind,  Zahlentheorie,  §.  125,  S.  325. 


m"E^3 

(mod  8), 

m"~h 

(mod  8), 

m"  =  3 

(iTQod  8), 
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und  in  der  ersten  und  zweiten  Summe  der  rechten  Seite  durch- 
läuft n  die  Reihe  der  positiven  Zahlen,  die  relativ  prim  zu  2  m", 
2  m'  sind. 

Die  Grenzwerthe  dieser  Summen  für  s  =  1  lassen  sich  aber 
finden  durch  die  Dirichlet'schen  Formeln  für  die  Classen- 
zahlen  1).  Danach  ist,  wenn  wir  mit  K{— D)  die  Anzahl  der 
Classen   der  Determinante  D   bezeichnen,   mit   der   Bestimmung, 

dass  ^(1)  =  -  sei: 

Umi:^'i^^\^  =^SlzL£}iog{T-^üV^')    m"^h    (mod  8), 

_  %K{m") 
2  Vnir 

LimW^l  =  !^^(£) 
s  =  i        \    n   J  n'  2  Vm' 

2  Viu 

worin  T,  U  die  kleinsten  positiven  Lösungen  der  Pell'schen 
Gleichung 

T'  -  m"  ü'  =  1     oder     T'  -  m'  U'  =  1 
bedeuten.     Hiernach  erhält  man  aus  (2)  : 

=:  K{m')  K{-m")  hg  (T+  üV^%  m"  =  5    (mod  8) 

=r  K{-m')K(m")lo(j(T+  UVm%  m"  =  3. 

Wenn  man  diese  Formeln  für  alle  ungeraden  Factoren  m" 
von  m,  d.  h.  für  alle  Charaktere  bildet,  und  die  erhaltenen  Re- 
sultate addirt,  so  erhält  man,  da  die  Summe  aller  Charaktere 
für  ein  und  dieselbe  Form  immer  dann  verschwindet,  wenn  die 
Form  nicht  dem  Hauptgeschlecht  angehört,  auf  der  linken  Seite 

6  q  Jon  -~~-   At-^  •  •  • 

wenn  g  die  Anzahl  der  Geschlechter,  also  eine  Potenz  von  2, 
deren  Exponent  gleich   der  Anzahl  der  in  m  aufgehenden   unge- 


1)  Dirichlet-Dedekind,  §§.  96,  99. 


[§.  115.]  Partialnormcn  von  /(w).  475 

raden  Primzahlen,  und  «,  w',  .  .  .  die  Wurzeln  der  Formen  des 
Hauptgeschlechtes  sind. 

Um  das  Product  der  Classeninvarianten  für  ein  anderes  als 
das  Hauptgeschlecht  zu  bilden,  hat  man  die  Formel  (14)  vor  der 

Summation  mit  (— t/)  zu  multipliciren ,    wenn  Aq    eine   beliebige, 

zu  2  m  theilerfremde  und  durch  eine  Form  des  betreffenden 
Geschlechtes  darstellbare  Zahl  bedeutet,  oder  man  hat  in  den- 
jenigen der  Formeln  (14)  das  Zeichen  der  Quadratwurzel,  Vm", 

Vni'  zu  ändern,  für  welche  (— S7)  =  —  1  ist. 

Die  Anwendung  der  Formel  (14)  verlangt  die  Kenntniss  der 
Classen zahlen  positiver  und  negativer  Determinanten  und  der 
Zahlen  T,  U.  Die  Classenzahlen  sind  in  weitem  Umfange  von 
Gauss  berechnet  und  aus  seinem  Nachlass  im  zweiten  Bande 
der  Werke,  Ste  450  bis  476  veröffentlicht.  Für  die  Lösungen  T,  U 
der  Peir sehen  Gleichung  enthält  Legendre's  „Theorie  des 
nombres"  eine  Tabelle. 

Es  existiren  63  negative  Determinanten  von  der  Eigenschaft, 
dass  in  jedem  Geschlecht  nur  eine  Classe  enthalten  ist;  dass  es 
nicht  mehr  giebt,  selbst  dass  die  Zahl  nur  eine  endliche  ist,  kann 
freilich  bis  jetzt  nur  durch  Induction  geschlossen,  nicht  loewiesen 
werden  1).  Die  Mehrzahl  dieser  Determinanten  ist  e^  — 1,  — 2 
(mod  4)  und  ohne  quadratischen  Theiler  oder  ^  8  (mod  16). 

Für  die  ersteren  lassen  sich  die  Classeninvarianten  nach 
der  Formel  (14)  vollständig  berechnen,  und  eine  ähnliche  Formel, 
auf  deren  Bildung  wir  hier  nicht  eingehen  wollen,  führt  auch  für 
die  durch  8  theilbaren  Determinanten  zum  Ziel. 

Für  die  vereinzelten  Determinanten  dieser  Art,  die  hierher 
nicht  passen,  lassen  sich  die  Classeninvarianten  f(co)  nach  einer 
der  anderen  Methoden  berechnen  2). 

Um  an  einem  einfachen,  leicht  zu  übersehenden  Beispiele 
die  Bechnung  durchzuführen,  wählen  wir  m  =  105  =  3.  5.  7. 
Wenn  wir  die  Werthe  von  m'\  die  ^  +;  1  (mod  8)  sind,  weglassen, 
da  diese  in  der  Summe  der  Formeln  (14)  keinen  Beitrag  geben, 
so  haben  wir: 


1)  Euler,   Nouv.  Mem.  de  ]'Ac.  de  Berliu  1876,  p.  338.     Gauss,  Disq. 
ar.  art.  303. 

2)  Vgl.    des    Verfassers    Abhandlung:     „Zur    complexen    Multiplication 
elliptischer  Functionen".    Mathematische  Annaleu,  Bd.  23. 
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r,i"  z=    3,       5,     21,     35, 
m'  r=  35,     21,       5,       3 
zu  setzen  und  erhalten,  da  </  =  8  ist: 

48  Jog-^^^-}'"'^  ^  K{21)  K(-'o)    %  (2'+ ül/s), 

+  ^^5)    Ki-2r)loy(T+Vyn\ 

+  K{n)    A-(-35)7o;/(r+f/V35), 

+  K(35)  Ki-'6)    log(T+U]/z). 
Es  ist  aber 

X(+5)=:2,    ^(+21)  =  4,    ii(+35)  =  6,    7q-f3)=l, 
75:(—  5)  =  1,    K(—  21)  r=  2,    K(—  35)  =  4,    Ji(—  3)  =  2, 

wie   man    aus   den    Gauss 'sehen    Tafeln  oder    hier   auch   leicht 
durch  directe  Abzahlung  findet. 

Ferner  ist  nach  den  Legendre' sehen  Tafeln: 

T+oyi  =.(2  +  v5)^ 

T  +  UVn  =  55  +  12  V2I  =  (3V'3  +  21/7)^  =  (Vl±yiJ, 
T  +  f/ V55  =    6  +  V¥o       =  i  (V  5  +  V  7)^ 

T+ 771/3    =    2  +  V3        =i(l+y3)^ 
also 

^f^(2+V5)^(3V3  +  2y7y(6+V35)(2  +  V3)l 


§.  116.     Berechnung  einiger  weiterer  Classeninvarianten. 

Nächst  denjenigen  Determinanten,  bei  welchen  in  jedem 
Geschlecht  nur  eine  Formenclasse  vorkommt,  die  wir  im  vorher- 
gehenden Paragraphen  betrachtet  haben,  geben  die  einfachsten 
Resultate  die,  welche  in  jedem  Geschlecht  zwei  Formenclassen 
enthalten,  und  unter  diesen  wieder  die,  bei  welchen  nur  zwei 
Geschlechter  vorkommen.  Die  Classeninvarianten  für  diese  Deter- 
minanten —  m  sind  die  Wurzeln  quadratischer  Gleichungen,  deren 
Coefficienten  nur  eine  Quadratwurzel  enthalten.  Wir  betrachten 
hier  diejenigen   unter   diesen  Werthen   von  m,  welche  ^  1  oder 
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^  2  (mod  4)  sind,  die  nach  der  Gauss' sehen  Tafel  die  fol- 
genden sind: 

m  ^  14,  34,  46,  82,  142  ^  ±  2    (mod  16), 
m  =r  17,  49,  73,  97,  193  ^  1    (mod  8). 

Die    Formenclassen    des    Hauptgeschlechts    können   in 
diesen  Fällen  repräsentirt  werden  für  ein  gerades  m  durch 

(1)  (1,  0,  m),     (2,  0,  I), 

für  ein  ungerades  m  durch 

(V  (1,  0,  m),    (2,  1,  '^^^) 

von  denen  die  letztere  äquivalent  ist  mit 

^^^  V      2      '  2  ,    '  2      / 

Für    die    Formen   (1)    sind    nach    §.   94,    YII.    die    Classen- 
in  Varianten 

/.(l/^^/     und      ^     fi^'^'1  -        ^  rS    29^ 

"~T2~"  """'^  72^^v-2-;  -J^iy^^  (§•  ''^ 

und  für  die  Formen  (2),  (3)  (§.  94,  IV.) 

und  nach  §.  114  sind  dies  ganze  algebraische  Zahlen. 
Setzen  wir  also,  entsprechend  den  beiden  Fällen: 

so  ist 

X  A 

'     X 

eine  ganze  algebraische  Zahl,  welche  nur  eine  Quadratwurzel 
enthält,  und  aus  §.106  erhalten  wir  Aufschluss,  welche  Quadrat- 
wurzel darin  vorkommt. 

Es  ist  V2,  wenn  m  ^  6  (mod  8)  ist,  also  für  m  ==  14,  46,  142, 

— ,   wenn    m  ^  2    (mod  8)   ist,  also   für   m  =  34,  82,  ferner 

Vm  im  Fall  eines  ungeraden  m  (mit  Ausnahme  von  m  =  49,  wo 
i/7  an  die  Stelle  tritt). 


V 
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Setzen  wir  also 
(5)  X  +--=a-\~h  Vp, 

so  sind  a,  h  rationale  Zahlen,  welche  höchstens  den  Nenner  2 
haben.  Es  müssen  aber  auch  a  und  h  positiv  sein.  Denn  ändern 
wir  in  (5)  das  Vorzeichen  von  Vj9,  so  entsteht  eine  andere  qua- 
dratische Gleichung,  deren  Wurzeln  die  zum  zweiten  Geschlecht 
gehörigen  Classeninvarianten  sind,  und  die  daher  conjugirt 
imaginär  sind,  während  die  Wurzeln  von  (.5)  reell  sind.  Daraus 
ergiebt  sich  die  Grössenbestimmung : 

(a  +  l  V^)^  >  4  >  (a  -  i  Vl^\ 

also  müssen  a  und  h  gleiches  Zeichen  haben.  Da  aber  x  nach 
(4)  positiv  ist,  so  müssen  a  und  h  beide  positiv  sein. 

Um  a  und  h  wirklich  zu  finden,  braucht  man  nur  den  Aus- 
druck auf  der  linken  Seite  von  (5)  nach  (4)  auf  wenige  Decimalen 
zu  berechnen,  wobei  es  weitaus  hinreichend  ist, 

7t  y  m 

f{y  -m)  =f,{\/  —  m)  =  e^^r- 

zu  setzen,  und  die  so  gefundenen  Decimalen  mit  den  Decimalen 
von  Vp  zu  vergleichen,  um  alsbald  h  und  sodann  a  zu  erhalten. 
Die  Rechnung  ist   überaus  einfach  und  giebt  folgende  Resultate: 


7)1  r=:  14, 


+  ^^^+^^' 


m  =17,       ^  +  -  =  — -^ 

1    1         3 +VT7 
m  =34,       X  -\-  -  ^=  — — 

m  =  46,       ^  +  -  =  3  +  V  2, 

X 

m  =  49,       X  +  -  =  2  +  V7, 

X 


m  =  73,       X  -] 


1         5+V73 


X  2 


oo  1     1         15+1/41 

m  =  82,       ^  +  -  = 2 
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,1         9+1/97 
m  =  97,       X  ~\ =  — 4r , 

m  -=  142,     ic  +  i  =  9  +  5  1/2, 

X 

m  =  193,     X  +  -  =zU  +yi93  i). 


1)  In  meiner  Abhandlung  „Zur  Theorie  der  complexen  Multiplication 
elliptischer  Functionen".  Mathematische  Annalen,  Bd.  33,  S.  390  ist  die 
letzte  Formel  nach  einer  brieflichen  Mittheilung  von  Greeuhill  unrichtig 
angegeben. 


S  echs  zehnter    Abschnitt. 

Theilung"   der   elliptisclien   Functionen  mit 
sinffulären  Moduln. 


§.  117.     Die  complexe  Miiltiplication  der  elliptischen 
Functionen. 

Wir  kehren  zu  unserem  Ausgangspunkte  im  §.  86  zurück,  um 
zu  untersuchen,  in  welcher  Weise  sich  die  complexe  Multiplication 
der  elliptischen  Functionen  gestaltet,  wenn  der  Modul  dieser 
Functionen  einen  der  singulären  W^erthe  erhält. 

Wenn  c3,  wie  im  §.  86,  einer  ganzzahligen  quadratischen 
Gleichung  mit  negativer  Discriminante  genügt: 

(1)  Äa^  +  Bco  +  C  =0, 

worin  Ä  positiv,  A^  B,  C  ohne  gemeinsame  Theiler,  und 

(2)  —  zl  =:  B""  —  4:ÄC  =  —  m     oder    —4m 
gesetzt  ist,  je  nachdem  B  ungerade  oder  gerade  ist,  so   nehmen 
wir   zwei   beliebige   ganze   Zahlen  x,  y^  welche  nur  an   die  Be- 
dingung (18),  §.  86,  d.  h.  daran  gebunden  sind,  dass 

,  .  _  y  —  ix'Vzl  __  y  4-  ixY^ 

(^;  ^  — 2      '  ^  ~~       2 

ganze  algebraische  Zahlen  sind,  und  setzen 

(4)  Äx  =  b,     Bx  ^=  a  —  S,     Cx  =  —  c,     ?/  ==  «  -|-  Ö, 

(5)  ad  —  bc  =  n^    y'^  ~\r  .^ x'^  =  4 w, 

a  -j-  b  CD  =  ^\     (A  ^'  =  n. 
Dadurch  nimmt  die  Gleichung  (1)  die  Gestalt  an: 

(6)  cj  (a  -\-  b  cj)  ^=  c  -\-  d  «, 
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und   wenn  wir,    um   dies  auf  die   elliptischen   Functionen   anzu- 
wenden, 

iK' 

setzen,  so  folgt: 

aK+biK'  =  ^'K, 

^^^  cK+  diK'  =  ^'iK\ 

und  durch  Auflösung: 

^K=:  dK  -  biK\ 

^^^  iilK'  =  -  cK+aiK'. 

Hiernach  können  wir  [§.  39,  (21),  (22)]  gerade  Functionen 
der  Variablen  v  bilden,  welche  die  Perioden  2K  und  2iK'  be- 
sitzen,  nämlich : 

1.  ELiif,     g  =  i,     c  =  0    (mod2), 

ft  sn  D  ^  ' 


(9) 


snfi^cni;  i  /      i  o\ 

2.  — =^ ,  8^0,     c  ^  1  (mod  2), 

sn^?;dnv  i  /      j  o\ 

3.  — ^- ,  8^1,    c  ^  1  (mod  2), 


^     snfiv  cnvdn^;      ^        ^  _      ,      ,  _. 

4.    — ,     ö  ^  0,     c  ^  0     (mod  2), 

wenn  wir  dem  Modul  %  den  der  Gleichung  (1)  ent- 
sprechenden, nach  §.  37,  (3)  berechneten  singulären 
Werth  beilegen. 

In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  die  Functionen  cn/ii;,  dn/iv 
verwenden. 

Die  Functionen  (9)  lassen  sich  nach  §.  39  rational  durch 
sn2  V  ausdrücken.  Setzen  wir  also  zur  Abkürzung  s  =  snv  und 
bezeichnen  mit  Ä(s^%  D(s^)  ganze  rationale  Functionen  von  s^, 
so  erhalten  wir  in  den  vier  Fällen  (9): 

(10)     snft».=^"yff'\         8  =  1,     c  =  0    (mod  2), 


d  =  0,     c=  1     (mod  2), 


=   dn.Z)(V'  '=''     '^'     ^"''^*'^' 

_    ^By^f'^;)  g  ^  0,    .  ES  0     (mod  2). 
cnvdnvl>{s^) 

Weber,  elliptische  Functionen.  3J^ 
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Die  Functionen  A(s'^),  D(s^)  können,  wenn  mit  yl^,  Ä2  .  .  ., 
Dl,  D2  •  '  '  von  V  unabhängige  Coefficienten  bezeichnet  werden, 
in  der  Weise  geschrieben  werden: 

Ä{s^)  =  1  +  A  s2  +  A  s*  H 

(^^^  D{s'^)  =  l  +  I),s'  +  D^s^-j 

Da  x2  eine  algebraische  Zahl  ist,  so  sind  die  Coefficienten  der 
Functionen  Ä(s'^\  D(s^)^  die  sich  aus  den  Wurzeln  der  Theilungs- 
gleichung  (§.  64)  zusammensetzen  lassen,  sicher  algebraische 
Zahlen.  Denkt  man  sich  nun  in  (10)  die  Brüche  fürs  Erste 
dahin  erweitert,  dass  D(s'^)  rationale  Coefficienten  erhält, 
was  dadurch  geschieht,  dass  man  im  Zähler  und  Nenner  mit  dem 
Product  aller  zu  -D(s'-^)  conjugirten  Ausdrücke  multiplicirt ,  so 
kann  man  die  Coefficienten  von  Ä(s^)  durch  Entwickelung  nach 
Potenzen  von  v  bestimmen.  Wenn  man  nämlich  den  betreffenden 
Ausdruck 

sn  fti; i) (.s'-^)        sn  ^vcuvD (s^)        sn^vdnv  D (s^) 
fi  sni;      '  ^snv  '  ft  sn  ^  ' 

sn  ^  V  cn  V  dnv  I)  (s^) 
^  sn  V 
nach  dem  Taylor 'sehen  Lehrsatz  entwickelt,  so  erhält  man  eine 
nach    Potenzen    von    v'^    fortschreitende    Reihe,    deren    Coeffi- 
cienten ganze  rationale  Functionen  von  x^  sind,  und  die 
ausserdem  nur  rationale  Zahlen  und]/ — m  enthalten. 

Wenn  wir  nun  die  rechte  Seite  Ä(s'^)  in  gleicher  Weise 
nach  Potenzen  von  v^  entwickeln,  so  tritt  Äv  zuerst  in  dem  Coeffi- 
cienten von  ^'2^  und  zwar  mit  dem  Factor  1  behaftet,  auf,  so 
dass  also  die  Coefficienten  Äv  auf  diese  Weise  alle  rational 
berechnet  werden  können,  und  sie  gehören  alle  zu  dem 
Rationalitätsbereiche: 


^  (x2,  ]/—  m). 

Nach  §.  93  und  §.  102  ist  dieser  Rationalitätsbereich  der 
Classenkörper  der  Determinante  — 4m  oder  — w,  je  nachdem 
die  Gleichung  (1)  zur  ersten  oder  zweiten  Art  gehört,  oder,  wie 
wir  nach  (2)  auch  sagen  können,  der  Classenkörper  der  Deter- 
minante —  z/. 

W^enn  man  also  nachträglich  wieder  Zähler  und  Nenner  von 
(10)  von  gemeinsamen  Factoren  befreit,  so  bekommt  man  einen 
Nenner  7),  dessen  Coefficienten  gleichfalls  dem  Rationalitäts- 
bereich ,U  (k\  V —  fn)  angehören. 
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Auf  dieselbe  Weise  können   wir  schliessen,  dass   die   Func- 
tionen : 


cn/iv 
(12)  IbV' 


d  -^  b  =  1,     a  +  c=l     (mod  2), 
a  +  ö  =  0,     a  +  c=  1     (mod  2), 


dn  ^'  ' 
dn|[iv 
(IP.)  cni;  ' 

dn  UV 


d  -{-h  =  \,     a  +  c  =  0     (mod  2), 
h  ^  0^     a  ~{-  c  ^  0     (mo 
b  ^  0,     a=  1     (mod  2), 


cn  V  dn  v 

cnfiv,     S  -f-  ^^  ^  Ol     a  -f-  ^  ^  ö     (mod  2), 
dn^v 


ft  =  1,     a  =  1     (mod  2), 
b  =  1,     a  =  0     (mod  2), 


cnvdni;' 

dn  ft  t?,     &  ^  0,     a  ^  0     (mod  2) 

rationale  Functionen  von  sn^^  sind,  deren  Coefficienten  dem 
Rationalitätsbereich  ü  (x^,  ]/ —  m)  angehören. 

Wir  nehmen  jetzt  in  der  Gleichung  (10)  Zähler  und  Nenner 
ohne  gemeinsamen  Theiler  an,  und  wollen  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  Grade  von  Ä(s^)  und  D(s^)  bestimmen. 

Dazu  führt  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  Werthe  von 
sn  v^  für  welche  sn  ^  v  verschwindet,  oder  die  Anzahl  der  nach  dem 
Modul  (2K^  2iK')  incongruenten  Werthe  der  Form: 

(14)  ^  =  i2K+^',iK'^ 

(i 

Diese  Frage  gehört  in  die  Theorie  der  Moduln  und  lässt 
sich  nach  den  allgemeinen  Sätzen  von  Dedekind  (Zahlentheorie, 
§.  16.5)  sofort  beantworten.  Ohne  diese  allgemeine  Theorie  voraus- 
zusetzen, können  wir  unsere  specielle  Frage  leicht  in  folgender 
Weise  erledigen. 

Wir  bezeichnen  mit  e  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Theiler  der  beiden  Zahlen  a,  h  und  setzen: 

a  ^=  a'  e^     h  ^=  b'  e^     n  =  n'  c. 
Setzen  wir  in  (14): 

(15)  I  =0,  1,    .  ..^'-1, 
r  =-  0,  1,    .  .  .  .  -  1, 


31* 
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SO  erhalten  wir  n  Werthe,  worunter  nur  der  eine,  j  =  0,  |'  =  0, 
nach  dem  Modul  (2  jßT,  2iK')  mit  Null  congruent  ist,   denn  aus 

folgt  nach  (8),  wenn  /^,  li'  ganze  Zahlen  sind: 
^  =hd  —  h'c, 

also  I'  ^  0  (mod  e)  und  daher  |'  =  0,  und  wenn  X  wieder  eine 
ganze  Zahl  ist,  h'  =  lb\  h  =  la\  also  |  =r  An'  und  folglich 
1  =  0. 

Es  ist  ferner  zu  beweisen,  dass  jeder  Werth  von  der  P'orm 
(14),  etwa: 

einem  und  nur  einem  der  vermittelst  (15)  erhaltenen  n  Werthe 
congruent  ist,  woraus  dann  folgt,  dass  diese  n  Werthe  incon- 
gruent  sind.  Dazu  haben  wir  zu  zeigen,  dass,  was  auch  die 
ganzen  Zahlen  |o,  Jo  sein  mögen,  man  die  ganzen  Zahlen  /i,  h' 
und  die  aus  (15)  entnommenen  |,  ^'  stets  und  nur  auf  eine  ein- 
zige Weise  so  bestimmen  kann,  dass 
....  ^  =^o  +  hd-  h'c, 

^   /  ^'  =  ^',-hh+  h'a. 

Es  seien  a,  ß  irgend  zwei  der  Bedingung 
a'  ß  —  h'oc  =  l 
genügende  ganze  Zahlen;  setzt  man  dann 

A  =  _  ?>'/i  -]_  a'h\     V  =  ßh—  ah\ 
also  umgekehrt: 

h  =  la  -{-  va\    h'  =  kß  +  vh', 
so   entspricht  jedem   Paar  ganzer   Zahlen   /^,  h'  ein  Paar  ganzer 
Zahlen  A,  v  und  umgekehrt,  und  (16)  geht  über  in 

Man  kann  daher  —  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  —  erst 
A,  dann  v  so  bestimmen,  dass  |',  |  in  den  Reihen  (15)  enthalten 
sind,  w.  z.  b.  w. 

Damit  ist  also  bewiesen,  dass  in  der  Form  (14)  n 
und  nicht  mehr  nacli  dem  Modul  (2  TT,  2iK')  incon- 
gruente  Zahlen  enthalten  sind. 
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Die  ;iWerthe  (14)  zerfallen  mit  Ausschluss  des  Wertlies  0 
in  Pciare  von  entgegengesetzten  [d.  li.  solchen,  deren  Summe 
nach  dem  Modul  (2  K,  2  i  K')  mit  0  congruent  ist] ;  es  fragt 
sich,  ob  ausser  dem  Werthe  0  noch  andere  einander  entgegen- 
gesetzte zugleich  congruent  sind.  Dies  ist  nur  dann  möglich, 
wenn 

(17)  ^^|2ir+r2i^' 

=  K,    i K\    K+iK'     mod  (2 K,  2  / K'), 
d.  h.  nach  (8),  wenn  die  Gleichungen  bestehen: 
2^  =hd  —  h'c, 
2  ^'  =  —  hh  +  h'a, 
worin  wenigstens  eine  der  Zahlen  /i,  h'  ungerade  ist;  dann  muss 
aber  entweder   d  und  ^,   oder  c  und  a,   oder  d  -\-  c   und   h  -\-  a 
gerade  sein,   was   nur  unter   der  Voraussetzung   eines  geraden  n 
möglich   ist;    zugleich  ist   nur   unter   einer  der  Voraussetzungen 
(17)  cnSl  =  0,  snSl  =  cc,  dnSl  =  0. 

Wenn  wir  also  von  nun  an  die  Voraussetzung  machen,  dass 
n  ungerade  sei,  so  zerfallen  die  n  —  1  endlichen  Werthe 
sn2  Sl^  die  nach  Ausschluss  des  Werthes  0  übrig  bleiben,  in  Paare 
einander  gleicher,  aber  von  allen  übrigen  verschiedener  Werthe 

^i 1 

und  für  den  Grad  der  Function  Ä{s'^)  in  (10)  ergiebt  sich  — 

Die  Function  Ä  (s^)  ist  weder  durch  cn^  v  =  l  —  8'-^,  noch  durch 
dn-^i;  =  1 — %'^s'^  theilbar,  da  sonst  sn^t^  oder  su  ^(K  -\-  IK') 
verschwinden,  also  für  einen  Ausdruck  Sl  von  der  Form  (17) 
cn  Sl  oder  dn  ^  verschwinden  müsste. 

Setzen  wir  v  =  iK'^  also  sn^'=  co,  so  wird  sn^t?  im 
Falle  (9),  1.  unendlich,  und  sn^v.suv  bleibt  endlich,  im  Falle 
(9),  2.,  8.  bleibt  sn^v  endlich  [(9),  4.  ist  durch  die  Annalmie  des 
ungeraden  n  ausgeschlossen]. 

Daraus  folgt,    dass   die    Function   D{s'^)   ebenfalls 

vom  Grade  — - —  ist. 
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§.  118.     Theilung    durch    eine    Primzahl,    von    welcher 
—  /i  quadratischer  Rest  ist. 

Wir  wenden  uns  zur  Theilung  der  Perioden  der  elliptischen 
Functionen  mit  singulärem  Modul,  setzen  dabei  aber  den  Divisor 
als  eine  ungerade  Primzahl  voraus. 

Wenn   wir  auf  cö   eine    lineare   Transformation    der   ersten 

Classe  (   '     j    (§.31)   anwenden,   so   ändert    sich    x^    nicht,   und 

ir,Ä^' gehen  in  gewisse  lineare  Verbindungen  ihrer  selbst  über;  die 
quadratische  Gleichung  (1),  §.  117  geht  in  eine  äquivalente 
Gleichung  über.  Wir  beschränken  daher  die  Allgemeinheit  nicht, 
wenn  wir  annehmen,  der  Coefficient  A  sei  durch  beliebig  gegebene 
ungerade  Primzahlen  nicht  theilbar. 

Es  sei  nun  p  eine  ungerade  Primzahl,  von  welcher  —  z/ 
quadratischer  liest  ist  (ohne  den  Fall  auszuschliessen ,  dass  jt>  in 
A  aufgeht),  so  hat  die  Congruenz: 

(1)  ß^  +  A  =  0    (mod  p) 

zwei  Lösungen,  oder  wenn  p  in  z/  aufgeht,  nur  eine  [nämlich 
ß  =  0  (mod  p)]. 

Nehmen  wir  in  den  Formeln  (4),  (5)  des  vorigen  Paragraphen 
x^  y  so  an,  dass 

(2)  y  ^  ßx    (mod  p)) 

und  nehmen  x  durch  p  untheilbar  an,  so  wird  n  durch  p  theil- 
bar, und  wir  behalten  noch  Freiheit  genug,  um  u  ungerade  zu 
machen. 

Nehmen  wir^  durch  p  untheilbar  an,  so  ist  auch  b  und  folg- 
lich auch  e  [§.  117,  (4),  (15)]  untheilbar  durch  p^  und  wir  haben: 

(3)  2a  =  (B  +  ß)x,     h  =  Äx    (mod  p). 

Wir  bezeichnen  jetzt  der  Deutlichkeit  halber  die  Function 
yl(s2)  des  vorigen  Paragraphen  durch  ^.«(s^),  so  dass  Ä,,i  durch 
Vertauschung  von  ß  mit  —  /3  in  J.^»  übergeht.  Die  Wurzeln  der 
Gleichung  für  s: 

(4)  4a(s2)  =  0 

sind  die  Grössen 

(5)  SnSl::r    Z=     SU     ~-^ ^, 
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wo  I,  I'  die  Reihe  der  Zahlen  (15),  §.  117,  mit  Ausschluss  von 
0,  0  durchläuft. 

(Die  Ersetzung  von  |,  |'  durch  2  g,  2|',  die  hier  vorgenommen 
ist,  ist  bei  ungeradem  n  offenbar  gestattet.) 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  welche  Wurzeln  die  Gleichung 
(4)  mit  der  Theilungsgleichung  für  den  Divisor  p  (§.  64): 

(6)  Ä^  (s2)  ==  0 

gemein  hat,  welche  letztere  in  der  Form  enthalten  sind: 

4.Kv  +  4:iK'v' 

(7)  Xyy'  —  sn  ^ 

Die  Grössen  Sli-:>  können  in  die  Form  gesetzt  werden 
[§.  117,  (7)]: 

^  ^  ^  n 

~  n 

und  wenn  wir  also 

n  ^=  pn^ 

setzen,  so  wird  snii;^.-.  unter  den  Xv^v>  dann  und  nur  dann  ent- 
halten sein,  wenn 

a  I  -f-  ch!  ^  niv 

Hieraus  folgt  durch  Multiplication  mit  p  nach  dem  im 
vorigen  Paragraphen  Bewiesenen,  dass 

.   p  I  ^  0     (mod  w'),    j)  I'  ^  0  (mod  c), 

und  da  e  nach  der  Voraussetzung  über  Ä  nicht  durch  p  theilbar 
ist,  so  folgt  I'  =  0.  Da  nun  also  n'  durch  p  theilbar  ist,  so 
setzen  wir  n'  =  jj  ni,  ni  =  e  n'i  und  erhalten,  wenn  l  eine  ganze 
Zahl  bedeutet ,  |  =  A wi ,  also ,  nach  (9)  la  ^  ev^  Xh  ^  cv' 
(mod  j;),  oder,  wenn  wir  le~'^  ^  h  (mod  p)  setzen: 
v^ha^     v'^^Jib     (mod|3), 

oder,  nach  (3),  indem  man  hx  durch  '2Ji  ersetzt,  was  erlaubt  ist, 
da  p  ungerade  und  x  nicht  durch  p  theilbar  ist: 

(10)  v  =  Ji(B  +  ß),     v'  =  2hÄ     (modp). 

Nimmt  man  h  nach  dem  Modul  p  beliebig,  von  0  ver- 
schieden, an,  so  erhält  man  umgekehrt  eine  Bestimmung  von  | 
nach  dem  Modul  n'.     Daraus  folgt,  dass  es  die  einer  Reihe 


welche 
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angehörigen  unter  den  Wurzeln  der  Gleichung  (6)  sind,  die 
zugleich  der  Gleichung  (4)  genügen  (§.  68).  Wenn  z/  und  also 
ß  durch  p  theilbar  ist,  so  giebt  es  nur  eine  solche  Reihe, 
sonst  zwei. 

Da  man  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  (4) 
und  (.5)  auf  rationalem  Wege  finden  kann,  so  folgt  der  Satz: 

Ist  7c  ein  singulärer  Modul  und  p  eine  ungerade 
Primzahl,    welche    entweder    in   z/   aufgeht    oder    für 

( j     =-|-l     ist,     so     lassen     sich    von    der 

Theilungsgleichung  Äp(s^)  =  0  ein  oder  zwei  ratio- 
nale Factoren  vom  Grade  p  —  l  abspalten,  deren 
Wurzeln  sind: 

(11)  .,.  =  sn  (ik  (B  +  ß)K+2AiK'^^  h  =  1,  2,  .  .  .  ,  -  l. 

Diese  rationalen  Factoren  wollen  wir  mit  X^  oder,  wenn  es 
zwei  sind,  mit  Xp,  Xp  bezeichnen. 

Xp  geht  aus  Xp  hervor  durch  die  Vertauschung  von  ^  mit 
/a',  d.  h.  von  y —  m  mit  —  Y —  m. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

4:(B  +  ß)K+SÄiK' 
p 

und  verstehen  unter  g  eine  primitive  Wurzel  der  Primzahl  p^  so 
lassen  sich  die  Wurzeln  einer  dieser  Theilgleichungen  Xp  =  0 
in  der  Weise  anordnen: 

(12)  a;o  =  snßo,    ^l  =  sn(^5^o),    x^  =  sn  (g'^  Sl^)  .  .  ., 

Xp-.2  =  s\\(gP~^Slf)), 

und  nach  dem  (gewöhnlichen)  Multiplicationstheorem  kann  xx 
rational  durch  x^—i  ausgedrückt  werden: 

X^=f(Xi-i). 

Die  Gleichung  X^  =  0  ist  also  eine  Abel' sehe  (§.  58).  Ihre 
Gruppe  ist  die  Gruppe  der  cyklischen  Vertauschungen 

(^Ol   ^11   ^2-)   '  •  •  ^p  —  2) 

(oder  für  jetzt  wenigstens  in  dieser  Gruppe  enthalten,  vgl.  unten 
§.  120),  und  die  Gleichung  kann  nach  derselben  Methode  aufgelöst 
werden,    wie   die    Kr  eis  theilungsgleichung.      Sie   ist    also 


Slo 
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beispielsweise  diircli  Quadratwurzeln  lösbar,  wenn  p —  1  eine 
Potenz  von  2  ist  i). 

Wenn  p  niclit  in  z/  aufgebt,  so  kann  man  durcb  die 
Lösungen  der  beiden  Gleicbungen  X^  =  0,  Xp  —  0  die 
sämmtlicben  Lösungen  der  Tbeilungsgleicbung  für  den  Divisor 
p  rational  ausdrücken.     Denn  setzen  wir: 

„         ^(B  +  ß)K+SÄiK'      ^,  _-4.(B-ß}K+SÄih' 

i^o  _ ,    sio  -  ■  j^  , 

so  kann  man,  wenn  ß  nicbt  durcb  p  tbeilbar  ist,  in  der  Form: 
(13)  sn(^/i^o  +  v'Sl'o) 

alle  Wurzeln  Xy^ ,'  ausdrücken,  und  da  man  nacb  §.  04  die  Func- 
tionen cuvSIq^  dnvißo  rational  durcb  snv^o  darstellen  kann, 
so  folgt  nacb  dem  Additionstbeorem,  dass  die  sämmtlicben 
Wurzeln  (13)  rational  durcb  sn  ß^,  sn  SI'q  ausdrückbar  sind.  Es 
ist  also  für  diesen  Fall  das  Tbeilungsproblem  vollständig  auf 
zwei  reguläre  Abel'scbe  Gleicbungen  zurückgefübrt. 


§.119.     Tbeilung   durcb    eine    Primzabl,    von    welcber 
—  z/   quadratiscber  Nicbtrest  ist. 

Es  sei  q  eine  ungerade  Primzabl,  für  welcbe 

-1, 


(=^) 


und  wir  setzen  wieder  Ä  durcb  q  untheilbar  voraus.    Es  seien  dann 

ivK  -^  iv'iK' 

(1)  Xvv'  =  sn  =  sn  Slyy, 

die  Wurzeln  der  Tbeilungsgleicbung. 

Wir  wäblen  einen  beliebigen  complexen  Multiplicator  ^  und 
erbalten: 

4.vK  +  4:v'iK' 

Xii>  =r  sntt  ^ :=  snuiivv', 

r  ^ 

wenn  [nacb  §.117,  (8),  (4)]:       / 

l  ^  dv  —  cv' 

l  =  —  hv  -[-  av'  ^^ 

oder 


1)  Gauss,  Disquisitiones  arithmeticae,  scctio  VII.  Eine  ausführliche 
Darstellung  der  Kreistheilungslehre,  auch  der  späteren  Untersuchungen, 
findet  man  in  Bach  mann,  „Die  Lehre  von  der  Kreistheilung",  Leipzig  1872. 
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21  =  —  {Bv  —  2Cv')x  +  tjv 
^2)  2V^-{2Äv-Bv')x  +  yv'    (™"^^  ^^> 

Aus  (2)  können  wir,  da  v,  v'  nicht  beide  durch  q  theilbar 
sind,  bei  beliebig  gegebenem  Z,  l\  v,  v'  die  Zalilen  x,  y  (nach 
dem  Modul  q)  bestimmen,  da  die  Determinante  der  rechten  Seite 

(2Av  —  B  y  V  -4-  z/ 1/-' 

(3)  2{Av'^-Bvv'^Cv'^)  ^  ^-^^^^ l^j  -t-^i 

durch  g  nicht  theilbar  sein  kann. 

Hieraus  folgt  nach  §.  117,  (10),  dass  jede  Wurzel  der 
Theilungsgleichung  rational  durch  jede  andere  aus- 
drückbar ist. 

Wir  setzen  zur  Abkürzung: 

Xyy,  =  sni^Q  =  Ä^oi 
und  betrachten  nun  zwei  Wurzeln  Xii>^  die  wir  mit 

x^  =  sn  fli  ^0,     ^2  =  sn  1^3  iiy 
bezeichnen.     Nach  dem  soeben  Bewiesenen  ist,  w^enn  /i,  f^  ratio- 
nale Functionen  bedeuten: 

Xi   ■=  Ji  {Xq)^      X2   =  /2  (^o)' 

Ersetzen  wir  in  der  ersten  dieser  Functionen  x^  durch  a;^, 
in  der  anderen  Xq  durch  Xi^  so  erhalten  wir  eine  vierte  Wurzel  x-^ : 

(4)  ^3  =  /,  f,  (x^)  =r  /2/1  (x,)  =  sn  ^1  /i2  '^0- 

Dies  ist  aber  nach  §.  58  das  Kennzeichen  dafür,  dass  die 
Gleichung,  deren  Wurzeln  Xq^  x^^  x^^  .  ,  .  sind,  eine  Abel' sehe 
Gruppe  hat,  also  algebraisch  lösbar  ist. 

Diese  Schlussweise  ist  unverändert  anwendbar  auch  auf  die 
Fälle,  die  im  vorigen  Paragraphen  betrachtet  sind,  auf  die 
Gleichung  Ap  =  0,  welche  man  erhält,  wenn  man  von  der 
Theilungsgleichung  für  den  Divisor  p^  Äp  =  0^  den  Factor  Xp 
oder  Xp  Xp  absondert.  Dadurch  sind  eben  diejenigen  Werthe 
von  1^,  v'  ausgeschlossen,  für  welche  der  Ausdruck  (3)  durch  p 
theilbar  wird. 

Es  kann  dann  zwar  vorkommen,  dass  die  Wurzel  x^  (4)  zu 
den  abgesonderten  Factoren  gehört;  dadurch  aber  wird  die 
Gültigkeit  unseres  Schlusses  nicht  beeinträchtigt. 

Es  ist  also  die  Theilungsgleichung  unter  der 
Voraussetzung  eines  singulären  Moduls  unter  allen 
Umständen  algebraisch  auflösbar. 
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.§.  120.     Irreducibilität   der  Tlieiluiigsgleichung. 

Wir  wenden  uns  noch  zur  Betrachtung  der  verborgeneren 
Eigenschaften  der  Gleichung 

(1)  x,  =  o 

(§.  118),  deren  Wurzeln  die  p~  l  Grössen 

(2)  Xh  =  snhSl,  /i  =  1,  2,  .  .  .  p  —  1 
sind,  wenn 

(3)  Sl  r=  ^(^  +  ß)K-^SÄiK' 

p 
und  ß  eine  Wurzel  der  Congruenz 

(4)  ß^  =  —^    (mod  p), 

und  wollen  insbesondere  die  Irreducibilität  dieser  Gleichung 
untersuchen,  wodurch  nach  dem  Früheren  zugleich  ihre  Galois'- 
sche  Gruppe  in  völliger  Uebereinstimmung  mit  der  Gruppe  der 
Kreistheilungsgleichung  dargethan  wird. 

Wir  haben  in  §.  93  und  §.  102  gezeigt,  dass  das  Modul- 
quadrat x2,  nöthigenfalls  unter  Adjunction  von  ]/  —  m^  rational 
ausdrlickbar  ist  durch  die  Classeninvariante  der  Determinante 
—  z/,  und  aus  der  zur  Gauss 'sehen  Transformation  gehörigen 
Formel  [§.  39,  (26)1  / 

4  X  (cd) 


S) 


[l  +  x(«)p 

folgt,  dass  der  Modul  x  selbst  ebenfalls  rational  ausdrückbar  ist, 
wenn  wir  die  Classeninvarianten  der  Determinante  — 4  z/  ad- 
jungiren. 

Wir  wissen  ferner  (§.  93),  dass  /(«),  /i(ca),  /^C^)  g^mze 
algebraische  Zahlen  sind,  deren  reciproke  Werthe  durch  Multi- 
plication  mit  geeigneten  Potenzen  von  2  gleichfalls  in  ganze 
Zahlen  verwandelt  werden  können.   Aus  den  Gleichungen  [§.49,(3)] 

folgt  sodann,  dass  auch  x^  und  l:x'\  %'\  l:x'2  durch  Multi- 
plication  -mit  Potenzen  von  2  in  ganze  algebraische 
Zahlen  verwandelt  werden  können. 

Achten  wir  nun  auf  das,  was  in  §.  60  über  die  Form  der 
Theilungsgleichung 
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An  (X-^)    =    0 

allgemein  bewiesen  ist,  nämlich  class  der  Coel'licient  der  höchsten 
Potenz  von  x  eine  Potenz  von  x  ist,  und  dass  die  übrigen  Coeffi- 
cienten  ganze  rationale  P'unctionen  von  %2  ^lit  ganzen  rationalen 
Zahlencoefficienten  sind,  so  folgt,  dass  für  einen  singulären 
Modul  alle  Functionen 

(5)  sn * 

für  beliebige  ganzzahlige  h,  h\  n  algebraische  Zahlen 
sind,  welche  durch  Multiplication  mit  Potenzen  von  2 
in  ganze  Zahlen  verwandelt  werden. 

Um  nun  den  Zusammenhang  unter  den  Wurzeln  (2)  unserer 
Theilungsgleichung  zu  ergründen,  wenden  wir  die  complexe  Multi- 
plication (§.  117)  an. 

Wir  nehmen  zwei  beliebige  ganze  Zahlen  ^,  >^,  von  denen 
die  erste  gerade,  die  zweite  ungerade  ist.     Dann  ist 

(6)  7?2  -f  z/|2  ^  ^ 

eine  ungerade  Zahl,  und  zwar  ti  ^  1  (mod  4).  Nun  ersetzen  wir 
in  den  Formeln  (4),  (5),  §.  117  x,  y  durch  2  |,  2  rj,  und  erhalten: 

c=-2^C,        ö=r]-Bi. 

(8)  ^  =  ^_^|]/^,       n  =  ii^'. 

W^ir  bezeichnen  jetzt,  wie  in  früheren  Abschnitten,  die  drei 
Functionen  sn^»,  cnt?,  dnt;  mit  x^  ?/,  ^,  so  dass,  da  a^  d  ungerade, 
&,  c  gerade  sind, 

sn/iv       cnftf       dnftt? 
sn «;  '       cnv^      dn  i; 
rationale  Functionen  von  x^  sind  [§.  117,  (10),  (12),  (13)]. 
Setzen  wir 

(9)  P(x)  =  xlllx—m — ^ j, 

worin  das  Product  77  sich  auf  die  Werthe  (15),  §.  117  (aus- 
genommen I  mr  I'  =  0)  erstreckt,  so  ist  P(x)  (von  einem  con- 
stanten  Factor  abgesehen)  der  Zähler  des  Ausdruckes  für  sn  ^iv. 
Wir  setzen  daher 

P{x) 
.^^'*"=efe) 

und  bestimmen  Q{x)  dadurch,  dass  wir  t;  in  t;  -)-  iK'^  also  ^v  in 
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^v  —  cK  -\-  aiK',  also  x,  sn^v  m  \  \  'nx,  l  \  %  sii  ^v  verwandeln 
(§.  39);  dadurch  ergiebt  sich,  wenn  X  einen  unbestimmten  con- 
stanten  Coefficienten  bedeutet: 


und  indem  man  x  abermals  in  \  :  kx  verwandelt,  folgt 

n  +  l 

also 

(10)  ^i\iiv  =  ^ -^^ 

\yix  / 
Ersetzen    wir  in   dieser  Formel  v   durch   v  -j-  Ä",  ^tv   durch 

ft?;  -|-  8/l  —  &i^',  so  gehen  x  über  in  y;  0  und  sn  a?;  in  +  ^^  ^^^. 

dn  /i  V 
Wir  erhalten  also:  / 


cn/Lt^ ^ 


© 


dnfti; 


^-       n  +  l 


^ '  y-'ii) 


Daraus  folgt  nun,  wenn  wieder 'A  einen  constanten  Coeffi- 
cienten bedeutet,  da  cn^v,  dn^v  denselben  Nenner  Q(x)  haben 
wie  sniiv: 

+.  -Kl) 


'izi         /  1  \ 
I  \kx/ 

rp(-) 


dn^v=       X 

\xxj 
und   wenn  man  in   der  letzten  Formel  abermals  v  durch  v  -{-  K^ 
also  rr,  ?/,  ^,  dn^^  durch  y  \  z^  —  oc' x  :  ^,  jc'  :  ^,  x'  :  dn^iv  ersetzt, 
so  folgt: 

^  =  ±^ 

x'    2 
also: 
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(11)  cnfA^»  r=  i 


(12)  dniiv=± 


n  -\-l       n  —  1 


\%x  J 


Da  nun  die  in  P(,t)  vorkommenden  Zahlen 

sn  ^ ^—^ 

durch  §.  117,  (7)  auf  die  Form  (5)  gebracht  werden,  so  schliessen 
wir  zunächst  aus  (10),  (11),  (12): 

Die  Coefficienten  im  Zähler  und  Nenner  in  den  Aus- 
drücken für  sn^ui;,  cn/iv,  dn^uv  sind  algebraische  Zahlen 
des  Rationalitätsbereiches  ^(z^,  ]/ — z/) ,  welche  durch 
Multiplication  mit  Potenzen  von  2  in  ganze  Zahlen  ver- 
wandelt werden. 

Um  die  Beschaffenheit  dieser  Coefficienten  noch  weiter  zu 
ergründen,  nehmen  wir  jetzt  an,  n  sei  eine  Primzahl,  und 
setzen  [nach  (10)]: 

M  — 1 

^x  -h  ^ci'^x'^  -{-  (.ia:,x''  -[-  "•  :^7c    ~    x^     A(x) 

^^  ~~'  \ -\- \jit.<^x-^ -\- vi'c^x^ -\ ftÖ„_i:r"-i  ~D\xy 

(13)  cnpj  =  — -^ — = — H — -r: — rn :^—^ -cnv=  yr^cnt;, 

dn  u  t'  =r  -— J — ^ — i L J!_i (In ^  =r  — ^  dn  v, 

n  — 2i  — 1 


(14)  6(n_,.   =  ±e,.X  2  ^ 

worin  nach  dem,  was  oben  bewiesen  ist,  [lay^  iiCv^  hy^  Cv  durch 
Multiplication  mit  Potenzen  von  2  in  ganze  Zahlen  verwandelt 
werden.  Es  ist  zu  beweisen,  dass  diese  Eigenschaft  auch  den 
Zahlen  «v,  dv  selbst  zukommt.  Hierbei  ist  aber  die  Voraus- 
setzung wesentlich,  dass  n  eine  Primzahl  sei.  Wenn  dies  für  die 
av  bewiesen  ist,  so  folgt  es  nach  (14)  auch  für  die  dv 

Wenn  wir  die  erste  Gleichung  (13)  nach  v  ditferentiiren  und 
die  beiden   letzten   Gleichungen   (13)  zu  Rathe  ziehen,  so   folgt, 
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wenn  die  Ableitungen  von  Ä{x),  D{x)  nach  x  mit  Ä{x),  D'(x) 
bezeichnet  werden: 

ii  B  {x)  C(x)  r=  ä'  (x)  D  (x)  —  D'  (x)  A  {x\ 
oder  wenn 

B'{x)  ^iiD.ix)^  ^[282^  +  494^3  +  ..-  (w— l)8n-i^"-'] 
gesetzt  wird: 
(15)  B{x)Cix)  =  A^{x)B{x)  —  B^{x)A{x). 

Vergleichen  wir  rechts  und  links  die  Coefficienten  von  rr^,  x^^ 
.  .  .  ic^'-\  so  folgt 

3%  —  ^d^  =  1)2  +  ^2 
5  %  +  a->  ft  d.2  —  3  ft  84  =  ^4  +  h.2  c^  -\-  c^ 

(IG)  

va,  ~+  (v— 4)a,._2^S2  +  (v  — 8)a,_4,«  84  +  .  .  . 

=    C,_i    +    Cr-3  82    +    •    •    •, 

woraus  also  zu  schliessen,  dass  3%,  5%,  .  ,  .  i-»«^  durch  Multi- 
plication  mit  Potenzen  von  2  in  ganze  Zahlen  verwandelt  werden. 
Dieselbe  Eigenschaft  hat  aber  ^ciy  und  folglich  auch  nciy.  Wenn 
nun  n  eine  Primzahl  ist,  so  ist,  so  lange  v  <^  n  ist,  v  zu  n  relativ 
prim,  und  man  kann  die  rationalen  ganzen  Zahlen  a,  ß  so  be- 
stimmen, dass  voc  -\-  nß  =  1,  also 

avay  -\-  ßnßv  =  a,., 
woraus  also   die  Richtigkeit  unserer  Behauptung  folgt,   dass  die 
civ    und   folglich    auch    die    dy    durch    Multiplication    mit 
Potenzen  von  2  in  ganze  Zahlen  verwandelt  werden. 
Wir  setzen  nun 

(17)         .  =  ^ = ^i^+^Ä+iü^:, 

so  dass  snv  in  die  Wurzel  x^  der  Gleichung  (1)  übergeht.  Es 
wird  dann  nach  (7)  und  §.  117,  (8): 

^Sl  =  -  [[(B  +  ß)d  -  2Ac]  K  -  [(B  +  ß)b-2Aa]iK'] 

=  ^{[(B  +  ß){r}-B^)A~iACt]K+2A{ri-ß^)iK'l 

oder,   indem  man   für  4  ^  C  =  7i^  +  z/  den  nach  dem  Modul  p 

congru^nten  Werth  B^  —  /3^  einsetzt: 

(18)        •  sn/i?;  ==  sn^5i  =  sn  (r^  — /3  J)  52, 
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also  gleichfalls  eine  Wurzel  der  Gleichung  (1),  und  dies  wird 
jede  beliebige  dieser  Wurzeln  sein  können,  wenn  für  ein  gegebenes, 
durch  p  nicht  theilbares  h  man  J,  rj  so  bestimmen  kann,  dass 

(19)  n  -  ß^  =  ^^    (mod  p), 

während  zugleich  n  =  tj-  -{-  ^^^  eine  Primzahl  [^  1  (mod  4)]  ist. 
Dass  dies  möglich  ist,  geht  aus  einem  Satze  von  Dirichlet  her- 
vor, auf  dessen  Beweis  wir  hier  nicht  eingehen  können,  für  wel- 
chen vor  Kurzem  ein  Beweis  gegeben  ist  von  A.  Meyer  im  Bd.  103 
des  Journals  für  Mathematik,  und  der  so  lautet: 

Jede  eigentlich  primitive  Form,  deren  Determinante 
kein  Quadrat  ist,  stellt  unendlich  viele  Primzahlen  dar, 
welche  zugleich  in  einer  gegebenen,  mit  den  Charakteren 
des  Geschlechtes  jener  quadratischen  Form  verträglichen 
primitiven  Linearform  enthalten  sind. 

Aus  diesem  Satze  folgt,  dass  durch  die  quadratische  Form 

unendlich  viele  Primzahlen  n  darstellbar  sind,  welche  nach  dem 
Modul  p  mit  einer  beliebig  gegebenen  Quadratzahl  h^  congruent 
sind,  und  wenn  man  daher  |  =  2p^^  setzt,  so  wird  bei  passender 
Vorzeichenbestimmung  rj  und  mithin  auch  t]  —  ß^^  wie  es  (19) 
verlangt,  mit  h  congruent.  Wir  können  also  als  bewiesen  an- 
nehmen, dass  durch  (18)  jede  Wurzel  der  Gleichung  (1)  dar- 
gestellt werden  kann. 

Wir  betrachten  nun  als  Rationalitätsbereich  den  Körper 

der  aus  den  rationalen  Functionen  von  %  und  y —  J  besteht,  der 
jedenfalls  in  dem  Classenkörper  der  Determinante  —4  z/  enthalten 
ist.  (Wir  können  dem  Körper  ^  auch  beliebige  Classeninvarianten 
adjungiren,  deren  Determinanten  zu  — z/  im  quadratischen  Ver- 
hältniss  stehen.) 

Wenn  nun  n  irgend  ein  in  der  rationalen  Primzahl  n  auf- 
gehendes Primideal  dieses  Körpers  ^  bedeutet,  so  ist,  da  n  durch 
die  Hauptform  der  Determinante  — 4  z/  (oder  auch  jeder  zu  — z/ 
im  quadratischen  Verhältniss  stehenden  Determinante)  darstellbar 
ist,  der  Index  von  n  gleich  1,  also  [§.  110,  (7)]  für  jede  ganze 
Zahl  I  des  Körpers  ^ 

(20)  r  =  I    (mod  n), 

also  auch,  da  wir  hier  und  in  der  Folge  Zahlen,  welche  durch 
Multiplication   mit  Potenzen   von  2  in  ganze  Zahlen   verwandelt 
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werden,   genau  so  wie  ganze  Zahlen  behandeln  können,   und  da 
%  nicht  durch  n  theilbar  ist: 

(21)  k''-'  =1    (mod  n). 

Wir  adjungiren  nunmehr  dem  Körper  ^  eine  Wurzel  x 
(mithin  auch  alle  Wurzeln)  der  Gleichung  Xp  =  0,  wodurch  ein 
Körper  

entsteht,  und  bezeichnen  mit  Hi  ein  in  n  aufgehendes  Primideal 
dieses  Körpers. 

Aus  der  ersten  Gleichung  (13)  folgt  nun: 

n  — 1 

snftiß  ^  4:  X   2    sn  i2"     (mod  Hi), 
oder  [nach  (18),  (19),  (21)]: 

(22)  xf^  =  xl""    (mod  iij)/ 

worin  x^  jede  Wurzel  der  Gleichung  X^  c=  0  sein  kann. 

Die  Function   Xp  hängt  nur  von  x-  Ab,  ist  in  Bezug  auf  x'^ 

vom    Grade   — — —   und    hat  - — - —  von    einander    verschiedene 

Wurzeln.     Sei  / 

(23)  F(a;2)    r=:    0   / 

die  Gleichung  niedrigsten  Grades  in  V^  deren  Coefticienten  dem 
Rationalitätsbereich  ü  angehören,  welche  durch  die  Wurzel  xz=:x^ 
befriedigt  wird.  Erhebt  man  nun  (23^  in  die  ?ite  Potenz,  so  folgt 
wegen  (20),  (22) 

(24)  F{xl)  =  0    (ihod  th) 

und  folglich  muss  x\  mit  irgend  einher  der  Wurzeln  von  (23)  nach 
dem  Modul  n^  congruent  sein.  Da  man  aber  n  immer  so  wählen 
kann,  dass  n  niclit  in  der  Discrimiiiante  von  Xp  aufgeht,  so  folgt, 
das9  x\  unter  den  Wurzeln  von  (23)  enthalten  sein  muss,  also 
Fix-^  mit  Xp  identisch  (man  vgl  über  dies  Beweisverfahren 
§.  110).  / 

Xp  lässt  sich  also  im  Körper  ^  nicht  in  Factoren 
zerlegen,  welche  rational  von  x'''-  abhängen. 

Es   könnte   noch   die   Fra^e   sein,   ob    Xp   in   zwei   rationale 

«  —  1 

Factoren  vom  Grade  - — - —  zerlegbar  ist,   welche  auch  ungerade 

Potenzen  von  x  enthalten;  z^vei  solche  Factoren  müssen,  w^enn 
sie  cxistiren,  durch  Vertausßhung  von  x  mit  — x  in  einander 
übergehen,  und  es  mnss  also  das  Protluct  der  Wurzeln 

Weber,  elliptisclu'   Fiiiietioiien.  /  t^2 
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in  dem  Körper  ^  ein  Quadrat  sein. 

Für  dies  Product  findet  man  aber  nach  §.  70,  71  den  Aus- 
druck : 


(25) 


P  = 


i2^-l 


A 


m 

7]  (CO) 


worin  X  durch  die  Congruenzen  [§.  71,  (10)] 

{B  +  ß)~2Äl    (mod  jj),     X  =  0    (mod  4) 
bestimmt  ist. 

Der  erste  Factor  dieses  Ausdrucks  von  P 


■/■(T) 


wird  durch  Multiplication   mit  einer  Potenz  von  2  in  eine  ganze 
Zahl  verwandelt,  und  dasselbe  gilt  von  seinem  reciproken  Werthe. 
Der  zweite  Factor 


M 


im 

7]{G)) 


ist  (§.  109)  eine  ganze  algeLraische  Zahl,  und  wenn  wir  voraus- 
setzen, dass  p  zu  den  in  §.  110  als  Primzahlen  dritter  Art  be- 
zeichneten gehört,  so  ist,  wie  dort  nachgewiesen,  M  immer  wenig- 
stens durch  ein  in  p  aufgehendes  Primideal,  aber  nicht  durch 
dessen  Quadrat  th eilbar.  In  diesem  Falle  kann  also  P  kein 
Quadrat  sein  und  die  Zerlegung  von  Xp  in  zwei  rationale  Fac- 
toren  ist  unmöglich. 

Ob  eine  solche  Zerlegung  von  Xp  möglich  ist,  wenn  j}  zu 
den  Primzahlen  der  ersten  Art  gehört,  also  insbesondere,  wenn 
etwa  p  oder  eine  höhere  Potenz  ^on  p  in  ^^  aufgeht,  müssen  wir 
dahingestellt  sein  lassen. 


Anhang. 


Verzeicliniss  von   Classeninvarianten. 


/(V=3)  =f2, 

/,(V=4)  =f8, 

/(y_5y  =1+1/5^ 

.A(V'-6)^  =4  +  21/2, 

/(^/-v)  =y2, 

/.(l/=8)'  =8  +  81/2,   _ 

fW-^r  =^2  (1+1/3), 


1/2 /,(y- 
/(y- 
/.(V= 

/(V= 
/\  (V= 

/(V= 

/.(y= 

/(V= 
/■(V= 

/(y= 


0)^  =1+1/5, 

T)  =  a-,    a;3  — 2a:-'+2a;  — 2  =  0, 

2)*  =2f2(l+y3/, 

3)*  =3  +  yi3, 


4^  =y2^,  ^+^=i+y2. 
5y=y2(i+y|), 

6)' 


7^  =y2x, 


8)-^ 
Ö) 


2y8(l+i/2), 

,  J.    _  1  +  1/17 
^  a:  ~         2"      ■ 

y2(2+yG), 

rr,    x^  —^x  —  2  =  0, 


w  = 

1 

m  =r 

2 

m  = 

3 

m  = 

4 

m  = 

5 

m  = 

6 

m  = 

7 

m  = 

8 

?^^  = 

9 

m  == 

10 

i>i  = 

11 

i>i  = 

12 

m  = 

13 

7W  = 

14 

m  = 

15 

m  = 

16 

m  = 

17 

m  = 

18 

m  = 

19 
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Anhang. 
/,  (V^^)*   =  V^x,     cc^  =  iii^^  (2  X  +  1), 


m  =  20 


2  /  (V -^)-  =  (V 8  +  V 7^  (3  +  V 7)^ 
/,(y-22y   =V2(l+V2), 
/(V— 23)    =1/2«,    «3  -  a;  -  1  r=  0, 

_/,  (V^^r  =  2^1 +_V 2)^2+ V3)^y2+V3)^  ,«  = 
f8/(l/-25)     =1  +  V5, 


21 
22 
23 
24 
25 


/,(!/- 26^    =V2^,.r 


^2 


3  +  1/13. 


(:r  -f  1),     m  =  26 


/(V— 27)'   =2^,     ^3_3^'2_3^._1  ^ 
/;  (V -T8)-   ^2V2(3+V7), 

2^3_9,^2_8^_5  ^  y29(^  +  l)2, 

/,  {y~~my  =  2  y  2  (3 + yiö)  (2 + y  5), 

/(y— 31)     =y2::t,     x'^  —  x''—l=0, 
/i(y-~32)^   =8^, 

^2 _ 8  (1  +y 2)^^- 2  (1  +y 2)  r=  0, 


0, 


y.2  /  (y-  33)«  =  (3 +yii)  (1  +y3)^  _ 
,  /,(y3:^4y- =y2.,  .+  1  =  m_iA7^ 

/  (y-~35)     =  X,     x-^  _  2  =r=  (1  -f  1/ 5)  (^2  _  oc), 

/i  (l/— Tg)'  ^ys^',  ^2_4^_2  ==  2 1/3  (.^  -f  1), 

/  (^-'37)^    =2(6+y37), 

/i(y-38)'  ==:y2:r, 

x^  — 2  x^- {2x^-1)  (1-+V2)  =z  0, 

/  (y---39)'  =--  y 8  ^,  :.-  =  Hr/L^  (^ + 1), 


m  - 
m  - 
m  = 

m  - 
m  - 
m  = 

m  = 

^M  = 

iii  -- 

m  - 

ni  - 

m  - 


27 
28 
29 

30 
31 
32 

33 

34 

35 
36 
37 


m  ■=  39 


f,  (V  _^40)«  =  2  (1  +  V  5)^  (1  -f-  y  2)^  (3  +  yH)), 

/(1/-41)  =ry2^, 


40 
41 


{'-^\h'-T{'-^) 


f'('+i)+'±J^-'=». 
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m 

— 

42 

m 

~ 

43 

m 

=r 

44 

m 

= 

45 

m 

= 

46 

m 



47 

y8/,(l/-42r  ^(2V2  +  V7)(3+V7)^ 
/  (l/HTis)    ^  X,     x-^—2 x-^  —  2  r=  0, 
/,(Virr4y=.V8x, 

(a:3  —  6  ;2;2  +  8  ^  —  3)  —  V 1 1  (2  ^2  _  2  ^  -f  1)  =  0, 

/  (yzri^y^^  2  (2  +  ys)^  (1/3  + ysy, 

/,  (1/^46)^  --=--  V2  ^,    ^  +  ^  =  3  +  V2, 

/  (1/^47)    ==  V2^, 

^'•^  —  ;r3  —  2  ^2  ~  2  ^  —  1  =  0,  - 
j\{]/ZZ^y  r=  8l^'2  ("  '  m  =  48 

(l  +  V3)(V2+V3)^l  +  V2)^ 

/  (V-'IÖ)'  r=  V2 ^,     ^•  +  -==24^'  V7,  m  =  49 

X  / 

~  51 

52 


y  (]/_  51)3  —  2a;,    :t3  — 4^2_^4  1  =  yiy  ^2^     ^^^ 


^2_  2  (4+1/13)^' — 


3+VT?_ 


=  0, 


/  (V_.  55)    =  \/2  X,     x^-xj^  ^  +  ^^ 

V2 /  (V/^57)^  ^  (1  +  V3)^  (13  ^^  3  yiÖ), 

V2/i(l/-5's)'==5  +  V29, 

/,(v-6-or=. 

1/2^1+1/5)^-  (2  +  V3f  (V3  + V5)^ 
/  (V- 63)^  =  VSx, 

1/7  (rr2  -  rr  +  1)  =  Vs' (^;^  +  3  ;r  —  1), 
/  (\/^67)    =  .T,     X''  —  2^2  _  2  ::c  —  2  =  0, 

V 8 /, (V-^o)-^  -  (i_+  V 5)' (1 4- 1/2), 

/  (V— 71)    =  V2x, 

x^^2x^  —  x''  +  x^4x^-\-x'-~-x—l  —  0, 


ni  =55 


in 

z=z 

57 

m 

= 

58 

m 

^^ 

GO 

m 


=  63 


m 

r= 

67 

m 

— 

70 

m 

z= 

71 
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Anhang. 

X 

-72)'*  = 
-73)^  = 

=  26  (2  +  y  6)^1  +  1/2)^  (2  +  V3)^ 

=  y2  ^, 

.  5  +  V73 

O             ' 

m  - 
m  = 

=  72 
=  73 

x^  —  2x^~2x  —  ät  =  4:]/f>x, 
V8  /.  (V- 78)«  =  (3  +  Vl3)'  (5  +  V26), 

,      /,  (1/^82)^  =  V2«,     x  +  i=li±Hi 

16  /  (V- 85)*  =  (1  +  V5)*  (9  +  V85), 

/.  (1/^88)«  =4(l4-V^)^(3-hVn)^(7V2  +  3Vn),  m 

/  (V^äl)    =  a;,    a;8  — 2a-2  — a;  — 2  =  Vux,  m 

2  /  (V^^T-  =  (a  V'3  +  Väiy  (39  +  7  V3l)^  m 


m  =  75 


»i  = 


m 


m 


/(l/-97y  =  V2^, 


,     1 

X 


9+1/97 


/  (V_  99^  :==  2 


X, 


m 


m  = 


78 

82 

85 
88 
91 
93 

97 

99 


x^—Ux'^  —  4.x  —  l  =  V33(2^2_|_^j^ 
f2/,(V:=^löö)    =^,      _ 

;r2  — :r— 1  =  1/5(^+1), 
/,  (1/^102)«  =  1/2^  (l-f  V2)-^  (3  V2  + VT7y% 
V2^7(V^^1Ö5)^  = 

(l  +  V5y(l+V3)HV^3  +  V7y(V5  +  V7), 

/,(V^ir2y  = 

y2^  (1+ V2y  (2 1/2  +  y 7)^3  +  y 7), 
8  /,  (\/^2Ö)^^  =  (1  +  y  3)^  (l  +  y  5)*^  ( V2  +  y  3)^^ 

(ys +y5y  (V5 +y  ö)-^  (3 + yTö)^ 
y  27i  (y- 130)^  =  (1 + y  5)^  (3  ^  yis), 
2  /  (y- 1 33)^  =  (3 + \/~iy  (5  w  4-  3  yii)), 
/.  (y- ii2)^  =  y2  ^,  ^  + 1  ^  9 + 5  y 2, 

X 


m  —  im 


m=102 


m 


105 
112 


m  =  l20 


m 

=  130 

m 

=  133 

m 

=  142 
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(3V5+2vn)nv/n+yT5)^ 

2^  /,  (\/=^68)^^  =  (l  +  V3)^^  (1  +  V'2)^    _ 

(3 + v^y  {VI + V  7)«  (i/6 + V7)^  (V7;+  V8)^ 

/(\/=^175)    =V2.:r,  _  ! 

2;r3  — 4^2_|_^_3  —  y5(2.r2  — ^  +  1), 

1/27  (l/=m)^  =:=  (23  +  3  V59)  (1 4-  V3)^  1 

y 2 V,  (y- 190)^  =  (1 + Vö)^  (3 + vTö),  / 

/  (V=^193)'  =  y^x,    ^  -f  i  =:  13  +  yT93, 

V27,(\/^ro)«==    _     _     _     /_ 

(1 +1/5)71/2  + V3)7l/3  +  V7)75y5  +  Vu), 
f,  (V/^^232)^  =  _  /  _ 

2  (1  +  \'if  (5  +  ynj  (99  +  13/V58), 
/,  ( V^24Ö)^^  =  V 2^^  (1  +  V 5)^  (2  +  V3)^ 
(V3  +  V5)7l  +  V2)73  +  V/öy 
(V2  +  V3)7V5  +  V6y,         / 
2  /  (V=^53)^  =  (5  +  V23)^  (13  yt\  +  9;V23), 
\/2^7(V'^7~3)'  =■  / 

(3+1/13)^  (I+V3/  (V3+V7)y(ll  V/13  +  15y7), 
8  /,  (/^^28Ö)^  =  (1  +  y  5)7l  4/^2)^  (3  +  V 7)^ 
(V/5  +  V7)^  (y 7  +  V8)^  (i V5_+  3  VU), 
*  2«/,  ( V- 3T2)^^  =  (1  +  V3)^«  (3+  Vl3)^'  (V/2  +  V3)« 
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(1  +  V 3)^  (3  \/3  +  V2i)^  (1 5  V5  +  7  V/23), 
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(1  i-  V5)^  (8  +  ^n)  (v/5  +  Vt)  (v/t  +  \/n), 

/,(v/=^ö8r=(i+v/3r(v^2+v3r(i 

(7  + 1/51)'^  (3  V 2  -f  VI?)*  (5 1/2  +  VV\)\ 
V/2V;(V/^62)«=(V/3  +  l/7y 

(V^6  +  V^y  (1/7  +  VTT)-^  (22  V'22  -f  39  VT) 
25  f,  {\/—f,2i)f^^^  (1  +  V 5)^  (l  +  V2)*  (3  +  V'l3)^ 

(3  +  VTÖ)'  (5  +  V26)  (57  +  5  V/'TäÖ), 
2  /.  (V/^=^76Ö)^  =:.  (l  +  V 5)^  (3  +  V'TÖ)^ 

(13  +  3  VT9/  (3  V'2  +  VlÖ)'  (2  VI  +  V\^y 
(51  VTÖ  +  37yi9), 
2^2  ,f\  ( V/^4Ö)    =  ( V'3  +  VW^  (l  +  V2)« 

(1  +  V/ä)^  (1 4-  ny  (3  +  V7)^'  (3  +  VTÖ)« 

( v  2 + V  3)^  (V/5 + V  7)^  (1/ G + v'iy 

(V/14  +  VT5)^  (3 V3  +  2  1/7)^  (5  Vö  +  3  Vu)\ 
224  /^  (V/I:T32Ö)-*  =  (l  -1-  VW  (l  +  V'5)^'  (l  +  V'2)"  m  ^  1320 
(3  +1/10)"  (3  +VTT)«  (v/3 +V/ 5)^'  (V/5 +\/g)« 

(V/n + vT5)n3\/^+2  yrry- (4  V2+ V33y 

(3yG  +  V55)•^(V/lÖ+VTT)^ 
2-^V'(V'^^^T365y':=  (1/3 +V/7y^(l +1/5)^3+ V/?/'  in  =1365 

(3  +  yi3)«  (v/3  +  V^)"  (2  V3  +  VW 

(l/3~5  + 1/39^(31/7  +  1/65/, 
221  y;  (V—  1848)-*  =  (l  +  1/3^'  (l/2  +  Vs)^'  ^»^  -=A848 

(3+i/7)^n-^+vny'  (i/3+v/7y  (v/G+i/7y 

(v/7  +  Vi  1)^'  (2  v/2  +  V7)'^  (7  V2  +  3  VH)« 

(5  V3 -.+-  ^77)^*  ( V/2r+  \/22)^  (22  V/22  +  39 1/7)1 
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